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Num plano, sdo dados uma reta r e um ponto P ¢ r.
Quantas retas neste plano existem passando por P e que
ndo encontram r?
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Ccomo se comportam.



Outra pergunta que deve vir antes

O que sdo retas e pontos? O que € um plano?

As noc¢des de ponto e reta sdo elementares. Para
“defini-los” usamos os axiomas (ou postulados) que dizem
Ccomo se comportam.

Existem varias formas equivalentes de “definir” ponto e
reta via postulados.
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Segundo Euclides

1. ponto € um lugar Unico no espaco, que ndo tem
dimensdo;

2. linha € um comprimento sem largura;

3. as extremidades de uma linha sdo dois pontos
distintos;

4. uma linha reta € uma linha que jaz igualmente com
dois pontos dela mesma;

5. uma superficie € o que tem somente comprimento e
largura;

6. os extremos de uma superficie sdo linhas distintas;

7. uma superficie plana € uma superficie que jaz
igualmente com suas linhas retas.
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Ainda segundo Euclides (No¢coes comuns)

1. Dois entes iguais a um terceiro sGo também iguais
entre si;

2. ao adicionarem-se partes iguais a entes iguais, 0s
resultados se equivalem;

3. 0 mesmo ocorre ao subtrairem-se partes iguais;
4. entes que coincidem entre si sGo iguais;
5. o todo € maior do que suas partes.
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Os 5 primeiros Postulados de Euclides

Postulado | Pode-se tracar uma unica reta ligando
quaisquer dois pontos (distintos).

Postulado Il Pode-se continuar (de maneira Unica)
qualquer reta finita continuamente em uma
reta.

Postulado Il Pode-se tracar um circulo com qualquer
centro e qualquer raio.

Postulado IV Todos os angulos retos sdo iguais.
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Postulado V' Se uma reta, ao cortar outras duas, forma
angulos internos, no mesmo lado, cuja soma
€ menor do que dois dngulos retos, entdo
estas duas retas encontrar-se-do no lado
onde estdo os dngulos cuja soma € menor
que dois dngulos retos.



Os 5 primeiros Postulados de Euclides

Postulado V' Se uma reta, ao cortar outras duas, forma
angulos internos, no mesmo lado, cuja soma
€ menor do que dois dngulos retos, entdo
estas duas retas encontrar-se-do no lado
onde estdo os dngulos cuja soma € menor
que dois dngulos retos.

a+ [ < 180°
implica que as retas
se encontram
parala —




Uso do Postulado V nos Elementos de Euclides

O primeiro uso do Postulado V no livro Os Elementos
(Euclides) acontece na Proposicdo 29.

O V Postulado ndo pode “se executado”, e pode ser
entendido como uma forma de construir tridngulos.



Algumas proposicdes com os 4 primeiros
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Proposicdo 1. Existe um triangulo equilatero com um lado
igual a um segmento de reta dado.



Algumas proposicdes com os 4 primeiros
postulados

Proposicdo 1. Existe um triangulo equilatero com um lado
igual a um segmento de reta dado.

Dem: Digamos que o segmento € AB. Pelo Postulado I,
fracamos um circulo centrado em A de raio AB. De novo
pelo Postulado lll, fracamos um circulo de centro B e raio
AB. Tomando C como um dos pontos de interseccdo dos
dois circulos, tfemos que ABC € equilatero.
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“Um” “problema”

Na demonstra¢do acima nada garante que os circulos
realmente se interseccionam. Hoje existem sistemas mais
completos de axiomas, como por exemplo os axiomas
de Hilbert, que frazem as no¢des de continuidade da
reta e do circulo (eles ndo tém “buracos”).



Alguns exemplos de como “completar” o sistema
de postulados de Euclides

Acrescentemos a lista dos Postulados de Euclides os
seguintes postulados que Euclides ufilizou sem se dar
conta que eram necessArios como postulados:

Sobre retas Retas sdo conjuntos ilimitados.
Continuidade As retas e os circulos sdo continuos.

Axioma de Pasch Se ABC é um tridngulo e uma reta r
“entra no tringulo” pelo vértice C, entdo
deve interseccionar o lado AB.
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28 Proposicdes "neutras”

As 28 primeiras proposicdes do livro | dos Elementos de
Euclides fazem uso “apenas” dos 4 primeiros Postulados, e
sdo chamadas proposicdes da geometria neutra.
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Entre elas estdo varias construcdes sobre os tringulos,
como o Teorema do Angulo Externo (Prop. 16):



28 Proposicdes "neutras”

Entre elas estdo varias construcdes sobre os tringulos,
como o Teorema do Angulo Externo (Prop. 16):

"Produzido um lado qualquer de um tfriangulo, o dngulo
externo & sempre maior que cada um dos angulos
internos oposfos.”



|ldeia da prova
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Vale destacar sobre o que trata a dltima das Proposicdes
neutras:



289 Proposicdo neutra

Vale destacar sobre o que trata a dltima das Proposicdes
neutras:

Proposicdo 28. Uma reta corta outras duas formando
dangulos « e g como na figura abaixo. Se o+ 3 = 180°,
entdo as retas sGo paralelas.

/

Qa

a+ [ =180°
implica que as retas
nunca se encontram




Comparacdo com o Postulado V

Proposicdo 28. « + 3 = 180° = retas paralelos.

Postulado V. o + 3 < 180° = retas concorrentes.



Proposicdo 29

Uma linha reta, que corta duas retas paralelas, faz os
angulos alternos iguais entre si 0 dngulo externo igual ao
interno e oposto da mesma parte, e finalmente os
internos da mesma parte iguais a dois retos.

/

[0d

Se as retas sdo
paralelas entéao
a=y, também
a+p=180°




Proposicdo 29

Uma linha reta, que corta duas retas paralelas, faz os
angulos alternos iguais entre si 0 dngulo externo igual ao
interno e oposto da mesma parte, e finalmente os
internos da mesma parte iguais a dois retos.

/

[0d

Se as retas sdo
paralelas entéao
a=y, também
a+p=180°

(Em suma. € o Postulado V reescrito via contrapositiva.)



Os substitutos do Postulado V

Acima a Proposicdo 29 mostra-se equivalente ao
Postulado V, podendo ele ser substituido por ela “sem
prejudicar a légica” da Geometria Euclidiana Plana.



Os substitutos do Postulado V

Acima a Proposicdo 29 mostra-se equivalente ao
Postulado V, podendo ele ser substituido por ela “sem
prejudicar a légica” da Geometria Euclidiana Plana.

Um substituto para o V Postulado € uma proposicdo P
que faz parte da Geometria Euclidiana (isto €, decorre
dos 5 primeiros postulados) e de tal forma que a
Geometria Euclidiana poderia ser reescrita utilizando os
Postulados | a IV e a Proposicdo P.
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Postulado V* (Playfair) Dados uma reta r e um ponto P ¢ r
existe uma Unica reta s paralela a r passando
por P.



Equivalentes do Postulado V

Postulado V* (Playfair) Dados uma reta r e um ponto P ¢ r
existe uma Unica reta s paralela a r passando
por P.

Postulado V” A soma dos dngulos infernos de um
tringulo qualquer é 180°.
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Equivaléncia entre o Postulado V e o Postulado V’

Exerciciol

Dica: Supondo os Postulados |-V, temos a existéncia de
ao menos uma paralela. Deve-se usar o Postulado V para
provar a unicidade; reciprocamente, supondo o
Postulado V' (que a paralela € Unica), é possivel provar o
Postulado V.



Equivaléncia entre o Postulado V e o Postulado
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Equivaléncia entre o Postulado V e o Postulado
V&

Comecamos com uma proposicdo:

Proposicdo 31. De um ponto dado conduzir uma linha
reta paralela a oufra linha refa dada.

Essa ainda € da geometria neutra (na demonstracéo
utiliza-se a Proposicdo 27). Mas a unicidade desta
paralela, embora ndo enunciada originalmente, segue
da Prop. 29 (pois produz dngulos internos somando 180°),
e portanto do Postulado V.



Equivaléncia entre o Postulado V e o Postulado

VZ

Proposicdo 32. Em todo friangulo, produzido um lado
qualquer, o dngulo externo é igual aos dois internos e
opostos, e os frés angulos internos de um triGngulo
qualquer sao iguaqis a dois retos.



Equivaléncia entre o Postulado V e o Postulado

VZ

Proposicdo 32. Em todo friangulo, produzido um lado
qualquer, o dngulo externo é igual aos dois internos e
opostos, e os frés angulos internos de um triGngulo
qualquer sao iguaqis a dois retos.

Demonstracdo: Tracar a paralela ao lado AB passando
pelo outro vértice C e comparar dngulos (usando a
Proposicdo 29).
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Mostramos acima que Postulados I-IV e Postulado V
implicam em Postulado V*. Vejamos agora o que ocorre
se supusermos os Postulados I-IV, mais o Postulado V*:



Por que é substituto

Mostramos acima que Postulados I-IV e Postulado V
implicam em Postulado V*. Vejamos agora o que ocorre
se supusermos os Postulados I-IV, mais o Postulado V*:

Postulado V”. A soma dos dngulos infernos de um
fridngulo qualquer é 180°.

Vejamos que o postulado V* implica a Proposicdo 29
(que é equivalente ao Postulado V, como ja
comentamos). Utilizaremos 2 lemas.
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Postulado V* € equivalente ao Postulado V

Lema 1. Num tridngulo, cada é&ngulo externo € igual a
soma dos dois dngulos ndo adjacentes a ele.



Postulado V* € equivalente ao Postulado V

Lema 1. Num tridngulo, cada é&ngulo externo € igual a
soma dos dois dngulos ndo adjacentes a ele.

Lema 2. Dados uma reta r e um ponto P, pode-se tracar
uma reta s por P tal que o dngulo entre r e s € 1Go
pequeno quanto se queira.



Demonstracdo da equivaléncia dos Postulados,

supondo os Lemas

Sejam r uma reta e P um ponto fora dela. Mostremos que
€ Unica a reta s por P que ndo intersecciona r.

Sejam t a perpendicular a r passando por Pe sa
perpendicular a t passando por P. Da Proposicdo 28
segue que s || r; vejamos que € Unica.

it

f 2

h




Sejam s’ outra reta qualquer passando por P; mostremos
que § intersecciona r. Para isso, considere v o dngulo
entre s e s’ e s’ uma reta por P que forma um angulo

0 <ycomr,emumponto Ber.
it




Como § < v, garantimos que s’ entra no tridngulo PAB
pelo vértice P. Pelo Axioma de Pasch, s’ deve sair de PAB
pelo lado AB. Logo ¢ intersecciona s, como queriamos. il



Demonstracdo do Lema 2
Seja A, o pé da perpendicular a r passando por P. Seja
Ao € rtal que A Ay = PA;. Ent@o PA A, € isbsceles, e ja
que é retdngulo em A;, segue que 0s outros dois dngulos

valem 6, = 45°,




Demonstracdo do Lema 2
Seja, no passo seguinte, A3 na semirreta A; A, tal que
PA, = A,As. Entdo PA, A3 € isGsceles, e gracas ao angulo
externo valer 6, os dois dngulos que sdo iguais valem
_H
Oy = 5
Seja A, tal que PA, = AzA4. Entdo PA3A, € isGsceles e
novamente sabemos que os dois dngulos iguais agora

by 0
alem = = —,
v 212
t




Demonstracdo do Lema 2
Prosseguindo indutivamente, na etapa n obtemos um

angulo que vale 6, = % Escolhendo n suficientemente
grande, obtemos o desejado.

’ .
t : .
’ .
’ Ay
’ Ay
’ Ay
’ kY
’ Ay
’ Ay
’ Ay
’ Ay
’ Y
’ Ay
’ ‘
’ Ay
’ Ay
’ \
! \
! \
! )
I \
! 1
1 1}
' 1)
! 1}
4 1}
P \
\
\
|
r $
!
A Ant
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Ouftros substitutos

Postulaodo V** Dados quaisquer trés pontos ndo
colineares, existe um Unico circulo passando
por eles.

Postulado V4 Em qualgquer tridngulo retdngulo, a soma
dos quadrados dos catetos € igual ao
quadrado da hipotenusa. (Teorema de
PitGgoras)

Postulado V° Todo angulo inscrito em uma
semicircunferéncia é reto.

Postulado V® Quaisquer duas retas paralelas possuem
uma perpendicular comum.
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Postulado V/ Existe um par de tridngulos semelhantes e
nAo congruentes.

Postulado V8 Existe um par de retas equidistantes.

Postulado V7 Se trés dos éngulos de um quadrildtero séo
retos, ent@o o quarto também o serd.
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Ouftros substitutos

Postulado V/ Existe um par de tridngulos semelhantes e
nAo congruentes.

Postulado V8 Existe um par de retas equidistantes.

Postulado V7 Se trés dos éngulos de um quadrildtero séo
retos, ent@o o quarto também o serd.

Postulado V' Duas retas paralelas a uma mesma reta
sdo paralelas.

Postulado V! Se uma reta corta uma de duas paralelas,
entdo corta a outra.

Postulado V2 Por qualquer ponto dentro de um angulo
menor que dois tercos de um angulo reto
pode-se tfracar uma reta que corta os dois
lados do angulo.
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Segundo Jodo Lucas Marques Barbosa

Estes sete substitutos tém sua propria importdncia e
servem para mostrar a n@o trivialidade do quinto
postulado na Geometria euclidiana. Suas consequéncias
incluem as proposicées mais conhecidas e mais utilizadas
da Geometria. Sem ele, ou um de seus equivalentes, nGo
teriamos o teorema da soma dos dngulos de um
fridngulo, toda a teoria de triangulos semelhantes e,
consequentemente, a Trigonometria deixaria de existir, e
o fratamento dado por Euclides para o conceito de area
teria de ser amplamente revisto. (Geometria Hiperbdlica,
pdagina 16).
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Proxima aula

A Geometria Hiperbdlica € uma geometria onde valem
0s Postulados I-IV de Euclides, juntamente com os
Postulados “implicitos”, mas o quinto postulado serd
tfrocado por

Postulado V:Dados uma reta r e um ponfo P ndo
perfencente ar, existem pelo menos duas retas distintas
qQue passam por P e que ndo interseccionam r.

Dica: Desapegar dos desenhos, por enquanto...
Obs.: Nos proximos encontros vou frocar o sistema de

postulados do Euclides pelo sistema de Hilbert, pois
facilita nossas investigacoes.
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