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CAPIiTULO 1

Introducao

Os nameros naturais
17 27 37 4a U
Surgiram para contar e ordenar:

e “ha 5 laranjas na mesa”
e “0 Rio de Janeiro é a segunda cidade mais populosa do pais”.

Foi também com ntimeros naturais que surgiu a aritmética — ou seja, o estudo
das operagoes de adicao e multiplicacao:

e “se as b laranjas sobre a mesa eu acrescento 3, havera 8 laranjas ao todo”
(8=5+3)

e “se cada um dos 3 convidados trouxer 5 laranjas, teremos ao todo 15
laranjas” (15 =5-3)

Para estudar os nimeros naturais, vamos agrupa-los em um conjunto
N=1{1,2,3,---} = todos os nimeros naturais,

caracterizado abstratamente pelos Axiomas de Peano, e vamos interpretar adigao
e multiplicagao como fungées

+:NxN-—N, -:NxN-—N.

Ha também uma ordem <, em que m < n indica que “m nao é maior que n”, e que
interpretamos como uma relagdo Oy em N.
Em numeros naturais, equagoes da forma

r+n=m

nao tém solucao =z € N se m < n, o que nos leva a discutir os nimeros inteiros
Z, em que acrescentamos a N as solugoes de equacoes dessa forma:

Z={-,-3,-2,-1,0,1,2,3,-}.

As operagoes + e - em N estendem a Z de maneira natural, e o tornam um anel
comutativo ordenado. Em Z, uma equacgao da forma

nr=m, n#0,

s6 tem solugao inteira x € Z se m é divisivel por n. Vamos entao construir os
nimeros racionais Q acrescentando a Z as solugoes

r=—
n

de todas equagoes dessa forma. Aqui, a notagao 7 deve ser lida “a solugdo (formal)
x de nx = m”. Note que as equagoes

nx=m, 2nx=2m, 3nx=3m, --- (n#0)
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6 1. INTRODUGAO

devem ter as mesmas solugoes (formais):

m 2m 3m

n  2n  3n
0 que nos leva a construir Q como o conjunto de equagoes nx = m, onde duas
equagOes seram identificadas (“vistas como a mesma”) se suas solugbes coincidem.
Veremos entao que isso torna QQ um corpo, isto é, um anel comutativo em que todo
elemento nao-nulo tem inversa multiplicativa.



CAPITULO 2

Conjuntos

Um conjunto X é uma colegao dos seus elementos/membros. A notagao
(1) reX
sinifica 'z é elemento do conjunto X', ou ’x pertence a X'.

ExXEMPLO 1. O conjunto vazio @ € o conjunto sem nenhum elemento.

EXEMPLO 2. O conjunto X = {a,#,0} contém exatamente trés elementos: a,

N, cO.

Dizemos que um conjunto Y é subconjunto de X se cada elemento y que
pertence a Y pertence também a X. Nesse caso, escrevemos

(2) Y cX
para denotar 'Y é subconjunto de X’ .
EXEMPLO 3. O conjunto vazio & € subconjunto de qualquer conjunto XE|

EXEMPLO 4. O conjunto X = {a,#,0} tem exatamente 8 subconjuntos distin-
tos:

X:{a"7D}7 {.’D}a {CL,D}, {@v‘}v {D}7 {.}a {a'}’ QZ{}'

Uma maneira de descrever um conjunto X é listar todos os seus elementos.
Porém esse método é muito pouco eficiente (e s6 tem esperanga no caso de conjuntos
finitos)... Por exemplo, o conjunto X de todas as pessoas vivas neste instante teria
pelo menos 7 bilhdes de entradas...

Podemos no entanto definir um conjunto X pela propriedaddﬂ de que ele contém
exatamente todas as pessoas vivas as 12.39 do dia 09/08/2018. Note que um mesmo
conjunto pode ser descrito por propriedades diferentes; por exemplo, o conjunto de
todas as pessoas que sao seus proprios pais é o mesmo conjunto das pessoas que
flutuam, e o mesmo conjunto dos hamsters que receberam o Prémio Nobel da Paz:
o conjunto vazio &.

Abstratamente, podemos pensar que todo conjunto X é descrito por uma pro-
priedade — por exemplo, a propriedade PB(X) de pertencer a X! Na linguagem de
propriedades, dizemos que uma propriedade B implica uma propriedade Q exata-
mente quando o conjunto definido por P é subconjunto do conjunto definido por
£, € nesse caso escrevemos

(3) P = 0.

1Demonstra§éoz como nao ha nenhum x € &, a frase todo x € & pertence tambem a X’ é
trivialmente vélida para cada conjunto X.

2Pmpriedade tem aqui o seguinte sentido: se fixarmos um conjunto U (um universo), uma
propriedade B é uma afirmagao sobre os elementos x € U, que é ou verdadeira ou falsa para cada
elemento. Dizer que B descreve X C U significa que

X ={zeU|P(z) éverdade.}



8 2. CONJUNTOS

EXEMPLO 5. Seja X o conjunto de dias em 2017 Diga que P(x) é verdade se
choveu no dia © € X, e que Q(x) é verdade se eu sai de guarda-chuva nesse dia.
Entao a frase ’em dias de chuva eu sai de guarda-chuvas’ se traduz por P = Q.

ExXERcicio 1. Para uma propriedade *B, definamos sua negagao —B por
—P(x) verdade se e s6 se P(x) € falsa.

Mostre que, para propriedades B, 9, dizer que P = Q € o mesmo que dizer que

EXERCICIO 2. Diga que B < Q (lé-se P se e s6 se Q’, ou P exatamente
quando Q°) se P = Q e Q = P. Mostre que vale P < Q exatamente quando vale



CAP{TULO 3
Numeros Naturais
O conjunto dos niimero naturais é

N=1{1,2,3,..}

Para o caracterizar abstratamente, temos os seguintes axiomas de Peano:

P1) 1 é um namero natural;

P2) Todo namero natural n tem um sucessor n + 1;

P3) 1 nao é o sucessor de nenhum nimero natural;

P4) Dois ntimeros naturais coincidem se seus sucessores coincidem;

P5) Se um subconjunto X C N contém 1, e contém também o sucessor n + 1
de todo nimero natural n € X, entao X = N.

Esse conjunto de axiomas descreve precisamente o que sugerem as reticéncias
em N = {1,2,3,...}: existe um primeiro elemento 1 em N, todo elemento tem um
sucessor unico, e o unico subconjunto que contém 1 e o sucessor de todo ntmero
nele é o proprio conjunto de todos os niimeros naturais.

1. Divisibilidade
DEFINICAO 3. Se n,m € N, dizemos que n divide m, ou que m ¢ multiplo
de n, se existe ¢ € N tal que m = ngq.
EXEMPLO 6. Considere n € N. O subconjunto de N de muiltiplos de n €
nN={nm | m € N} ={n,2n,3n,---}

Portanto:
ndwidemeN <— menN <«— mNCnN.

2. Ordem

DEFINIGAO 4. Dizemos que n < m, “n ndo ultrapassa m”, se alguma das
condigcoes a sequir € satisfeita:
e m=nmn, ou
® a equacao x +n =m tem solugio r € N.
ExEmpPLO 7. 13 < 17, pois x + 13 = 17 tem solucao x = 4 € N.

Note também que:
njm = n<m.

3. Pares e impares

DEFINIGAO 5. Se 2 divide m, dizemos que m € par; caso contrdrio, dizemos
que m € impar.
Note que n € N é impar se e s6 se seu sucessor é par; portanto

e n é par se e so se existe m € N tal que n = 2m;
e n & impar se e s6 se existe m € N tal que n = 2m — 1.

9



10 3. NUMEROS NATURAIS

4. MMC e MDC

DEFINIGAO 6. Se n,m € N, dizemos que ¢ € N é o MMC (menor multiplo
comum) ¢ = mmc(n,m) den e de m se:

MMC1) q é mailtiplo de n e de m;
MMC2) se ¢ € N € maltiplo de n e de m;, entdo ¢’ é miltiplo de q.
ExEMPLO 8. Considere n =6 e m =9. Entao
6N = {6,12,18,---}, 9N ={9,18,27,---}.
Portanto o subconjunto de nimeros naturais que sao simultaneamente mailtiplos de
6ede9 é
{18,36,54, - },
cujo elemento minimo € 18 = mmc(6,9).

DEFINIGAO 7. Se n,m € N, dizemos que ¢ € N é o MDC (maior divisor
comum) ¢ = mdc(n,m) den e m se:

MDC1) q divide n e m (cotag ao: nlm);
MDC2) se ¢’ € N divide n e m, entio ¢’ divide q.

ExXEMPLO 9. Considere n = 6 e m = 9. FEntdo o subconjunto dos nimeros
que dividem 6 ¢ {1,2,3,6}, e o subconjunto dos nimeros que dividem 9 é {1, 3,9}.
Portanto o subconjunto de niumeros naturais que simultaneamente dividem 6 € 9 €
{1, 3}, cujo elemento mdzximo é 3 = mdc(6,9).

5. Primos

DEFINIGAO 8. Um nidmero natural p € N € primo se:

Pr1) p>1;
Pr2) p so é divisivel por 1 e por p.

Observe que, como n|p implica n < p, para verificar se p é primo, ¢ suficiente
verificar que 1 é o tnico divisor de p dentre {1,2,...,p — 1}.

ExEmMpPLO 10. p =5 € primo, pois

52N =1{2,4,6,---}, 5¢3N={3,6,9,---}, 5&4N={4,8,12,---}.

6. Cardinalidade

DEFINIGAO 9. Dizemos que um conjunto X ¢ finito se existe n € N tal que X
tem tantos elementos quanto o conjunto {1,2,3,...,n}. Nesse caso, dizemos que X
tem cardinalidade n, o que denotamos por |X| = n. Se X ndo € finito, dizemos
que X ¢ infinito.

ExXEMPLO 11. Se X = {a,#, 0}, entdo | X| = 3.

7. Propriedades da soma e da multiplicagcao em N

Recorde também que a soma e a multiplicagdo de ntimeros naturais tém as
seguintes propriedades:

Associatividade da soma: Para todos [,n,m € N, temos que
(I+m)+n=1014+(m+n);
Comutatividade da soma: Para todos m,n € N, temos que
m-—+n=n-+m;
Elemento neutro da multiplicagao: Para todo n € N, temos que

n=n-1;
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Associatividade da multiplicagao: Para todos [, m,n € N, temos que
(l-m) - n=10-(m-n)
Comutatividade da multiplicagao: Para todos m,n € N, temos que
m-n=nmn-m;
Distributividade: Para todos I, m,n € N, temos que
(l+m) - n=0l-n+m-n.






CAPITULO 4

Métodos de provas

Uma prova é uma argumentagao que convence as pessoas de que uma afirmagao

matematica é valida. Provas tém um vocabulario préprio — onde usamos palavras

como ’e’, 'ou’, 'nao’, ’se... entao’, ’se e s6 se’, ’existe’, 'para todo’ etc. — e uma

gramética, em que, por exemplo, nega-se ‘todo homem ¢é mortal’ com ’existe um
homem que nao é mortal’.

1. Direta

O meétodo consiste em justapor as hipoteses para derivar a tese através de
silogismos. Por exemplo:

PRrROPOSIGAO 10. Se p,q,r € N sao tais que p + q = r, entao r é divisivel por
n se p e q sao diwisiveis por n.
DEMONSTRAGAO. As hipoteses sao:

H1) n, p, ¢ e 7 s@o nlumeros naturais;
H2) r é a soma de p e g;
H3) n divide p;

H4) n divide q.

Nossa tese é:

T) n divide r.

A hipétese H3 diz que existe a € N tal que p = an. A hipoétese H4, por outro lado,
diz que existe b € N tal que ¢ = bn. Finalmente, H2 diz que r = p + ¢. Portanto

r§p+qH3—;H4an+bn:(a,+b)n

mostra que r é miltiplo de n, onde na ultima igualdade usamos a propriedade a
Distributividade da soma sobre a multiplicagao. O

Ainda outro exemplo:
PROPOSICAO 11. Se n € N € impar, entio n® é impar.

DEMONSTRAGAO. As hipoteses sao:
H1) n é um namero natural;
H2) n =2m — 1 para algum m € N.
Nossa tese é:
T) n? =2M — 1 para algum m € N.
Ora,
n? Z2m—1)> =4m® —4m+1=202m> —2m +1) — L.
Portanto basta mostrar que
M =2m?* —2m+1
é natural, e isso é verdade porque

M=2m?-2m+1=2m@2m—1)+1=2mn+1€N.

13



14 4. METODOS DE PROVAS

2. Indugao

A técnica de inducdo serve para demonstrar afirmacoes sobre os nimeros na-
turais. Recorde que os axiomas de Peano dizem que se um subconjunto X C N
satisfaz:

(1) 1€ X;

(2) Se n € X, entdo seu sucessor n + 1 também esta em X,
entao X = N. Assim, para demonstrar que X = N, basta mostrar que:

(1) 1 € X (“passo inicial”) e que

(2) n+1 estd em X se n estd em X (“passo indutivo”).

PRrROPOSIGAO 12. Para todo n > 0, temos que 0 +14+2+4---+n = w

DEMONSTRAGAO. Seja X C N o subconjunto dos n € N para os quais a formula
acima é valida. Entao:
(1) 1 € X, pois 0—&—1:%;
(2) Sen € X, isto é, se

1
O+1+2+-~-+n:%,
entao
0+14+24+---+n+n+1)=0+1+2+---+n)+(n+1)
n(n+1
= (2 )+(n+1)
n

=(n+1) 5+1)

_ (n+1)(n+2)

= 5 ,
e portanton +1 € X.

Logo X = N — ou seja, a formula da proposigao é vélida para todo n € N. (]

De maneira anéaloga:
PROPOSIGAO 13. Para todo n > 0, temos que 1 +3+5+---+ (2n — 1) = n?.

DEMONSTRAGAO. Seja X C N o subconjunto dos n € N para os quais a formula
acima é valida. Entao:

(1) 1 € X, pois 1 = 1%;
(2) Sen € X, isto é, se
14+3+5+-+(2n—1) =n?
entao

14345+ +2n—1)+2(n+1)-1)

(1+34+5+---4+2n—-1))+(2n+1)

=n*+(2n+1)
= (n+1)%
e portanton +1 € X.
Logo a formula da proposi¢ao é sempre valida. O

Um exemplo mais complicado:

PROPOSIGAO 14. Todo n € N, n > 1, € produto de primos: n = pi*p5* - - - p;*,
onde k,r,....,7. € N e p1,pa,...,pr $40 primos.
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DEMONSTRAGAO. Considere o conjunto:
XCN, X ={m|todontal quel <n<m-+1éproduto de primos}

Entao:
(1) 1 € X, pois 1 < n < 2 sinifica n = 2, e 2 é produto de primos:
2:21 (k:LTl:l,Ih:Q);
(2) Se m € X, isto é, se todo 1 <n < m+ 1 é produto de primos, desejamos
mostrar que todo niimero n’ tal que 1 < n’ < m + 2 é produto de primos.
Ora, o tnico caso novo a considerar é n’ = m + 2: é ele um produto de

primos 7 Ora, ha dois casos apenas:
a) m + 2 é primo, em cujo caso ele é produto de primos:

m+2=(m+2)" (k=1,r1=1,p1 =m+2);
b) m + 2 néo é primo, em cujo caso ele é um produto
m+ 2 = ab,

onde a,b € N sao dois numeros taisque 1 <a<m+lel <b<m+1.
Portanto a e b sao produtos de primos pela hipotese indutiva m € X:

S1 52

a=qi'qy - qp b= (d1)"(g2)™2 - ()™
e portanto também é m = ab:
m=q'qs* " (q1)" (a2)™ - (g
Portanto m + 1 € X.
Logo X = N — isto é, todo natural n > 1 é produto de primos. O

3. Contradicao (Reductio ad absurdum)

Numa demonstracdo por contradi¢ao, nés supomos ser falsa a tese a ser de-
monstrada, e através de silogismos, chegamos a uma contradi¢dao. Por exemplo:

PROPOSICAO 15. Se n? € N € par, entio n é par.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que a tese seja falsa. Entdo deveria existir n
impar, tal que n? é par. Mas como vimos no exemplo anterior, se n for fmpar,
entdo n? também é impar. O

Um exemplo mais razoavel é o que segue:
PROPOSIGAO 16. Existem infinitos nimeros primos.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que a tese seja falsa. Entao o subconjunto
PcN, P={peN|peéprimo}
de todos os numeros primos deve ser finito:
P={pr=2,p2=3,-,p},
onde r € N. Defina ¢ € N por:
q:=pip2ps---pr+ 1,
e note que, como p; < ¢, segue que
(%) q¢ P

Note também que nenhum primo p; divide ¢, pois p; divide p1paps - - - p, mas nao
divide 1. Como ¢ é produto de primos pela Proposigao [14] segue que ¢ ele mesmo
deve ser primo:

() qeP.
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Ou seja: ao sup6r que havia um namero finito de primos, fomos levados a concluir
que ha g € N, ¢ > 1, que a0 mesmo tempo é e ndo é primo — um absurdo ! Portanto
h4 infinitos primos. O



CAP{TULO 5

Operacoes com conjuntos

1. Uniao
Dados conjuntos X e Y, defina a uniao
(4) XUY={z|zeXouzel}
Ou seja, um elemento é membro de X UY se for membro de X oude Y.
EXERcicio 17. Mostre que, para quaisquer trés conjuntos X,Y,Z, temos que
(XUuY)uZ=XU(YU2Z).

EXERCICIO 18. Seja X' um conjunto de conjuntos. Defina a unido |Jx e X.

2. Interseccao
Dados conjuntos X e Y, defina a intersecgao
(5) XNY={z|zeXexeY}

Ou seja, um elemento é membro de X NY se for simultaneamente membro de X e
deY.

ExXERrcicio 19. Mostre que, para quaisquer trés conjuntos X,Y, Z, temos que
a) (XNY)NZ=XN({YNZ)
b)) XN(YUZ)=(XNY)U(XNZ)
¢) XU(YNnZ)=(XUY)Nn(XU2Z).

EXERcICIO 20. Mostre que, para quaisquer conjuntos finitos X,Y , temos que
IXUY|+|XNY|=|X|+1Y|

EXERCICIO 21. Seja X' um conjunto de conjuntos. Defina a interseccdo (\xcp X -

3. Diferencga
Dados conjuntos X e Y, defina a diferenca
(6) XNY={z|zeXexdgY}
Ou seja, um elemento é membro de X\ Y se for membro de X mas nao de Y.

EXERcIcIO 22. Mostre que, para quaisquer conjuntos X,Y, Z, temos que

a) (XUYNZ = (X\Z)U(Y\2)
b) X\(YUZ) = (X\Y)N(X\2)
¢) (XNY)NZ = (X\2)N(Y\2)
) X\(YNZ) = (X\Y) U (X\2)

EXERcIcIO 23. Mostre que, para quaisquer conjuntos finitos X,Y , temos que
IXNY |+ M\ X|+|XNY|=|XUY]

17



18 5. OPERACOES COM CONJUNTOS

4. Produto

Dados conjuntos X e Y, defina seu produto (Cartesiano)
(7) XxY={(z,y) |reXeyeY}
Ou seja, elementos de X x Y s@o todos os pares de elementos de X e de Y.

EXERcIcCIO 24. Mostre que, para quaisquer conjuntos X,Y, Z, temos que

a) ( X xY)xZ=Xx (Y xZ)
b) (XUY)xZ=(Xx2Z)U(Y xZ)
) XNY)xZ=(XxZ)n(Y x 2)

d) (XNYINZ = (X\2) N (Y\2)
e) X\(YNZ) = (X\Y)U(X\2)

EXERCICIO 25. Mostre que, para quaisquer conjuntos finitos X,Y , temos que
|X x Y[ = [X|]Y]
5. Partes

Dado um conjunto X, defina o conjunto de suas partes
(8) 2X)={Y | Y Cc X}.
Ou seja, elementos de &2(X) sdo todos os subconjuntos de X.

ExeEmMPLO 12. Seja X o conjunto X = {a,b,c}. Entao

P(X) ={9,{a},{b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b, c}}

DEFINIGAO 26. Uma partigao P de um conjunto X € um subconjunto P C
P(X), com a propriedade de que todo x € X pertence a um, e um tunico conjunto
Y eP.

Portanto uma partigdo P de um conjunto X consiste de uma cole¢ao (X, ) de
subconjuntos X, C X, com as seguintes propriedades:

P1) X =Uyx.cpXa={z € X [z pertence a algum X,};
P2) XoNnXg=0sea#p.

EXEMPLO 13. Seja X o conjunto X = {a,b,c}. Entdo
pPc2(X), P={{a},{b}{c}}
define uma particao:
X ={ajU{b}U{c}, @={a}n{b}={b}n{c} ={c}n{a}
Chamamos essa de parti¢do discreta.
ExeEmMPLO 14. Seja X o conjunto X = {a,b,c}. Entao
Pc 2(X), P={{abc}}
define uma particdo. Chamamos essa de partigdo indiscreta.
EXEMPLO 15. Seja X o conjunto X = {a,b,c}. Entdo
Pc2(X), P={{ab}{c}}
define uma particao:
X ={a,b} U{c}, @={a,b}n{c}.
EXERCICIO 27. Seja X um conjunto finito, e defina
I X) ={Y e Z(X) | Y| = k}.

Entao mostre que
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Pe(X) sek=1;

a) 2(X) = U, Ze(X); b PeAHINAUX) = {® se k # 1.

o) 12Z:(X)] = (7)) = mrRin d) |2(X)| = 5, (X1) = 21X,

Conclua que

Pc2(2(X)), P={ZX)|keN}
define uma particao do conjunto P (X) de partes de X.






CAP{TULO 6
Relacoes

Uma relagao R de X em Y é um subconjunto R de X x Y.

EXEMPLO 16. Seja X o conjunto de todas as pessoas vivas em 09/08/2018.
Entao temos relagoes R C X x X:

a) Rpess = {(x,y) | © conhece y pessoalmente}
b) Rpar = {(z,y) | = € filho ou filha de y}

¢) Rumoth = {(z,y) | x € mae de y}

d) Raw = {(z,y) | © ey tém a mesma altura}

EXEMPLO 17. Seja N o conjunto de nimeros naturais. Entao temos relagoes
R CNxN:

a) R¢ =A{(z,y) | © € menor ou igual a y}
b) Re ={(x,y) | « € estritamente menor que y}
¢) Raiv = {(z,y) | « divide y}

{

d) Reopr = {(z,y) | ey ndo tém divisores comuns além de 1 }

1. Relagoes de um conjunto X em si mesmo

Uma relacao R C X x X é dita:

reflexiva: se (v,z) € R para cada x € X;

simétrica: se (z,y) € R implica (y,x) € R;
antisimétrica: se (z,y) € R e (y,z) € R implicam = = y;
transitiva: se (z,y) € Re (y,2) € R implicam (z, z) € R.

EXERCICIO 28. Decida quais das relagoes listadas acima sao reflexivas, (anti)simétricas
e transitivas.

EXEMPLO 18. O conjunto vazio @ pode ser visto como uma relagao @ C X X X,
para todo conjunto X, que chamamos de relagao vazia (de X em X ). Note que
ela:

o Se X # &, essa relagdo nao € reflexiva, pois entio existe © € X tal que
(z,%) & &;

e [Essa relagio € sempre simétrica, pois nunca € verdade que (x,y) pertenca
a &, e portanto

(r,y) e = (y,x2)eD

€ trivialmente satisfeita;
e Essa relagao € sempre transitiva, pois nunca € verdade que (x,y) e (y,z)
pertengam a &, e portanto

(z,9),(y,2) €0 = (1,2) €D
€ trivialmente satisfeita.
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2. Saturagao de relagoes de um conjunto X em si mesmo

Cada uma das propriedades de uma relacao R C X x X:
i) reflexividade
ii) (anti-)simetria
ili) transitividade
é fechada sob intersecgoes: se R e R’ tém alguma dessas propriedades, entao tam-
bém RN R’ tem essa propriedade.

PROPOSIGAO 29. Seja X um conjunto, e seja S C X x X uma relagdo nao-
vazia qualquer. Entao dentre todas as relagoes R que contém S, e possuem alguma
combinacao das segquintes propriedades:

a) reflexividade b) simetria ¢) transitividade

existe uma menor, no sentido de que qualquer relacao R’ que contém S, e possuem
a mesma combinacdo dessas propriedades contém R.

DEMONSTRAGAO. Seja 8 uma propriedade de relagbes de X em X, que satisfaz
as seguintes propriedades:
a) X x X tem a propriedade B;
b) Se (Ry) C Z(X x X) é uma colegdo de relagdes de X em X que tém a propri-
edade 3, entao também N, R, tem a propriedade .
Fixe uma relagao qualquer S C X x X, e defina

Sp={Rec (X xX)|SCR, R tem a propriedade B.}

Entdo X x X € g por a); em particular, . # @. Além disso, por b), a
intersecgao Syer de todas as relagoes em Sy,

Sq3 = ﬂ R,
RESp

pertence a ,5’;43, e é portanto a menor dentre todas as relagoes em Yq_; que contém
S, no sentido que esta contida em qualquer outra. Dizemos que Sy ¢ a saturagao
de S com respeito & propridade ‘B.

Note agora que as propriedades abaixo satisfazem as condigbes a) e b) acima
que permitem saturar uma relagao arbitraria:

— ser reflexiva;

— ser simétrica;

— ser transitiva;

— ser reflexiva e simétrica;

— ser reflexiva e transitiva;

— ser simétrica e transitiva;

— ser uma equivaléncia. O

Note que a propriedade de anti-simetria é diferente, pois se S nao é anti-
simétrica, nenhuma relacdo que contenha S pode ser anti-simétrica: se x # y e
tanto (x,y) quanto (y,x) estdo em S, o mesmo se da com todo conjunto que con-
tenha S. Porém:

PROPOSICAO 30. Seja X um conjunto, e seja S C X x X uma relagdo nao-
vazia e anti-simétrica qualquer. Entao dentre todas as relacoes anti-simétricas R
que contém S, e possuem alguma combinagdo das sequintes propriedades:

a) reflexividade b) transitividade
existe uma menor, no sentido de que qualquer relagdo anti-simétrica R’ que contém
S contém também R se R’ possui a mesma combinagao de propriedades.

EXERcICIO 31. Demonstre essa ltima proposicao.
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EXEMPLO 19. Considere X = {a,b,c,d} e S = {(a,b),(b,c)}. Entdo Spet =
{(a7 a)7 (a" b)7 (b’ b)? (b7 c)? (C’ C), (d7 d)}'
EXEMPLO 20. Considere X = {a,b,c,d} e S = {(a,b),(b,c),(c,d)}. Entao
Sef—{( ) (a7b)7(bab)7(bac)7(cac)7(c7d) (d d)}

Ssim = {(a,0), (b,a), (b, ¢), (¢,b), (¢, d), (d, c)}

Sim = {(a,1), (a,¢), (a,d), (b, ¢), (b, d), (¢, d) }

Sret sim = {(a,a), (a,b), (b, a), (b,0), (b, ¢), (¢, b), (¢, ¢), (¢,d), (d, ¢), (d, d) }
Sretom = {(a, a), (a,b), (a,¢), (a,d), (b, ), (b, ¢), (b, d), (¢, ¢), (¢, d), (d,

:¢), (b, d), (¢,a), (¢, b), (¢, , (d, b), (d,
a), (b,b), (b, ¢), (b,d), (¢,a), (¢,b), (¢, ¢),

(0,

Ssim, trn = (a,b), (a,c), (a,d), (b,a), (
= (0,

(d,d)}

b b
= {(a,a),(a,b), (a,¢), (a,d),
(¢;d), (d,a), (d,D), (d, c),

Sref sim,trn






CAP{TULO 7

Pré-ordem, ordem e boa-ordem

DEFINIGAO 32. Uma ordem parcial em um conjunto X € uma relacdo R que
€ refleriva, antisimétrica e transitiva.

Escrevamos = < y se (x,y) € R. Entao as condigoes na definicao de uma ordem
parcial se expressam por:
a) < x;
b) z <y ey <z apenas se T = y;
c) r<yey< zapenasse r < 2.

EXEMPLO 21. Seja X um conjunto, e defina R C P(X) x P(X) como
R={(v,2)|Y c Z}.

Portanto se Y,Z sao subconjuntos de X, escrevemos Y < Z se e s6 se 'Y estd
contido em Z. Verifique que essa € uma ordem parcial.

EXERcICIO 33. Seja X um conjunto munido de uma ordem parcial R C X x X,
e seja Y C X um subconjunto. Mostre que

RYCYXY; RY:{(Ivy)|(I7y)€R}
€ uma ordem parcial em Y, dita induzida por aquela de X.

Se (X, <) é um conjunto munido de uma ordem parcial, e A C X é um sub-
conjunto, dizemos que w € X é um limite superior para A se

re A = z<w.
Dizemos que a € A é um elemento maximal se
reA a<zr — x=a.

Dizemos que a € A é um elemento maximo se ele for limite superior para A.
Analogamente, dizemos que o € X é um limite inferior para A se

reAd =— a<u
Dizemos que a € A é um elemento minimal se
reA, r<a =— xz=a.
Dizemos que a € A é um elemento minimo se ele for limite inferior para A.

ExEMPLO 22. Seja X = {a,b,c,d}, e muna P(X) da ordem parcial do Exem-
plo[21l Considere o conjunto

ACc (X)), A={YCX|aeY}
Ezxplicitamente,
A= {{a}’ {a7 b}7 {a7 C}, {a, d}7 {CL, b, C}» {a7 b, d}, {a7 ¢, d}a {aa b, c, d}}

Entao {a} € Z(X) € um limite inferior para A, que € também minimal e minimo.
Seja agora

A" = {{a,b},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{a,b,c,d}}.
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Entao {a} € P(X) € um limite inferior para A’. Hd trés elementos minimais em
A’: {a,b}, {a,c} e {a,d}. Porém, A" nao tem nenhum minimo.

ExEmPLO 23. Seja X = {a,b,c,d}, e muna P(X) da ordem parcial do Exem-
plo[21l Considere o conjunto

BCcZX), B={YcX|d¢gY}.
Ezxplicitamente,

B ={2,{a},{b},{c} . {a,b},{a,c}, {b, ¢}, {a, b, c}}.

Entao {a,b,c} € P(X) é um limite superior para B, que € também mazimal e
mdazrimo.
Seja agora
B’ ={2,{a},{b},{c} {a,b},{a, c}, {b,c}}.
Entao {a,b,c} € P(X) € um limite superior para B'. Hd trés elementos mazimais
em B’: {a,b}, {a,c} e {b,c}. Porém, B’ nio tem nenhum mdximo.

DEFINICAO 34. Uma ordem parcial é uma ordem se além disso, para todo
xz,y € X, vale a alternativa

a) x <y ou b) y < x.

Exercicio 35. Considere o conjunto dos numeros inteiros Z, e defina R C
7 X 7 por
R={(n,m) | n=m ou m—necN}
E essa uma ordem?

EXEMPLO 24. A ordem parcial do Exemplo[21] nio é uma ordem. Por exemplo,
se X ={a,b}, Y ={a} e Z={b}, entaoY ¢ Z e Z ¢ Y.

EXERcICIO 36. Seja (X, <) um conjunto munido de uma ordem. Mostre que
a ordem parcial induzida em um subconjunto Y C X € uma ordem.

ExXERcICIO 37. Seja X um conjunto, e defina em P(X) a relagio Y <Y’ se

e séseY CY'. E essa uma ordem parcial ¢ Uma ordem ?

ExXERrcicio 38. Seja X o conjunto de todas as pessoas, e diga que x < y se y
€ antepassado de x. E essa uma ordem parcial ¢ Uma ordem ?

DEFINIGAO 39. Uma ordem € uma boa-ordem se todo subconjunto Y C X
tem um elemento minimo.

Exercicio 40. Seja N o conjunto de numeros naturais, pensado como sub-
congunto do conjunto dos nimeros inteiros, e munido da ordem induzida (veja o
Ezercicio @) a partir da ordem em 7 descrita no Ezxercicio , FE essa uma boa-
ordem ¢



CAP{TULO 8
Equivaléncias

Equivaléncias em Matemética sao uma ferramenta para precisar a nocgao de
“ser o mesmo sob um certo ponto de vista”.

DEFINIGAO 41. Uma equivaléncia em um conjunto X € uma relagio R que
€ reflexiva, simétrica e transitiva.

Escrevamos = ~ y se (z,y) € R. Entdo as condi¢bes na defini¢do de uma
equivaléncia se expressam por:
a) &~ x;
b) z ~yseesdsey~x;
C) T~Yeyr zapenasse T ~ z.

Se R é uma equivaléncia em um conjunto X, entao para cada x € X, temos
um subconjunto

[zl ={y e X [z ~y}
chamado de classe de equivaléncia de x. Note que Rx = Ry exatamente quando
x ~ y. Portanto
X/RCc Z(X), X/R=A{[z]|ze X}

define uma particao de X, dita particao associada & equivaléncia R;

ExXERcicio 42. Mostre que:
a) Dada uma particao P C Z(X) de X, a relagao
R(P)C X x X, R(P):={(x,y) | Re = Ry}
define uma equivaléncia em X, dita equivaléncia associada a particao P;
b) P = X/R(P) para toda particio P — ou seja, a particio associada & equivalén-
cia associada @ particio P é a prépria particao P;
¢) R = R(X/R) para toda equivaléncia R — ou seja, a equivaléncia associada
particao associada & equivaléncia R € a propria equivaléncia R.
EXERCICIO 43. Seja X um conjunto finito, e Z(X) o conjunto cujos elementos

sao todos os subconjuntos Y de X. Diga queY ~Y' seY eY’ tém o mesmo nimero
de elementos. F essa uma equivaléncia ?

EXERCICIO 44. Seja X um conjunto finito, e Z(X) o conjunto de suas partes.
Diga queY ~Y' seY eY’ diferem por no mdximo wm nimero finito de elementos:

Y~Y <« WMY)UY'\Y) €éum conjunto finito.

E essa uma equivaléncia ? De um exemplo de wm conjunto X e dois subconjuntos
Y,Y' C X que nao sejam equivalentes.
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CAPITULO 9
Funcoes

Uma relagdo R C X x Y é chamada de grafico de uma fungao de X em Y
se, para cada x € X, existe um, e um tnico y € R tal que (z,y) € R. Nesse caso,
escrevemos y = f(z), e

f: X —=Y, zm f(z).
X é dito o dominio da func¢ao f, e Y é seu codominio.
EXEMPLO 25. Considere as relagdes R, S C 7 X 7Z dadas por
R={(z,2*) |z €Z}, S={(nm)|Ik n*+m?=k*cZ}
Entdo R ¢é o grifico da fungao
7 —17, f(x)=2z>
Porém, S ndao é o grdfico de fun¢do alguma: Note que tanto (3,4) como (3,—4)

estio em S
A imagem de uma funcdo f: X — Y é o subconjunto f(X) C Y dado por
f(X)=A{f(z) |z € X}
EXEMPLO 26. Seja X um conjunto qualquer. Entdao hd uma fung¢ao
idy : X — X, idx(z) ==,
dita fungao identidade de X.
EXEMPLO 27. A imagem da func¢do
f:Z—7, f(z)=2a>
€ o conjunto de niumeros inteiros nao-negativos:
f(Z)={f(n) | neZ}={n" | neZ}=NU{0}

Dado um subconjunto Z C X, dizemos que f(Z) = {f(z) | z € Z} é a imagem
de Z por f. Analogamente, dado um subconjunto Z C Y, dizemos que f~1(Z) =
{r e X | f(z) € Z} ¢ a pré-imagem de Z por f.

EXEMPLO 28. Seja X um conjunto qualquer, e Z C X um subconjunto. Entdo
hd uma funcao
ith—)X, iz(x):x,
dita inclusao de Z em X.
ExEMPLO 29. Considere a fungao

71, f(x):{o se x € par;

1 sex € impar.

A imagem do subconjunto de nimeros pares por f € o conjunto {0}, enquanto a
imagem do subconjunto de nimeros impares por f é o conjunto {1}. A pré-imagem
de um conjunto Z C 7 é:

I também (3,4) e (—3,4)!
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O conjunto vazio se Z nao contém 0 e 1;

O conjunto de numeros pares se Z contém 0 mas nao contém 1;

O conjunto de numeros impares se Z contém 1 mas nao contém 0;
O congunto de nimeros inteiros se Z contém 0 e 1.

Dadas fungoes f : X - Y eg:Y — Z, a composicao go f : X — Z é a
funcao

x> g(f(x)).

ExemMPLO 30. Considere as funcgoes
fL9:Z—7, flxy=z+1, g(x)=2%
Entao
fog:Z —7, (fog)lx)=a>+1,
enquanto que
gof:Z—17, (gof)(z)=(x+1)*=2?+2z+1.
DEFINIGAO 45. Uma fungdo f: X — Y € dita:
injetora: se cada y € Y pode ser imagem de no mdximo um x € X :

/

y=fx)=f>") = xz=af
sobrejetora: se cada y € Y € imagem de algum x € X :
fX)=Y;
sobrejetora: se € injetora e sobrejetora.

LEMA 46. Seja R C X XY o grdfico de uma fungao f : X — Y. Entao f €
bijetora exatamente quando R é também o grdfico de uma fungio g : Y — X, em
cujo caso temos que

gof=idx, fog=idy.

DEMONSTRAGAO. Sejay € Y. Como f é sobrejetora, existe z € X com (z,y) €
R; como f é injetora, tal x é tnico. Defina entdo g(y) como o tnico elemento de
X para o qual (g(y),y) € R. Entdao g : Y — X & fungdo, e (9(y),y) = (z, f(x))
implica que

e portanto que

O

Note que, dada fungao f : X — Y, se existe uma fungao g : Y — X satisfazendo
gof:ian ng:idy,
entdo ¢ é a tnica tal funcdo, dita funcao inversa a f, e denotada por f~1.

EXERCICIO 47. Seja R uma relagao de equivaléncia em um conjunto X. Mostre
que existe uma fungdo

p: X — X/R, p(z):= Rx.

Mostre também que p € sobrejetora.
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EXERcICIO 48. Se X e Y sdo conjuntos, denotamos por
Sets(X,Y) ={f | f ¢é funcdo de X em Y}
o conjunto das fungoes de X em Y.
Mostre que para quaisquer trés conjuntos X,Y,Z, a composi¢do
o:Sets(Y, Z) x Sets(X,Y) — Sets(X, Z)
define uma funcgao. Dé exemplos em que ela € injetora ou sobrejetora.

EXERCICIO 49. Seja Zo = {0,1}, e seja X um conjunto qualquer. Para um
subconjunto Y C X, denote por fy : X — Zs a func¢do de X em Zsg:

1 sexeY;
fy(x)_{o sex ¢Y.

Mostre que a regra
f:P(X) — Sets(X,Z2), Y fy
€ uma bijecdo, e escreva a fungdo inversa.

ExERrcicio 50. Sejam X eY conjuntos, f: X — Y uma funcao, e R C X x X
uma equivaléncia. Denote por [x] € X/R a classe de equivalencia de © € X. Note
que [x] nao determina x, em geral; portanto quando escrevemos algo como

“Considere a fun¢io F: X/R —'Y, Flz]:= f(x) (...)”
estd implicito que:
e para calcular o valor de F' em [x], escolhemos algum representante ' € [x],
e aplicamos [ a ';
o se z” € [x] € outro representante, entdo [x'] = [z"], e portanto f(z') e
f(&") devem ser iguais.
Nesse caso, dizemos que F estd bem-definida. Verifique que F estd bem-definida
se e sd se, para todo x € X, f~1(f(x)) C X € uniao de classes de equivalencia de
R:
VeeX, IX, cX f'(f@)= ][] &






CAPiTULO 10

Numeros Inteiros

Como vimos, uma equagao da forma
(%) r+n=m
possui solugao natural x € N se e s6 se n < m. O conjunto de ntmeros inteiros Z
resulta de acrescentar a N uma solucao “formal” x = m — n para todas as equagoes
(*), permitindo todos n, m € N. Note que NxN parametriza o conjunto de equagoes
da forma (*) — ou seja, para cada par (n,m) € N x N, temos uma e uma tnica
equagao = +n = m. Note que as solugoes de

r+n=m, r+n+1l=m+1
deveriam ser as mesmas. Somos entao levados a considerar a menor relagao de
equivaléncia
Rc (NxN)x (NxN),
na qual
((n,m),(n+1,m+1)) eR
para todos (n,m) € N x N.

LEMA 51. A menor relagao de equivalencia R em N x N, em que (n,m) ~
(n+1,m+ 1) para todo par (n,m) € N x N ¢ aquela composta de todos os pares
((n,m), (n'm’)), onde

m+n =m'+n.

DEMONSTRAGAO. Mostremos primeiro que R é uma equivalencia:

reflexiva: Para todo (n,m) € N x N, temos que

n+m=m-+n,

e portanto ((n,m), (n,m)) € R;

simétrica: Se ((n,m),(n’,m’)) € R, isto &, se n +m’' = m + n/, entdo
n' +m =m’ + n, e portanto ((n',m’), (n,m)) € R;

transitiva: Se ((n,m), (n/,m')) € Re ((n',m’),(n”,m")) € R, isto &, se

n+m =m+n’, n+m’ =m'+n",
entao
n+m” + @0 +m)=mn+m)+ 0 +m")
= (m+n') +(m +n")
=m+n"+ 0 +m),
e portanto ((n,m), (n”,m")) € R.
Seja S C (N x N) x (N x N) a relacao
S={((n,m),(n+1,m+1)) | n,m e N}

Ela é visivelmente uma subrelacao de R, e portanto a menor equivalencia S que
contém S esta contida em R. Seja ((n,m), (n’,m’)) € R um elemento qualquer de
R. Entao ha trés casos a considerar:

33



34 10. NUMEROS INTEIROS

i) n > n', em cujo caso n’ = n+k para algum k € N, e portanto n+m’ = m+n’
implica que m’ = m + k, e portanto
((n,m),(n+1,m+1)) €8
(n+1,m+1),(n+2,m+2)) €8

(n+k=1,m+k-1),(n',m)) €8
implica que ((n,m), (n,m’)) € S por transitividade;
ii) n=n', em cujo caso ((n,m), (n’,m’)) € S por reflexividade;
iii) n < n/, em cujo caso ((n',m’),(n,m)) € S pelo primeiro caso, e portanto
((n,m),(n’,m')) € S por simetria.
O
Denotemos por [n,m] a classe de equivaléncia de (n,m) sob a relagio R:

[nvm] :{ ’((n+17m+1)a(n7m))7((n7m)’(nvm))a((nvm)v(n+17m+1)),"'}7

e por
Z ={[n,m] | (n,m) € N x N}

o conjunto de todas as classes de equivaléncia.

LEMA 52. Todo x € Z € de uma das trés formas:
i) z=11,1];
it) © = [1,n+ 1] para um tdnico n € N;
iii) © = [n+ 1,1] para um tdnico n € N.
Dessa forma, identificamos N como subconjunto de Z através do mapa injetor
i:N—Z, i(n)=[1,n+1],
O tnico elemento da forma i) é chamado de zero 0 € Z:
O:[]_’l]: [2’2] = .. = [n7n} g
O tnico elemento da forma ii), z = [1,n + 1], costumeiramente se escreve x = n,
j& que n é solucdo da equacgdo z + 1 = n+ 1. O tnico elemento da forma iii),
x = [n+ 1, 1], costuma ser escrito como z = —n.
LEMA 53 (Tricotomia de Z). Vale a seguinte tricotomia: para todo x € Z:
i) oux =0;
i) oux € N;
iii) ou —x € N.
DEMONSTRAGAO. Pois dado inteiro = € Z, temos

Assim podemos escrever Z da maneira usual:
Z= { 773a72771a05172737'”}

PROPOSICAO 54. As operacées de soma
+:ZXZ—7Z, [n,m]+[n,m]:=[n+n",m+m]
e multiplicagao
G LXT— 7, [n,m]-[n',m]:=[nm +n'm,mm’ +nn']
a) estao bem-definidas;
b) recuperam a soma e a multiplicagio de nimeros naturais:

¢) satisfazem as propriedades listadas na Segdo @
d) satisfazem também:
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Elemento neutro da soma: Para todo x € Z, temos que x = x + 0;
Inversa aditiva: Para todo x € Z, existe y € Z, tal que x +y = 0.

DEMONSTRAGAO. a) Dizer que [n,m] + [n/,m'] = [n +n/,m + m’] esta bem-
definida sinifica que a classe [n+n’, m+m/] independente da escolha de represen-
tantes (n,m) de [n,m] e (n/,m’) de [n/, m']. Ou seja: afirmamos que se (N, M) ~
(n,m) e (N',M') ~ (n,;m'), entdo (N + N', M + M') ~ (n+n';m+m’). De
fato,

(N, M)~ (n,m) <= N+m=n+M,
(N', M"Y~ (n',m') <= N +m'=n"+M
e portanto
N+N+m+m' = (N+m)+(N'4+m') = (n+M)+(n'+M')=n+n"+ M+ M.

donde se conclui que (N + N’ M + M') ~ (n+n',m +m’). Portanto a soma
estd bem-definida. Analogamente,

NM' +N'M + Nn'+Mm'=NM +n')+ (N +m" )M
=NN'"+m')+ (M +n")M
=NN'+MM'+ Nm' + Mn'

— (NM'+MN',NN'+MM') ~ (Nm/ + Mn/, Nn/ + Mm/)
Nm' + Mn' +nn' + mm’ = (N +m)m’ + (M +n)n
= (M +n)m’+ (N +m)n
= Nn'+ Mm' + nm + mn’
= (Nm'+ Mn',Nn' + Mm') ~ (nm' +mn’,nn' +mm’).
Portanto (N, M) ~ (n,m) e (N',M') ~ (n/,m') implicam que
(NM'+ MN',NN' + MM') ~ (nm/ +mn’, nn’ + mm”)
e logo a multiplicacao esta bem-definida.
b) Se i : N — Z denota a inclusao i(n) = [1,n + 1], entéo
in)+im)=1,n+1]+[Im+1]=2n+m+2]=[l,n+m+1]
=i(n+m),
i(n)-i(m)=[1L,n+1]-[l,m+1]=[m+n+2,nm+n+m+2]=[1,nm+1]
=i(nm)
mostra que soma e multiplicagao em Z restringem aquelas de N.

c¢) Verificamos as propriedades:

Associatividade da soma:
([n.m] + [0/, m]) + [n", m"] = [n+ n,m 4+ m/] + [0, m"]
n+n +n",m+m'+m"]
m] + [n' +n",m" +m"]
] + ([, )+ [, )

[
=
= [n,
= [n,

Comutatividade da soma: Para todos m,n € N, temos que
[n,m] + [n',m'] = [n+n',m+m]
= [n' +n,m' +m]

= [n/,m] + [n,m];;
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Elemento neutro da multiplicagao: Para todo n € N, temos que
[n,m] - [1,2] = [2n + m,n + 2m)
- [T‘L, m];

Associatividade da multiplicacao: Para todos [,m,n € N, temos que
([nym] - [n/,m']) - [n",m"] = [nm’ +mn,nn’ +mm] - [n”,m"]
= [(nm/ +mn")m" + (nn’ + mm’)n” (nm +mn')n” + (nn’ + mm’)m”’]
[n(n’n” +m'm ) + m(n m” +m/n"),n(n'm"” +m'n") + m(nn' + mm’)]

Comutatividade da multiplicagao: Para todos m,n € N, temos que

[n,m] - [n/,m'] = [nm’ +mn',nn’ + mm’]
= [n'm+m/n,n'n + m'm]
= [n/,m/] - [n, m];

Distributividade:
([n,m] + [0/, m']) - [0, m"] = |
[(n + nl)m// + (m + ml) " (n + nl)n// _'_ (m + m/)m//]
= [nm” +mn" ,nn” +mm"] + [n'm” +m/n" ;n'n" +m'm”|
[n»m][n , M ]+[n7m][n , M ]

d) Verificamos:
Elemento neutro da soma:

[n,m] +[1,1] = [n+ 1,m + 1]
= [n,m];
Inversa aditiva:
[n, m] + [m,n] = [n 4+ m,m+ n|
=[1,1].

Para elementos a,b € Z, dizemos que:

e b divide a, ou a é miltiplo de b, se existe ¢ € Z tal que a = bc;
e o0 mdc de a e b é o maior ¢ € N que divide simultaneamente a e b;
e o mmc de a e b é o menor ¢ € N que é simultaneamente miltiplo de a e b.

PROPOSIGAO 55. O mdc de a,b € Z é o elemento minimo do conjunto
S={ar+by|z,y€Z, ax + by > 0}.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ o elemento minimo de S. Precisamos mostrar que ¢
divide a, que ¢ divide b, e que qualquer outro inteiro d que divide simultaneamente
a e b divide também c.

Ora, como ¢ € S, devem existir inteiros x,y € Z tais que ¢ = ax + by. Pelo
algoritmo da divisao, podemos escrever

a=pc+r,
ondepeZere{0,1,..,c—1}. Portanto
r=a—pc=a—plar+by) =a(l —pzx)+ b(—py),
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0 que mostra que 7 = 0 ou r € S. Se r € S, entao como r é estritamente menor
que ¢, contradizemos a escolha de ¢ minimo — portanto r» = 0, o que significa que
a = pc para algum p € Z.

De maneira analoga se demonstra que b = qc para algum ¢ € Z. Portanto c
divide a e b.

Suponha agora que ¢’ € N também divida a e b; digamos, a = p'c’ e b = ¢'c’.
Entao

c=ar+by=c(px+qy)

e portanto ¢’ divide c. O

ExeEmMPLO 31. Considere a = 21 e b= 15. Entao seu maior miltiplo comum é
3 = 3a — 4b.

PROPOSIGAO 56 (Divisao com resto). Sejam m € Z e n € N. Entdo existem
dnicos q € Z er € {0,1,...,n — 1}, tais que m = gn + r.

DEMONSTRACAO. Sen =1, g =m e r = 0. Por outro lado, se n > 1, ha duas
situacoes possiveis:

i) ou m € nZ, em cujo caso m = ng para um unico g;

ii) ou m & nZ, em cujo caso X C N, X := {i | m +14 € nZ} ndo é vazio, e tem
portanto um elemento minimo & = min X < n, e entao m + k = ¢’n para um
dnico ¢, e entao

m=qn-—+r,

onde

PROPOSIGAO 57. A relagio O CZ X 7
O0={(z,y)|ly=2 ou y—z €N}

a) define uma ordem em Z;

b) Para todos x,y € 7, temos que:
i) x<yseesdsexr+z<y+ 2z para todo z € Z;
i) x <y se e sé se ax < ay para todo a € N.






CAPITULO 11

Anéis comutativos e Corpos

O conjunto de nameros inteiros Z possui duas operagoes, soma + e multipli-
cagao -, que satisfazem a uma série de condigoes. Se abstrairmos essas condigoes,
chegamos a nocgao de anel comutativo:

DEFINIGAO 58. Um anel comutativo (4, +,:) é um conjunto A, munido de
funcaoes

TiAXA A o iAxA— A,

satisfazendo as sequintes propriedades:

Elemento neutro da soma: FEuxiste 0 € A, tal que para todo x € A, temos
que

r=x+40;
Associatividade da soma: Para todos x,y,z € A, temos que
(F+y)+z=c+y+2);
Comutatividade da soma: Para todos z,y € A, temos que
Tty =y+a;
Inversa aditiva: Para todo x € A, existe —x € A, tal que
z+ (—x) =0;

Elemento neutro da multiplicagao: FEwiste 1 € A, tal que para todo x €
A, temos que

r=ux-1;
Associatividade da multiplicagao: Para todos x,vy,z € A, temos que
(Z-y)-z=x-(y-2);
Comutatividade da multiplicagao: Para todos x,y € A, temos que
Toy=y-
Distributividade: Para todos x,y,z € A, temos que
(x4+y)-z=z-2+y- =z

O exemplo principal é:
EXEMPLO 32. (Z,+,-) € um anel comutativo.

Outros exemplos importantes sao discutidos a seguir.
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1. Anéis de polinémios

ExXEMPLO 33. Um polinémio p na varidvel t, e com coeficientes em Z, € uma
expressao da forma
oo
b= Z aitiv
i=0

onde 0s a;’s sao numeros inteiros, e sé um numero finito deles nao € zercﬂ Seja

Z[t] o conjunto de tais polindmios p na varidvel t, e com coeficientes em Z. Se
o .

q=> bt € Z[t], defina

oo oo
pHq:=Y (ai+b)t',  prgi=Y_ abit™=>"| 3" apb; | "
i i.5=0 k=0 \itj=k

Entao (Z[t],+,-) é um anel comutativo.
EXERcIcIO 59. O grau deg(p) de um tal polinémio p = > ;= a;t' é o maior
1 € N para o qual a; # 0. Verifique que
deg(p + ¢q) < max{deg(p), deg(q)}, deg(p - q) = deg(p) + deg(q).

ExEercicio 60. Se A é um anel comutativo qualquer, um polindmio p na
varidvel t, e com coeficientes em A, € uma expressao da forma

o0
p= Z ait’,
i=0

onde 0s a;’s sdo elementos de A, e s6 um nidmero finito deles nao é zero. Verifique
que o conjunto Alt] de tais polinémios, munido das operagdes andlogas as de Z[t],
tornam A[t] um anel comutativo.

DEFINIGAO 61. Um anel comutativo (A,+,-) € um corpo se satisfaz
Inversa multiplicativa: Para todo x € AN{0}, existe z71 € A, tal que
r-z =1
Note que Z nao é um corpo: os Unicos elemento que tém inversa multiplicativa
sao 1 e —1:
1-1=1, (-1)(-1)=1.
2. O anel dos inteiros mod n
Seja n > 1 um namero natural, e considere a relacao R, C Z X Z,
R, ={(m,m') | m —m' € nZ}.
Ou seja: (m,m’) € Ry, se e 86 se m' = m + kn para algum k € Z.
LEMA 62. R,, € uma equivaléncia.

DEMONSTRACAO. Verificamos as trés propridades que caracterizam uma, equi-
valéncia:
reflexiva: pois m = m + On implica que (m,m) € R, para todo m € Z;
simétrica: pois m’ = m + kn onde k € Z implica que m = m’ + In, onde
l=—-keZ,
transitiva: pois se m' = m + kn e m"” =m’ +In, onde k,l € Z, entao

m” =m' +In=(m+kn)+In=m+ (k+1)n.

g portanto a soma que expressa p € finita.
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Denote por
[m]={-m—-2n,m—n,mm+nm+2n,---}
a classe de equivaléncia de m € Z sob a relagao R,,, e por
Zyn ={Im] | meZ}
o conjunto de todas as classes de equivalencia. Observe que, se
m=qn+r, q€Z, 0<r<n,
entdo [m| = [r]. Portanto todo elemento x € Z, pode ser representado por r €
{0,1,....,n—1}:
Zpn = {0, [1], -+, [n = 1]}
Portanto Z,, tem n elementos.
PROPOSIGAO 63. As operagées +, - : Ly, X Ly — L, dadas por
[m] + [m] == [m +m], [m] - [m] == [mm]

estao bem-definidas e munem Z,, de uma estrutura de anel comutativo. Além disso,
[m] € Z,, tem inversa multiplicativa se e sé se m e n $Go coprimos.

DEMONSTRAGAO. Verificamos que soma e multiplicagdo estdo bem-definidas:
se

M~m < M=m-+kn, M ~m = M =m+In,
entao
M+ M =(m+kn)+(m' +in) =m+m'+ (k+)n,
MM’ = (m+ kn)(m’ +In) = mm' + (ml + km' + kin)n

mostram que M + M’ ~m+m’ e MM’ ~ mm’. Portanto soma e multiplicacio
estao bem-definidas.
Verificamos que é anel comutativo:

Elemento neutro da soma:
[m] + [0] = [m + 0]
= [ml;
Associatividade da soma:
([m] + [m]) + [m"] = [m +m'] + [m"]
/

=[m+m'+m"]

[m] + [m/] = [m + m/]
= [m" +m]
= [m] + [m];
Inversa aditiva:
[m] + [=m] = [m —m)]
= [0];

Elemento neutro da multiplicagao:

[m] = [m - 1] = [m] - [1];
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Associatividade da multiplicagao:
([m] - [m']) - [m"] = [mm/] - [m"] = [mm'm"] = [m] - [m'm"]
= [m] - ([m'] - [m"]);
Comutatividade da multiplicacao:
[m] - [m] = [mm/] = [m'm] = [m/] - [m];
Distributividade:
([m] + [m]) - [m"] = [m +m'] - [m"] = [mm”" + m'm"] = [mm"] + [m'm"]
= [m] - [m"] + [m] - [m"]
Recorde agora que n, m sao coprimos se e so6 se existem inteiros z,y € Z, tais que
1 =nx+ my;
portanto se mde(n,m) = 1, segue que
[1] = [nz + my] = [my] = [m] - [y],
e portanto [y] € Z, é inversa multiplicativa de [m]. Por outro lado, se [m] tem
inversa multiplicativa [y], entao [my] = [1] significa que my — 1 é divisivel por n, e

portanto
my —1=nx

para algum x. Logo 1 = nx + my, e portanto m e n sao coprimos. O

EXEMPLO 34. Um exemplo para ilustrar: considere n = 4. Entao

As tabelas de soma e multiplicagdo sao dadas abaizo:

+ [0 1] [2] [3] - |[0] 1] [2] [3]
o (o] [ [21 [3] o] | fol o] [0 [0]
[ 20 B[ [ o) 1] 2 3]
2|2 3] [0 [1 211 [o] 2] [o] [2]
BB [0 [ [2] Bl B 2 [

COROLARIO 64. Se p € primo, entio (Zp,+,-) € corpo.

DEMONSTRAGAO. Se p é primo, entdo p é coprimo a todo elemento m que nao
é multiplo de p — ou seja, se [m] # 0, entdo m e p sdo coprimos — e portanto [m]
tem inversa multiplicativa pela Proposigao [63} O



CAPiITULO 12

Numeros Racionais

Construimos os numeros inteiros Z ao acrescentar a N todas as solugoes de
equagoes da forma

(%) q+z=p,
onde p,q € N. A soma e a multiplicagdo de nimeros inteiros estende a uma soma
e multiplicagao em Z — isto é, Z, munidos dessas operagoes, se torna um anel

comutativo. Um “defeito”, porém, dos nimeros inteiros, é que equacoes da forma

() q-x=p,
onde p € Z e q € Z\{0}, ndo podem ser resolvidas para x € Z — exceto quando
q € {—1,1}, i.e., exceto se ¢ tiver inversa multiplicativa em Z, pois entao

T = q_lp S/

é solugao de (xx).
Desejamos expandir Z a um anel comutativo maior, no qual acrescentamos
todas as solugoes x = % dessas equagoes (xx). Como na construcao de Z, podemos

parametrizar equagoes da forma (*x) por (p,q) € Z x Z\{0}, e como as equagoes
q-x=p, qg-r-x=p-r

deveriam ter a mesma solugdo para todo r € Z\ {0}, somos levados a considerar a
menor relagao de equivaléncia

R C (Z x Z\{0}) x (Z x Z\{0})
em que

((p,q), (prqr)) € R
para todos p € Z e q,r € Z\{0}.

LEMA 65. A menor tal relagao de equivalencia é

RcXxX, R={(pq),®.qd) |rd=1q}

DEMONSTRAGAO. Mostremos primeiro que R é equivalencia:

reflexiva: Para todo (p,q) € Z x Z\{0}, temos que pg = pq, e portanto

((p,a), (p,q)) € R;
simétrica: Se ((p,q), (v',q')) € R, isto &, se pg’ = p'q, entdo p'q = pq¢', e
portanto ((p',¢"), (p,q)) € R;
transitiva: Se ((p,q), (p’,q")) € Re ((p',¢), (p",q¢")) € R, isto ¢é, se
/

/1 /7

pqd =g, p'd" =p"q,

entao

/!

(pd")d' = (pd)d" = W'0)d" = a®'q") = a"d") = (0" 0)q".
Como ¢’ > 0, a igualdade (pq”)¢’ = (p”q)¢’ implica p¢” = p"q, o que
significa que ((p, q), (p”,¢")) € R.
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Considere agora a relagao

S={((p,q),(pr,qr)) | p,q,7 €Z, ¢ #0, r # 0}

e observe que S C R. Portanto a menor equivalencia S que contém S esta contida
em R. Suponha que ((p,q), (p’,4¢')) € R é um elemento qualquer. Entao k = pg’ =
r'q,

{((p, 9, (pd',ad")) = ((p,9), (k,qq) € S

((p,d"),(0q,q9q)) = () ), (k,qq)) € S
implica que

((k,ad), (p.' ¢')) € S,

por simetria, e portanto ((p,q), (p’,¢')) € S por transitividade. Portanto R =
S. O

{((p, q), (k,q¢')) € §

DEFINIGAO 66. O conjunto dos niimeros racionais Q ¢ o conjunto de classes
de equivaléncia da relagio R em X. A classe de equivaléncia de um par (p,q) € X
€ denotada por %, e chamada de uma fragao.

LEMA 67 (Fragdo irredutivel). Para todo numero racional r € Q, existe um e
um dnico par (p,q) € Z x Z\40}, tal que:
P

a) r= E; b) p,q sdo coprimos; ¢) g €N.

Além disso, dado qualquer par (p',q') € Z x Z\{0} com r = 5—:, existe a € Z tal
que p’ = pa e ¢ = qa.
DEMONSTRAGAO. Seja (p',¢') € r € Q, e seja ¢ = mde(p’,q'). Podemos

supor sem perda de generalidade que ¢’ € N (pois do contrario trocamos (p, q) por
(=p, —q)). Entéo existem p € Z e ¢ € N tais que

P =cp, ¢ =dq

e além disso, p e ¢ sdo coprimos. Portanto (p, ¢) satisfaz as condigdes a)-c) acima.
Seja agora (p”,q") € r. Entdo como p,q sao coprimos,

pd"=p"q = plep" = p'=ap
para algum a € Z\{0}; portanto

1

pd" =p"q=apg = ¢’ =aq.

Portanto (p”,¢") = (ap, aq). O
PROPOSIGAO 68. As operagdes
bVt v _w
q qq q ¢ qf

estao bem-definidas, e tornam Q um corpo.

DEMONSTRAGAO. Mostremos que a soma esta bem-definida: se (P, Q) ~ (p, q)
e (P,Q) ~p,q), entao
Pq = pQ, P'q =p'Q',
¢ portanto
(PQ'+QP)qq" = (Pq)Q'q" + Qa(P'q) = (pQ)Q'd" + Qa(p'Q") = (pd" +p'1)QQ’,
o que significa que
(PQ"+QP,QQ") ~ (pd' +ap’,qd’)
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Portanto a soma estd bem-definida. Por outro lado,
PP'qq' = (Pq)(P'd) = (pQ)(P' Q") = pp'QQ’,
isto é,
(PP, QQ") ~ (pp',99)-
Portanto a multiplicagao estd bem-definida.
Elemento neutro da soma:

(p,q) +(0,1) = (p+0,q-1) = (p,q);
Associatividade da soma:

((p,q)+(p’,q’))+(p“,q/) pd +aqp' qd) + (", q")

vl /1 / I/)

pq'q" +ap'q" +qd'p",qd'q

11 / //)

p,q)+(p’q”+qp dq
=P+ d)+®".d")):

A~ o~~~

Comutatividade da soma:
(p, )+ (', d) = (pd + ap', aq")
= ®'q+dp,dq)
=(,d") + (p,q);
Inversa aditiva:
(p,9) + (—p,9) = (pg — ap, ¢*)
=(0,¢%)
~ (0, 1);
Elemento neutro da multiplicacao:
(pg)=(p-1,q-1)=(p,q) - (1,1);
Associatividade da multiplicagao:
((p.a) - (¥,d))- ", q") = (pp',ad) - (0", 4")
= (pp'p",4d'qd")
= (p,q)- ('P",d'd")
=P, - ((,d) @",d");
Comutatividade da multiplicagao:
(p,q)- (¥'.q") = (pr',qd")
='p.da)=0d) (p,a);
Distributividade:

() +',d)) - @".q") = (pd + av’,qd") - (0", ")

(p
= (pd'p" + @', qd'q")

=" +av",qq") + W'¢" +d'p",d'qd")
=(p,q)- (0", ¢")+@,d)- ", qd")

Inversa multiplicativa: Se (p,q) ¢ [0, 1], entdo p # 0, e portanto (q,p) €
Z x Z\{0}, e

(p,q) - (¢,p) = (pq, qp)
~ (1,1).
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LEMA 69. O conjunto Qy = {% € Q | pq € N} estd bem-definido, e tanto x +y
quanto xy estao em Q4 se x,y estiverem em Q.

DEMONSTRAGAO. Primeiro observamos que Q. esta bem-definido, pois se (P, Q) ~
(p,q), entao Pq = pQ implica
PQpq = p*Q*.
O lado direito dessa igualdade é nao-negativo como produto de quadrados, e sb se

anula se p = 0 = P. Portanto PQ e pq sao simultaneamente negativos, nulos ou
positivos. Portanto Q, esta bem-definido.

Note que, se x = % ey= % estao em Q, isto &, se pg,p'q’ € N, entao

(ra)(P'd') = (pp')(aq’) €N
e portanto % = xy estd em Q4. Da mesma forma,
(pd' +9'9)(qd") = pa(¢)? +P'¢d'¢> €N
é soma de produtos de naturais, e portanto z +y € Q. O

LEMA 70 (Tricotomia de Q). Vale a seguinte tricotomia: para todo x € Q:
i) oux=0;
i) oux € Qy;
i) ou —x € Q.
DEMONSTRACAO. Pois dado racional x = %, temos por tricotomia em Z que

pq ou é zero (em cujo caso vale i), ou é positivo (em cujo caso vale ii) ou negativo
(em cujo caso vale iii). O

ProOPOSIGAO T1. A relagdo 0 C Q x Q
O={(z,2) |2/ =2 ou 2’ —2xe€Q,}

a) define uma ordem em Q;

b) Para todos x,y € Q, temos que:
i) x <y seesdsexr+z<y+z para todo z € Q;
n) x <y seesosear<ay para todo a € Q.

DEMONSTRACAO. Verificamos primeiro que & define uma pré-ordem:

reflexiva: por defini¢do, (z,z) € € para todo = € Q;
anti-simétrica: se z =L ey = 5—:, e tanto (z,y) como (y,x) pertencem a
O, entao y — x e x — y s@o ambos nulos ou ambos positivos. Porém eles
nao podem ser ambos positivos, pois isso implicaria que tanto p'q — pq’ e
seu oposto sao naturais. Portanto z = y;
transitiva: Sejam (x,y) e (y, z) estdo em &. Se dois dentre z, y, z sdo iguais,
entdo (x,z) € O por hipotese. Caso contrario, temos que z —y e y — x
estdo em Q, em cujo caso (z—y)+(y—x) = z—x estd em Q, e portanto
(x,2) € 0.
Para verificar que & é uma ordem, sejam x,y € Q, e considere y — x € Q. Entéao:
i) ouy —x = 0;
ii) ouy —z € Qy;
iii) ou —(y—z)=z—y € Q4.
Nos casos i) e ii), temos que (z,y) € €, e nos casos i) e iii), temos que (y,z) € 0.
Portanto a pré-ordem & é uma ordem.
Por fim, suponha que (z,y) € 0, e que z € Q. Entao

(y+tz)—(z+2)=y—2€Q4
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mostra que (z + z,y + z) € €. Por outro lado, se a € Q, entdo
ay —axr =aly —z) € Qp

mostra que (azx,ay) € 0.
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CAPiTULO 13

Irracionais ?

Uma outra maneira de descrever QQ seria a seguinte: todo polinémio
gt—p € Z[]

de grau 1 tem raizes em Q. Porém, os racionais sao insuficientes para resolver
polindémios com coeficientes inteiros arbitrarios, como mostra a

PROPOSIGAO 72. Seja f € Z[t] um polindmio com coeficientes inteiros:
f(@) = ant™ + apn 1t"t + - 4 art + ap.
Se p,q sio coprimos, e % € raiz de f, entao p divide ag e q divide a,,.

DEMONSTRAGAO. Suponha que p e ¢ sejam coprimos, e observe que

0=q"f (5) = anp" + an_1p" g+ -+ a1pg” " + aog”.
Como
gl(an—1p" tq+ -+ ap" " +a”) = qlap” = qlan.
Analogamente,

pl(anp™ + an_1p" tq+ -+ aipg”') = plae® = plao.

O
EXEMPLO 35. a = /2 ¢ drracional. De fato, f(z) = x® — 2 tem a por raiz.
Se % fosse raiz, entao p|2 e q|1. Como %% e % ndo sdo raizes, a nao pode ser

racional.
EXEMPLO 36. a = V'3 — /2 é irracional. De fato,
1—-a’=2V2a = a*—10a®>+1=0.

Portanto f(x) = 2* — 1022 + 1 tem a por raiz. Se a fosse racional, a = L{;, entao
tanto p como q dividiriam 1, o que implicaria que a = 1, e esse nao € o caso, jd
que f(1) = =8 # 0. Portanto a € irracional.

49






CAPITULO 14
Seqiiéncias

DEFINIGAO 73. Uma seqiiéncia em um conjunto X é um mapa x : N — X.

Uma seqiiéncia consiste portanto de uma escolha ordenada de pontos (nao
necessariamente distintos)

L1, T2y 3Ty e X.

ExXeEMPLO 37. Seja P C N o conjunto de primos. Entao definimos x : N — N
indutivamente por:

1 =min P, x, :=min (P\{21,...,Tn-1}).
Essa é a seqiiéncia dos nimeros primos.
ExXeEMPLO 38. Considere X = Zs. Entao temos a seqiiéncia
z:N—Zs, x,=[2]"
Portanto:
x1 =12, mx=M], xz3=1[3], za=][1], z5=1[2], x6=14],

DEFINIGAO 74. Sex : N = X ey : N — X sdo seqiiéncias, definimos seu
embaralhamento

Tnt1 Se N € impar;
(g*g)n — 2

(I sen € par.

DEFINIGAO 75. Uma seqiiéncia z : N — X ¢ alfim periédica se existem
N,r € N, tais que
n2N =  apir =apy.

1. Seqiiéncias de nimeros racionais

DEFINIGAO 76. Uma seqiiéncia z : N — Q ¢ limitada se existe M € N tal
que |z,| < M para todo n € N.

DEFINIGAO 77. Uma seqiiéncia x : N — Q converge a v € Q se, para todo
€ € Q4, existe Ny(€) € N tal que
n = Nzye) = |z, —7|<e
Nesse caso, dizemos também que v € o limite da sequencia x, o que denotamos por

v = lim z,.
n—oo
OBSERVAGAO 78. Sez : N — Q converge a v € Q, a escolha de um Ny(e) € N
para cada € € Q4 define uma fungcio Ny : Qi — N. Portanto uma maneira
equivalente de dizer que x : N — Q converge a v € Q é: “existe fungdo Ny : Q4 —
N, tal que |z, —y| < € sempre que n > Ny(e)”.
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EXEMPLO 39. A seqiiéncia constante z,, = 7y converge a y. De fato, para
qualquer fun¢ao N : Q4 — N, temos que
0=z, —7|<e
sempre que n = N (€).
EXEMPLO 40. A seqiiéncia x, = % converge a 0. De fato, se N : Q. — N €
tal que N(e)e > 1, entdo

1
n>=NE = ne>1 = |£En|“ < e.
n
EXEMPLO 41. A segiiéncia x,, = 2% converge a 0. De fato, se N : Q — N €

tal que 2N(©)e > 1, entdo

nx=N() = 2"e>1 = |z,|= <e

2n

EXEMPLO 42. Seja 0 < 8 < 1, e defina a sequencia

z:N—Q, =z, ::iﬂi.
i=1

Note que
(1=B)zn=(1-8)Y B =p-B""=p1-5"
i=1
Tome por exemplo B = % Entao afirmamos que x converge a v = % =1. De
fato,
5 n n
(1-5) ({25 =) = 5= (= B =5 - 51— %) = 9"

Portanto

‘1 |_ 6 _ 5n+1 _i

xn_l—ﬂ xn_l—ﬂ_2n’
logo se 2N()e > 1, entdo
1
n>2NE = 2"e>1 = |1:1:n|—‘2n'<e.

Nem toda sequencia tem limite — um exemplo simples é o que segue:
ExXEMPLO 43. Considere a seqiiéncia x, = (—1)". Suponha que (x,) convirja
avy € Q. Hd trés casos:

v # £1: Entdo §:= min(|y—1|,|y+1|) > 0. Portanto para todo 0 < € < 3,
temos que

|.’L'n - ’Y‘ > €,
o que contradiz v = limy, o0 Tp;
v=1ou v = —1: Entao para todo 0 < e <2 en € N, temos que

|on—1 =7 2¢€, se y=1
|xon — | =€, se y=-1.
Ambos os casos contradizem v = limy, o0 T, -

Portanto a seqiiéncia x,, = (—1)™ nao converge.
Porém:

LEMA 79. O limite de uma seqiiéncia (), se existir, é dnico.
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DEMONSTRAGAO. Suponha que z = (x,) convirja a o € Q e a f € Q. De-
sejamos mostrar que o = . Suponhamos por contradigdo que a # . Entao
€= |°‘2;B| > 0, e temos que B.(a) N B.(f) = @.

Como « = lim,,_, o0 Tp, existe N, (€) € N tal que n > N, (€) implica |z, —af < e.
Por outro lado, como § = lim,,_, 2, existe Ng(¢) € N tal que n > Ng(e) implica
|z, — B] < e. Portanto se

n > max{N,(e¢), Ng(e)} = =z, € B(a)NB(B),
o que é impossivel pois o ultimo conjunto é vazio. A contradi¢do mostra que o =

B. O

LEMA 80. Se uma segiéncia (x,) tem limite, ela é limitada — i.e., emiste
M € N tal que |z,| < M para todo n € N.

DEMONSTRAGAO. Seja a = limy, o0 Tn, € seja N : Q1 — N tal que n = N, (e)
implica |z, — a| < e. Entao se

M = max{|z1|,|z2|, ..., [N, (1|, || + 1}
temos |z,| < M’ para todo n. Portanto um miltiplo inteiro M = ¢M’ é natural, e
satisfaz |z, | < M para todo n. O
LEMA 81. Sejam (z,,) e (yn) sao seqiiéncia tais que

a= lim z,, (= lim y,.
n—oo n—oo

Entao
a) a+ B =lim, oo (®n + Yn), b) af = lim, o0 (TnYn)-
DEMONSTRAGAO. Como x converge a «, existe N, : Q1 — Ntal que n > N, (¢)

implica |z,, — a| < e. Do mesmo modo, como y converge a 3, existe N, : Q4 — N
tal que n > Ny (e) implica |y, — 8| < €. Defina entdo N,4,Q4+ — N por

Nty (€) 1= max{Na(5). Ny (5)}-
Entao

€ €
n2Newy(e) = |(@+8) = (mntyn)l<la—an|+B-yal<5+5=¢

Portanto o + 8 = limy,—, 00 (@, + ¥ ). Por outro lado, como z e y tém limite, elas
sao limitadas, e sejam M, M, € N tais que

2| < Mo, |yn| < M,

para todo n. Defina N;,Q4 — N por

€ €

Ny (€) := max{Ny( )}

Entao se n > Ny, (¢), temos que
€
|O‘B - xnyn| = ‘Oéﬁ — QY + ayp — xnyn| < |a||6 - ynl + |a - xn||yn| < |a‘m +
x
= €.

<5+

N N
DN

Portanto af = lim,, 00 TnYn- O

€
2M,

|Yn|
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Seqiiéncias de Cauchy

DEFINIGAO 82. Uma segiiéncia (x,) € dita Cauchy se existe fungao N, :
Q4+ — N, tal que
n,m>=N(e) = |z, —am|<e
ProprosIGAO 83. Sejam z,y : N — Q duas seqiiéncias de niimeros racionais.
a) z é Cauchy se converge.
b) x é limitada se é Cauchy.
c) Se z,y sio Cauchy, entao também sao Cauchy as seqiiéncias
24y = (Tn+Yn), 2-y:= (Tnu¥n)

DEMONSTRAGAO. a) Suponha que z convirja a o € Q Entao existe N, : Q4 —
N, tal que
n>=Ng(e) = |z,—al<e

Entao se ]\N/'£ : Q4 — N é a fungao

entao se n,m > Ny(€), temos que

|xn—xm|:|(xn—a)—(xm—a)|<|xn—a|+|mm—a|<§+§:e.

Portanto = é Cauchy. B
b) Seja N, : Q4 — N tal que n,m > N, (¢) implica |z, — z,,| < €. Defina

M := max(|z1], |z2], ..., |xﬁx(1)|) +1;

entdo |x,| < M’ para todo n, e um multiplo inteiro M = ¢gM’ & natural.
c) Sejam N, N, : Q4 — N tais que
n,m > ]\Nfg(e) = |xp — x| <€, n,m> Ng(e) = |yn — ym| <e.

Note que, se
~ ~ ~ €, ~ ,€
Noty: Qe — N, Nygy(e) 1= max (No(5), Ny (5))
entao

(@ + Yn) — (@m + Ym)|

(Tn = 2m) = (Yn — Ym)| < [T — Ton| + [Yn — Y|
+

< = €.

[N e)

€
2
Portanto z + y é Cauchy.

Por outro lado, como z e y sao limitadas, podemos escolher M, M, € N
tais que |z, | < M e |y,| < M, para todo n. Portanto se B

Rays @ N, Ryl = mox (Rl Rl ).

QMy 2M,
entao
|1'nyn - xmym‘ = ‘wnyn — TnYm + TnYm — xmym| < |5L'n||yn - ym| + |xn - meym‘
< ‘ | € + € | | < € + €
Tp| == + == —+=-=c
Mo, o, S 2T

Portanto x - y é Cauchy.
d

PROPOSIGAO 84. Para seqiiéncias Cauchy z,y : N — Q, as seguintes afirma-
coes sao equivalentes:



ot
wt

SEQUENCIAS DE CAUCHY
ii) Seu embaralhamento Txy € Cauchy.
DEMONSTRAGAO. Sejam z = (x,) e y = (y») duas seqiiéncias Cauchy, e fixe
funcoes Ng, NE : Q4 — N tais que
n,m = Ng(e) = |z, —zn| <E,
n,m = Ng(e) = |yn —ym| < e
i) = ii) Suponha que i) vale. Entéo existe N;—, : Q4 — N tal que
n=Ngyle) = |zn—yn—0= |z, —yn| <e

Denote por z = (z,) o embaralhamento z  y, e note que

Yo —ym se n,m sao pares;

Yo — Tmir se n € par e m € impar;
Zn T Zm = 2 L L .

Tnt1 — Ym se m é par e n é impar;

Tnil — Tmy1  S€ M, M SA0 impares.
2
Defina a fungao

N,:Qp — N, N,(e) =max (2]@(%), QN'E(%), 2NQ,E(§))

e note que se n,m > Ng(e) e:
e 1, M sao pares, entao

€

~ €
n,m>2Ng(2) = |z — 2wl =y —ym| < 5

2
e n & par e m é impar, entdo como n,m = 2N,(5) e m > 2N,_,(5), temos
que

€ €
20 = 2m| = lyg — Tma| <lyg —ymp |+ lymp —2mpn| <o+ o =6

e 1 ¢ impar e m é par, entdo como n,m > 2N£(§) em = 2N,_,(5), temos
que

€ €
20 = 2m| = |Top —yz|Sloap —ogplt+log —yp[< +5 =6

e n,m sao impares, entao
~ € €
n,m > 2N£(§) = |zn—2m| = |an+1 —meH| <3
Portanto z é Cauchy.
ii) = i) Suponha que ii) vale. Entao existe N, : Q4 — N tal que
n,m > Ny(€) = |zn —2m| <e
Defina
NiT(E) +1 se N,(e) é par;

Nyy: Qp — N, N,(é)I: N ~
z—y Y % se N, (€) é impar.

e observe que
n>N£*g(6) = |2 —Yn — 0] = |20 —yu| <&

Portanto x — y converge a zero. O






CAPiTULO 15

Numeros reais

Seja entao X C Sets(N, Q) o subconjunto de todas as seqiiéncias Cauchy:
X={z:N>Q|IN:Qt =N, n,m = N(c) = |zn —Tpm| <e}.
LEMA 85. A relagao
XXX, Z={(z,y)| xxy € X}
€ uma relagao de equivaléncia.
DEMONSTRAGAO. Pela Proposic¢ao se z,y € X, entao z xy € X se e s6 se

z — y converge a zero. Portanto:
Z é reflexiva: pois 0 = lim,, 0 0 = lim,, o (z,, — Tp);
Z & simétrica: pois 0 = lim,,,0(2,, — yp) se e 86 se 0 = lim,—,o(Yn — Tn);
Z & transitiva: pois se 0 = lim,,_o(x, — yp) € 0 = lim,0(y, — 2,,), entao
0 = lim,—o(z, — 2,) = limy—0(xn — Yn) + limy, 0 (yn — 2n) pelo Lema
O

Escrevamos [z] para a classe de equivaléncia de z € X:
2] ={y € X | (z,y) € Z}.

Chamamos de namero real uma tal classe de equivaléncia [z], e denotamos o
conjunto de classes de equivaléncia por

R={lz] | z € X},
chamado de conjunto dos ntimeros reais.

EXERcicIO 86. Mostre que R € um anel comutativo sob as operagies

]+ [yl =[z+yl, [z [yl=z 9l

e onde
0=1[0,0,0,---], 1=][1,1,1,---].

Dizemos que uma fungéo f : N — N é estritamente crescente se f(n+1) >
f(n) para todo n € N.

LEMA 87. Para toda seqiiéncia Cauchy x = (), e fungdo estritamente cres-
cente f: N = N, y = (v4n)) € Cauchy e [z] = [y].

DEMONSTRAGAO. Da hipotese de f ser estritamente crescente, segue que f(n) >
n para todo n. Portanto se

n,m 2 Nzy(e) = |z, —zn| <e
entao ~
n7m>Nx(€) - |yn_ym|:|xf(n)_$f(m)| <,
Logo y = (2 4(»)) & Cauchy. Além disso,
n>Nz(€) g |yn_xn‘:‘xf(n)_mn|<6

mostra que x e y sdo equivalentes sob a relacio de equivaléncia Z. O
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PROPOSIGAO 88. R é um corpo.

DEMONSTRAGAO. Basta mostrar que se z € X é tal que [x] # 0, entéo existe
y € X tal que [zy] = [z][y] = 1. Note que [z] # 0 significa que zero nado ¢ limite de
x = (z,,). Portanto, para todo § € Q4 e n € N, existe m > n com |z,,| > §. Defina
f N — N indutivamente por

) = min{n | |z,| > 6}, f(n) =minfn | feu] > 8 n# FL),, fn— 1)},

Entao f ¢ estritamente crescente. Portanto y = (2 (,,)) nunca se anula, e pelo Lema
y € Cauchy e equivalente a . Portanto z = (yi) esta definida. z é Cauchy, pois
se

N.:Qy — N, N.(e) := N, (e6?),

entao
|Zn_2m|: i_i — Ym — Yn :|ym_yn| < |ym_2yn| <e
Yn  Ym YnYm |YnYm| J
Além disso,
1
[2][2] = [Yl[2] = [z ]=1
™z m)

Portanto [z] € R é a inversa multiplicativa de [z]. O

Dizemos que uma seqiiéncia Cauchy x € X é alfim positiva se [z] # 0, e existe
N € N tal que

n>N — z,>0.
LEMA 89. Seja Ry C R o subconjunto
Ry ={[z] | z € alfim positiva}.
Entao [z],[y] € Ry implica que [z +y] e [z -y] estao em Ry. Além disso, a relagdo

OCRxR, O={(z],[y]) | [z] = [y] ouly—a] e Ry}

define uma ordem em R.

DEMONSTRAGAO. Se x,, > O paran > N ey, > 0 para n > N’, entao
Tp +Yn > 0 e 2y, > 0 para n > max(N,N’). Portanto [z + yl, [z - y] € R,.
Verificamos que & é uma pre-ordem:

reflexiva: pois ([z], [z]) € € para todo [z] € R por defini¢ao;

anti-simétrica: pois se ([z],[y]) € O e ([y],[z]) € O, entdo se [y] # [z],
terfamos que tanto x—y quanto y—x sao alfim positivas, o que é impossivel.
transitiva: pois se ([z],[y]) € O e ([y], [2]) € O, entdo ([z], [2]) € O pois Ry

é fechado sob adigao.
Para verificar que a pre-ordem & é uma ordem, note que se [z] # 0, entdo podemos
supor sem perda de generalidade que nenhum x, é zero — e portanto sao todos
positivos (em cujo caso [z] € R,) ou sdo todos negativos (em cujo caso —[z] € Ry).
Portanto dados [z], [y] € R distintos, temos que ou [y] — [z] € Ry (em cujo caso
[z] <[y]), ou [z] = [y] € Ry (em cujo caso [y] < [z]). 0

DEFINIGAO 90. O valor absoluto |z| dex € R éx sex >0, e —x se x < 0.

EXERcicio 91. Mostre que, para quaisquer x,y € R, temos que

a) |z +y| < |z]+|yl;
b) |zy| = |zlly|.
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PROPOSIGAO 92. Euziste uma fun¢do injetora (candnica)
i:Q—>Ra i(a)Z[a,a,a,~-~],
tal que
i(a+b) =1i(a) +1i(b), ila-b)=1i(a)- i(b).
Além disso, sua imagem € densa, no sentido que, dados z € R e € € Q, existe
a € Q, tal que |x —a| <e.

DEMONSTRAGAO. i é claramente injetora, pois i(a) = 0 se e 86 se a = 0. Que
i(a+b) =i(a)+i(b) ei(a-b) = i(a)-i(b) segue das definicoes. Seja agora x = [z] € R
e € € Q4. Entao existe N(e) € N tal que |2, — 2| < 2€ se n,m > N(e); portanto
|z — x,| < €esemn > N(e. O

Portanto Q esté incluido em R, e suas operagoes de anel comutativo sao aquelas
de R.

Os conceitos de seqiiéncias Cauchy e limites se estendem imediatamente aos
ndimeros reais:

— Uma seqiiéncia z : N — R converge a o € R se existe N : R, — N, tal que
| — 2| < € sempre que n = N(e), em cujo caso « é o limite de z, e escrevemos

a= lim z,;
n—oo

— Uma seqiiéncia £ : N — R é Cauchy se existe N : R,y — N, tal que
|z, — 2| < € sempre que n,m > N(e).
LEmA 93. Sez: N — Q € Cauchy, entio ioz : N — Q converge a [z] € R:
lim x, = [z].

n—oo

DEMONSTRAGAO. Seja N : Q4+ — N tal que |z, — x| < € se n,m = N(e).
Entao
n=2N(z) = |[z]—az.]<e

Portanto lim,, o z, = [z]. O
PrROPOSIGAO 94. Em R, toda seqiiéncia Cauchy converge.

DEMONSTRAGAO. Seja z : N — R uma seqiiéncia Cauchy, e seja N : Ry — N
tal que
n,m>=N(e) = |zp—Tm| <e.
Cada x,, € um ntumero real, e podemos escolher uma sequencia Cauchy z,, : N — Q,
tal que z,, = [z,]. Sem perda de generalidade, podemos supor que o

|Tpp — n| <1077,

Defina entao a seqiiéncia
2:N—Q, 2z, =24,

e seja N, : Q4 — N uma funcao tal que

10M=(9e > 3N (e).
Entao se n,m > N, temos que

|2n — Zm| = |Znm — Tim,m]
= [(@n,n — Tn) + (@Tn — Tm) + (Tm — Tmm)|

< |$n7n - xn| + ‘xn - xm| + ‘xm - xm,ml

<ELE_ €
-+-+ - =¢
3 3 3
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Portanto z é Cauchy, « := [z] €R, e

lim z, = «a.
n—oo
Porém
|z —xp| < 107" = lim 2z, = lim z, = «.
n— 00 n— o0

Logo z converge a o € R.



CAPiTULO 16

Expansoes decimais

Um digito é um elemento de
2 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
PRrROPOSIGAO 95. Sejam p € Z e ¢ € N.

a) Ezxiste um tnico inteiro k € Z e uma unica seqiéncia de digitos a : N — 9, tal

que
n
0<p— <k +)° 10"@1-) q<107"q.
i=1
para todo inteiro nao-negativo n;
b) A sequencia de digitos a é alfim periddica.

DEMONSTRAGAO. a) Por divisdo com resto temos tnicos k € Z e p € N, tais

que
p=kqg+o 0<o0<q
Analogamente, para cada n € N, por divisao com resto temos tnicos K,, € Z e
rn € N; tais que
10"p = Kng+ 1m0, 0<r,<gq
Interpretamos esses dados como definindo seqiiéncias
K:N—Z, r:N— 9.
Observe que
Knq+r, =10"p =10(10""'p) = 10(K,,_1q + 1)
implica que
(K, —10K,,_1)q = 10r,,_1 — 7.
0 que por sua vez implica que
10Tn—1 =anq+ 7y
para algum a, € Z. Como ¢,r,_1,7, Sa0 nao-negativos, segue que a, > 0.
Afirmamos que a, < 10. De fato, é suficiente notar que se a,, = 10 + j, entao
10(rn—1 — @) — jg = ry;
como r, = 0er,_1 —q<0, segue que j < 0. Portanto a, € Z, e
K, =10K,_1 + ay.
Portanto
n
K, =10"k+10""ay + 10" 2ag + -+ + 4 = 10"k + > 10" 'a;
i=1

e logo

p - <k + Z 1O_ia7;> q + Tnlo_nv 0 < Tn < q

i=1
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b) Observe também que ay,,r, podem ser definidos indutivamente por
107y, = Gpy1q + rg1;

essa ultima expressao implica que, se existe s € N tal que ryy+s = ry para
algum N € N, entao r,+s = 7, para todo n > N. Portanto a,4+s = a, para
todon > N — isto é, a é alfim periodica.

O

Uma expansao decimal é um elemento de
& :=17 x Sets(N, 2);

ou seja, é um par e = (k,a), onde k € Z é um inteiro, e a : N — 2 é uma seqiiéncia
de digitos. Pensamos em uma expansao decimal e como uma expressao de uma das
seguintes formas:

oo
e= k—&-ZailO_i = k.aiaza3 - Qy -
i=1
Note que a Proposigéo 95| diz que existe uma fungdo (canonica)

oo
G:ZxN—&, Gpq) =(ka)= I{;—&—Zailo_i,
i=1
unicamente determinada pela condigao:

n
0<p— (k—l—ZlO_iai) q<107"¢q, n €N,

i=1
e além disso, a é alfim periodica.

EXEMPLO 44. Considere p =17 e ¢ = 13. Entao:

17=13-1+4
40=13-3+1
10=13-0+10
100=13-7+9
90=13-6+12
120=13-9+3
30=13-2+4
40=13-3+1
10=13-0410
100=13-7+9
90=13-6+12
120=13-9+3
30=13-2+4

mostra que se
a=3-10°+0-10* +7-10°+6-10>4+9- 10" +2-10°,

entao
Note que a seqiiéncia de digitos correspondente a € periddica:

a1 =3, ax=0, a3=7, a4=6, a5=9, ag=2, ante=an.
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OBSERVAGAO 96. Note que nem toda seqiiéncia a alfim periddica estd na ima-
gem de G. Por exemplo, se
o0
e=Y»9-107"
i=1

nao hd (p,q) € Z x N tal que G(p,q) = e. De fato, se houvesse tal (p,q), teriamos
p=q0+ry, 10rp,_1=9g+7r,, neN
o que implica que
10™(rg — 1) = Tn — Tnt1
Como 0 < ry, < q, isso implica que ro = 1, =: 1 para todo n logo
10r=99+r = r=gq,

o que contradiz a escolha de r < q.

LEMA 97. Eziste uma fungao injetora (canodnica)

F:&—X

de expansdes decimais em seqiiéncias Cauchy de nimeros racionais.

DEMONSTRAGAO. Dada expansao decimal e = m + > .-, a;107%, defina a
seqiiéncia F(e) : N — Q por

F(e)n:=k+> a;107" € Q.
=1

Para ver que ela é injetora, note que se e = (k,a) e ¢/ = (k’,d’) sdo duas expansoes
decimais, e F'(e) = F(e'), entao

|[F(e)1] = |F(e)1] = k=K, ar=F(e)i—k=F() -k =ad],
e além disso,
an =F(e)p — F(€)p_1=F(e')n — F(e')p1 =al,, n>1

Portanto a = @/, e logo e = €'.
Para ver que F(e) é Cauchy para todo e € &, note que

max(n,m)
|F(€)n — F(€)m| = > a0 <107 mintnm)
i=min(n,m)+1
Portanto se N : Q4 — N ¢ tal que 10V(9e > 1, entdo
n,m>=N(e) = |F(e)n — F(e)m| <107V < ¢
Logo F(e) é Cauchy. O
Dizemos que um niimero real @ € R tem uma expansao decimal e € & se
a é representado por F'(e): a = [F(e)].
LEMA 98. Todo numero real a € R tem uma expansao decimal.

DEMONSTRAGAO. Seja a € R o nimero real representado por uma seqiiéncia
Cauchy (z,,). Entao para cada s € N, temos N(107¢) € N, tal que

n,m>=N(107%) = |z, —x,| <107°.
Entao a seqiiéncia
Yn = TN(10—m)

é Cauchy, e pelo Lema ly] = [z]. Observe que

|yn _ ym| <10~ min(n,m)
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por construgao, e portanto
lyn —a] < 1077,
Defina k € Z, 0 < 99 < 1 de modo que o = k + gg. Defina também seqiiéncias
an € 2,0 < o, < 1 de forma que

1OQn = An+1 + On+1

Entao

oo

e= k—i—ZailO_l IS

i=1
¢ uma expansao decimal. Afirmamos que F'(e) converge a . De fato, observe que,
para todo n € N, temos que

10" = (10"k + 10" ay + -+ + an) + on,

e portanto

=10""0, < 107"

a—(k+ i 107
i=1

implica que

<2-107"

yn — (k+> 1079
=1

Portanto a seqiiéncia y — F(e) converge a zero: basta tomar N : Q4 — N tal que
10NV (e > 2 para que

n2N() = |yn—F(e)n|<e
Assim concluimos que o = [F'(e)]. O

PROPOSIGAO 99. Um nimero real o € R tem duas expansodes decimais distintas
se e 56 se 10'a € Z para algum | € N, em cujo caso o € representado por exatamente
duas expansoes decimais

e=k+ iailo_i7 e =K+ ia’ilo_i,
i=1 i=1

que coincidem nos primeiros s — 1 termos, e
e a;=a.+1;
® a5y =0 para todo n € N;
e a,,, =9 para todon € N.

DEMONSTRAGAO. Sejam
o0 o0
e:k—&—ZailO_l, e’:k’—l—Za;lO_z,
i=1 i=1

duas expansoes decimais distintas que representam o mesmo nimero real a € R.
Sem perda de generalidade, podemos supor que (A) ou k > £/, ou (B) que k = ¥
e, para algum s € N, a; = a; para todo ¢ < s e ag > as_1.

Passo 1: Redugéo ao caso (A) com k' =0 e k = 1. Se vale o caso (B), entdo de-
fina

s—1
B=k+Y a;10°",
i=1
e note que & := 10°« — § — a/, € R é representado por

(as —al) + > air 107, 0+ aj, 107",
i=1 =1
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Note que, se k > 1, entao
n

> (af —ai)
i=1

o que contradiria a hipotese de que ambos representam o mesmo « € R. Portanto
k=1.

Passo 2 Duas expansoes decimais da forma

1+ i a; 1074, 0+ i al107".
i=1 i=1

representam o mesmo « € R se e s6 se

0= lim (1+» (a; —a})107~,
=1

>1,

n—oo

0 que implica que
n

lim biloil = 1, bz = a; — Q;
n—oo
i=1
Note que cada b,, ¢ ndo-negativo, pois se ay < an para algum N € N, entdo os
nimeros reais representados por essas expansoes difeririam por pelo menos 10~%.

Portanto somos levados a determinar todas as seqiiéncias de digitos b : N — 2, tais

que
0+ b10™"
i=1

representada o numero 1. Ora, a seqiiéncia b, = 9 cumpre essa propriedade:

o0
lim 9-107" =1,
n—oo
i=1
e se uma seqiiéncia b}, é tal que by # 9 para algum N € N, entdo o namero real
por ela representado é < 1 — 10~N. Portanto b, = 9 4 a tnica tal seqiiéncia de
digitos; como al,, a,, sdo digitos, segue que a,, = 9 e a,, = 0 para cada n € N. Daqui
concluimos que o = 1, e portanto

10°a = (1+ad,) + B €Z

Portanto se o tem duas expansoes decimais distintas, 10°a € Z e h& exatamente
duas expansoes.
Reciprocamente, {{r € representado simultaneamente por

oo (oo}
m-107"4+>70-1077 (m—1)-107 +) 9-107""

=1 i=1
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