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1.1

Recomendacdo médica de consumo de vitaminas

Suponha que a recomenda¢do médica de consumo de vitaminas a, b e ¢ seja como segue:

Vitamina A B C
Consumo Diario 23u 68u 124u

Suponha ainda que a composic¢do de alimentos o, 3, ¥ seja como segue:

Composicaou/g o B vy

A 2 3 5
B 7 11 13
C 17 19 23

A pergunta é: existem quantidades de o, B, ¥ que possamos consumir de forma a satisfazer a
recomendacdo médica sobre consumo de vitaminas A, Be C ?

Suponha que consumamos p gramas de o, g gramas de 3, e r gramas de y. Entdo o consumo
de Vitamina A total é

2p+3g+5r.
De maneira andloga, os consumos de Vitaminas B e C sdo, respectivamente,
Tp+11g+13r, 17p+19g+23r.

Portanto desejamos encontrar os valores das incégnitas p, g, r € R que satisfacam simultaneamente
as equacgdes lineares

2p+3qg+5r =23

Tp+11g+13r =68

17p+19g+23r =124
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1.2 Fitting the curvas
1.3 Tréfego em uma cidade

—Put a picture
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Funcdes e equacdes lineares

Denote por R” o conjunto de n-uplas ordenadas de nimeros reais:
X1
X2
Rt=<¢x=| . X1,X0, .0, Xp €ER

Xn

Definicdo 2.1.1 Uma funcdo f : R” — R € dita afim se é da forma
FxX1,%2,000x) = arx1 +apxz + -+ apx, +c,

onde aj, ...,an, b sdo nimeros reais, e linear se ¢ = 0. Uma funcio f = (f1, f2,..., fm) : R* = R"
¢ linear ou afim se assim sao suas componentes f;.

Lema 1 Seja f: R" — R uma fung¢do.

a) f é linear se e s6 se

i +yLx+y2, X0 +y0) = f(xX1,%2, .0, %0) + F (1,52, -, V)

flexy,exp,.oycxn) = cf (x1,X2, 0y Xn)
para todos (x1,x2,...,%,), (V1,¥2,--,yn) ER"ec€R.
b) féafimseesdse f_:R"xR" — R dada por
S (1,22, %), V1572, - Vn)) 7= F(X1, %2, 0oy Xn) — F(V15Y2, - Vn)

¢ linear.
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Definicdo 2.1.2 Seja f = (f1, f2,..., fin) : R" — R” um func¢@o linear. Entdo uma equacéo da
forma f(xy,x2,...,x,) = (b1,b2,...by,) é chamada de um sistema linear (em m equagdes e n
varidveis). Se denotarmos as componentes f; por f;(x1,x2,...,X,) = ajX| + apxa + - - - + AjnXn,

ayixi +apxy + -+ ayx, = by

ax x| +anxy + -+ ayx, = ba
fx)=b  «— . Q2.1)

Am1X1 + Ap2X2 + -+ + AnXn = by

Como exatamente denotamos as incégnitas — se xi, ..., X, ou Xi,...,X, ou yi,...,y, ou ainda
Oy,...,0, — claramente nio muda a equacio! Portanto um sistema de equacdes lineares estd
inteiramente determinado pelos coeficientes a;; e b;. Portanto uma forma compacta de escrever o
sistema (2.1), omitimos a escolha (irrelevante) de nomes das varidveis, é

ayy app - a | b
a1 axn - ay | b

rle= | T T @2)
aml w2+ Qmp | b

Paracadal <i<me 1l < j< n,denotamos por

[f\b]iZ[ail ap ain‘bi,], [f\b]f:

respectivamente a i-ésima linha e a j-ésima coluna de [f | b]. A (n+ 1)-ésima coluna de [f | D]
serd simplesmente denotada por b. Chamamos também o néro a;; o (i, j)-ésimo elemento de [f | b],

e as vezes o denotamos por [f | b]lj .

Solucoes de um sistema linear

Uma solucgio do sistema linear (2.2) é uma escolha de valores para x1,...x,, de modo a satisfazer
cada equacdo simultaneamente. Onde tais x; moram depende do problema: na esmagadora maioria
dos exemplos, € licito escolher qualquer valor real para os x;’s, mas em certos problemas pode ser
requerido algo mais especifico. 2

Resolver o sistema linear (2.2) significa determinar o conjunto de todas as suas solucdes:

X1 X1
X2 X2

sollf [b]=2 | " | |ximmeR, £ . | =b 2.3)
Xn Xn

10 papel das incégnitas € semelhante ao de pointers em um computador: quando fazemos CTRL + C para copiar
uma informagao, nds ndo especificamos onde exatamente o computador vai armazenar essa informagdo — tudo o que
nos interessa é que ele saiba onde a vai armazenar, e que a possa invocar quando dermos CTRL + V.

Zpor exemplo, no problema “Recomendagiio médica de consumo de vitaminas™ as solu¢des deveriam ser nimeros
reais ndo-negativos, enquanto que no problema “Trifego em uma cidade” as solugdes tém de ser nimeros naturais (ou
Z€ero).



2.2 Solucdes de um sistema linear 11

| Exemplo 2. ] Considere o sistema linear nas varidveis x,x; € R:

X1 +x=2 1 1 2
bl =
e T

Entdo
wara={[ 1]
]

Note que Sol[f | b] pode ser o conjunto vazio, Sol[f | b] = &, em cujo caso dizemos que o
sistema linear [f | b] é inconsistente.

m Exemplo 2.2 O sistema linear nas varidveis x,x, ..., x, dado por
{0:0x1+0xz—|—---+0x,,:1 s [f1B=[0 0 - 0]1]

é chamado de contradicdo elementar, e ndo possui solugdes: Sol[f | b] = @. n

Quando hd solugdes para [f | b], dizemos que o sistema € consistente.

| Exemplo 2.3 Considere o sistema linear nas varidveis xj,x, € R:

{xlil — =1y V]3]

Entao
saro={[ 3 |}
[

Neste dltimo exemplo, hd uma snica solugdo para o sistema. Em geral, solugdes de sistemas
lineares vém em familias.

| Exemp|0 2.4 Considere o sistema linear do exemplo precedente como um sistema nas varidveis xy,x,x3 € R:

Y=l 10 o]t
{xzzz - [f“’]:[o 1 0‘2]

1
Sol[f\b]:{[ 2 } x3eR}
X3

Observe que no exemplo acima temos uma familia de solu¢des que depende de um parametro
real: para cada escolha arbitrdria de ntimero real x3, temos que

Entdo

1
)?()Q,) = 2

x3
¢ solugdo de [f | b], e toda solucdo de [f | b] é dessa forma para alguma escolha de x3.

Exercicio 2.1 Mostre que

X x) (1—1)x; +1x]

/ /

X2 x (1—t)xp+1x
P esalf|p] = S| e sollf | B)

Xn x), (1 —1)xn +1x,

para todo ¢ € R. Em particular, a média de duas solu¢des é também uma solugao.
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Conclua que é valida a seguinte dicotomia: “o conjunto de solu¢des de um sistema consis-
tente consiste em uma tnica soluc@o, ou em infinitas”. [

Definicdo 2.2.1 Dois sistemas lineares [f | b] e [g | ¢| tém as mesmas solucdes se
Sol[f | b] = Sol[g | d.
| Exemplo 2.5 0sistemalinear

x=1 101
{xzzz - [f“’]:[o 1‘2]

e os trés sistemas lineares abaixo tém todos as mesmas solucdes:

=2 s [0 12

{XI:I - =] §|1]

20 =2 sy | 2 0] 2

{Xz:z — =l 3]

xp =1 AR 1 0 1
b =

{72x1+x2:0 o U { 21 ‘ 0 ]

Sistemas equivalentes

As modificagdes do Exemplo 2.5 sdo abstraidas em trés operacdes bdsicas.

Operacdo 1: Permutar duas equacoes

Dizemos que um sistema linear [g | ¢] é obtido de um sistema linear [f | b] ao permutar as
equacdes i e j se a todas as linhas de [g | ¢] e de [f | b] coincidem, exceto as linhas de nimeros i e
J» que aparecem na ordem oposta:

[f | Bl sek#i,j;
glck=o1f D], sek=i;
[f| bl sek=j.
Denotamos isso por

F16) 25 (g ] o).

No Exemplo 2.5, temos portanto
1 01 LﬁL)z 0 1|2
0 1]2 1 01

Mais geralmente, se [f | b] é um sistema linear, e 6 : {1,2,...,m} — {1,2,...,m} é uma bijecao,
denotamos por [f | b]° o sistema linear determinado por

[f 157 = [f | blsiy, 1<i<m.

Operacdo 2: Multiplicar uma equacdo por um nimero ndo-nulo

Dizemos que um sistema linear [g | c] € obtido de um sistema linear [f | b] ao multiplicar a i-ésima
equacio por um nimero nao-nulo A # 0 se todas as linhas de [g | ¢] e de [f | D] coincidem, exceto
a linha de nimero i, que aparece em [g | ¢] multiplicada por A:

_ U1l sek#i;
[g“]"_{x[ﬂb]i sek—i.
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Denotamos isso por
L,'-)lL,'
[f 16" —"g | cl.

No Exemplo 2.5, temos portanto

101L112>L1202
0 1|2 0 12

Operacdo 3: Somar a uma equacdo um multiplo de outra

Dizemos que um sistema linear [g | c| é obtido de um sistema linear [f | b] ao somar a i-ésima
equacio um miiltiplo da j-ésima se todas as linhas de [g | ¢| e de [f | b] coincidem, exceto a linha
de nimero i, que em [g | ¢] é a soma das linhas i e A vezes a linha j de [f | b], onde A é um ntimero
real:

[g|c]k:{[f|b]k se k # i
[f|Bli+A[f|b]; sek=i.
Denotamos iSSO pOI'

£ 18] g )

No Exemplo 2.5, temos portanto

0 1]2 -2 1|0

Lema 2 As operagdes 1, 2 e 3 descritas acima sdo invertiveis — i.e., se [g | ¢] é obtido de [f | ]
através de uma dessa operagdes, entdo também [f | b] é obtido de [g | c] através de alguma dessa
operacoes.

Demonstracdo. Basta observar que

FI0)"S el = [gld =¥ [F])
Li—AL; Li_>lLi
FIo A el = [gld ZEF|E, AA£O
P18 e = g ld "S]8]

Definicdo 2.3.1 Diremos que os sistemas lineares [f | b] e [g | c| sdo equivalentes se existe
um caminho

£ 1] =[F 1B s (£ [0 s oo [£ ] o [ | 6] = [g | ]
onde cada [f | b]I¥ ~~ [f | b]*+1] indica uma das trés operacdes descritas acima.

Lema 3 Dois sistema lineares equivalentes tém as mesmas solucdes.

Demonstragdo. Basta observar que se X é solugdo de [f | b], entdo X € solugdo de qualquer sistema
[g | c] obtido de [f | b] através de uma dentre as operagdes 1, 2 ou 3 — i.e., Sol[f | b] C Sol[g | c].
Mas pelo Lema 2 também [f | b] é obtido de [g | c] através de uma dentre as operagdes 1,2 ¢ 3, e
portanto Sol[f | b] = Sol[g | ¢]. [
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= Exemplo 2.6

2 3 5 3 5
7 11 13

2
L L»—3L
sl
17 19 23
25
-1
141

1 2 -2
0 -1 9
0 -I5 57
1
L3 L3 +15L
373t |
0

23
68

17 19 23 124

0 -1 9
1 2 -2
0 —15 57

Ly <

Ly—Ly—17
3i>bz el

[

0 16
1 -9
[

LyoLy-21, | ) 0 16
— 0 1 -9
0 —15 57

49
—25
141

Ly—L;—16L3 10
— 0 1
Em conseqiiéncia do Lema 3, deduzimos que os sistemas lineares

2 3 5|3
Floj=| 7 11 13| 6 |,
124

17 19 23

B 1, [ 0 1 9|2

-1 fullry 12 2| -

124 1719 23 | 124 |
—1 1 2 2| -1

s

25 |25 0 1 9| 25
141 0 15 57 | 141 |
49 Lok [ 1 0 16 | 49 ]
25 [P o1 9| 25
234 0 0 1 3|

0 1 1 0 o1 ]

L LH+9L
o | s [P 0 1 02
1 3 0 0 1|3 |

1 0
[gm:[ 0 1
0 0

-0 o

t&m as mesmas solugdes. Mas note que [g | c] é tdo somente uma abreviacio do sistema linear cujas equagdes sdo

xp =1, X =2, x3=3

1
So][f\b]:Sol[g\c]:{|: 2 :|}
3

¢ portanto

Como sistemas equivalentes t€ém as mesmas solucdes, nosso principal método para resolver
sistemas lineares consiste em usar as trés operagdes acima para encontrar um sistema linear cujas

solucdes sejam evidentes.

2.4 Sistemas desacoplados

Para concretizar a no¢do de um sistema cujas solucdes sdo evidentes, introduzimos a seguinte

nocao.
Seja o uma permutacdo em n letras, e defina

Vi = {(x1,x2,...,%,) eR" | 1 < j <

X
Wea i={(x1,x2,...,0,) eR" [ 1 <i<r =

Definicdo 2.4.1 Uma funcéo linear f : R"

n—r = Xgr4j) =0}

Xo(i) = 0}

— R™ ¢ desacoplada se existe uma permutacio

em n letras, e funcdo linear ¢ : R*~" — R, tal que

H(X1, X2, 00y X
filx1,x2 ) 0,

em cujo caso denotamos f por f'= ot fy.

Xa(i) F Oi(Xa(ri1)s Xa(ra1)s -+ Xa(m)),  s€ 1 <

r;

<
<i<kn

ser+1

)

O posto de um tal sistema desacoplado é o nimero r. Note que o posto é limitado tanto pelo

nimero de equagdes como de varidveis:
r < min(n,m).

| Exemp|0 2. 7 Considere a fungio linear:

¢:RS— R, ¢

2.4)

6y3 +7ys +8ys

2y; +3y3 +4y4 +5ys
9y4 + 10ys

1
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e a permutagio em 8 letras

o(3) =6,
a(7)=1,

a(4)=1,

a(l)=2,
=3, a(8)=8

Entdo as fungdes lineares desacopladas fy, o+ fy :R8 — R* sdo

X3 X1 + 2x5 + 3xg +4x7 + 5xg
X4 _ X7 + 6xg +Tx7 +8xg
x5 | x3 +9x7 4+ 10xg

0

O sistema linear fy (x) = b= (3,2,1,1) I&:

X1 +2x5 +3xg +4x7 +5x3 =3
X2 +6x5+7x7 +8xg =2
x3+9x7 +10xg =1

0=t

Esse sistema ¢é consistente se e s6 se 7 = 0, em cujo caso
3 — (2x5 +3x6 +4x7 +5x3)

2 — (6x5 +7x7 +8x3)
1 —(9x7 + 10x3)

Sollf, | b] = o

Seja ar: {1,2,...,8} — {1,2,...,8} a bijecdo dada por

a(l)=2, o(2) =4, a(3) =6, a(4)=1,
a(5) =3, o(6) =5, o(7)=1,

Note que o rearranjo f o ¢ de f por o1&

x|

X

x3 X9 +2x3 + 3x5 +4x7 + 5xg

X, X4+ 6x5 + Tx7 + 8x;
(f¢ oa) x: = 4X6 +§)X7 +710xg ’

X6 0

X7

x8

e portanto o sistema [fy o ot | b] 1&

Xy +2x343x5 +4x7 +5xg =3
x4 +6x3 +7x7 +8xg =2

X6 +9x7 + 10xg = 1

0=t

é consistente exatamente quando ¢ = 0, em cujo caso

X1
3 — (2x3 + 3x5 +4x7 + 5xg)

X3
2 — (6x3 +7x7 + 8xg)
x5
1—(9x7 + 10xg)
X7
X8

Sol[fy oo | b] =

Uma fun¢ado desacoplada com o = id tem portanto a forma

f¢ :R” —)Rm, f(p

X4,X5,X6,%7,X8 €R

X1
X2

Xr

Xr4+1

Xn

[fpoa|b]=

X1
x
x
X4
(a-fy) s
X6
x7
xg

[fo 1] =

cooco

cooo

X1,X3,X5,%7,%8 € R

= xr+¢r(~xr+17~xr+27"'

coo—

co o~

c oo

co oM

X +2x3 +3x5 +4x7 + 5xg
X4 +6x5 4 7x7 + 8xg

co—~o

co =00

X6 +9x7 + 10xg
0
30 4
6 0 7
o 1 9
0o 0 0
30 4
6 0 7
o 1 9
0o 0 0

0

[ X1+ 01 (X1, %042,
X2+ ¢2(xr+1,xr+2,

axn)
+Xn)

+Xn)

-~ W =

- W =
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Portanto para um dado b € R™, o sistema linear

[ X1+ 01 (X 1, %425 05 %n) b
X2+ G2 (Xr s 1, X412, 005 Xn) by
[fq) | b] <— Xr + (])r(xr+1,xr+2, ...,Xn) = br
0 br+1
i 0 ] | b
€ consistente se e sO se
b ;=0, 1<j<m—r,

em cujo caso

by — ¢1 (xr+1axr+27 "'7~xn)
by — 02 (Xr41,Xr 42,0, Xn)

b, — ¢r(xr+laxr+2a ~-7xn)
Xr4-1
Xr+2

SOl[f¢ | b] = Xpg 15 Xrg2y -5 X €R

\ L Xn J

Observe que isso estabelece um bijecao afim
X:R"™" — Sol[f | ).

Sistema desacoplados sdo precisamente os sistemas lineares que merecem ser chamados de
“sua prépria solu¢do”. Portanto nossa estratégia para resolver sistemas lineares [f | b] funciona
exatamente quando [f | b] é equivalente a um sistema desacoplado — em outras palavras, se o
conjunto

Dec[f | b] :={[g | ¢] | [g | ¢] é desacoplado e equivalente a [f | b]}
ndo é vazio.
| | Exemp|0 28 Para a,b € R ndo sdo simultaneamente nulos, a* +b? = 0, considere o sistema linear

ax) +bxy =0 — [flojJ=[ a b 0]

Entio

{lgle} sea#0;
Desacl[f | b] = {[g/ | z‘/]} seb #0;
{lgle,l¢' 11} seab#0.

onde

eld=[ 1 %2 o], =04 1 o]
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Teorema 2.4.1 Todo sistema linear € equivalente a um sistema linear desacoplado.

Demonstragdo. Seja [f | b] um sistema linear em m equagdes.

Passo Inicial. Se m = 1, entdo ou f = 0, em cujo caso f é modelo, ou existe uma primeira variavel
Xq(1) que ocorre em f. Utilizando a operacdo 2, podemos supor que f — xq (1) € uma fungdo das
demais varidveis, ' —xg(1) = @ (Xg(1)41,Xa(1)425 -+ Xn)> €M CUjO Caso f = fo.

Passo Indutivo. Suponha que sistemas linear em até (m — 1) equagdes sejam equivalentes a sistemas
desacoplados. Seja xq (1) a primeira varidvel a ocorrer em f. Utilizando a operagéo 1, podemos
supdr que x(1) ocorre em fi. Considere o sistema linear [f | 5], onde

DU — [f | bl . sei=1:
S {[fb]i—[f|b]f'[f|b]1 sei> 1.

Entdo [f' | b'] é equivalente a [f | D], e x4(;) 86 ocorre em f7.
Pela hipétese indutiva, tanto [f” | #']; quanto o sistema [g | ¢] em (m — 1) equagdes obtido de
[f" | b'] a0 omitir a primeira linha:

lg | cli==[f"| b]i, 1<i<m—1.

s@o0 equivalentes a sistemas desacoplados que minimizam separadamente per:

L 1T~ [for | €], [g [ el ~[for | "],

onde ¢’ é uma fungdo das coordenadas x; onde j # (1), e onde ¢” é fungdo das coordenadas x;
onde j # a(l) < a(2) <--- < ofr).

Complete o a embaralhamento & € Sh(r,n—r) (ouseja, a(r+1) < a(r+2) <--- < a(n)),e
seja [f" | "] o sistema linear

6= {[f"" [l sei=t

[f¢// | C”],;l se 2 < i <.
Entdo se [f” | b"] é o sistema linear

[fm | b”’]‘ _ [f” ‘ b//]l —Zfzzala(i) [f” | b//],- sei=1;
l L7 b"]; se2 <i<n.

entdo f" = fy, onde y : R""" — R" ¢ a fungdo linear em que y; é a funcdo ¢’, onde para
cada 2 < i< r,avaridvel x4 ;) € substituida pela expressdo b; — ¢g(l.) (Xa(r1)rXa(r+2)s - Xa(n))» €
vi=¢" para2<i<r,el[f|b~[f"]b"]. [

Coroldrio 2.4.2 Uma funcéo linear f : R” — R™ s6 pode ser injetora se n < m, e s6 pode ser
sobrejetora se n > m.

Demonstragdo. Observe que se um sistema [f | 0] € equivalente a um desacoplado [¢ - fy | 0] que
corresponde a ¢ : R"™" — R”, entdo [f | b] € consistente para todo b € R" se e s6 se [a - fy | | é
consistente para todo ¢ € R™, o que s6 pode ocorrer se r = m. Como r < n, f s pode ser sobrejetora
sen > m.

Por outro lado, f € injetora exatamente quando [f | 0] tem como tnica solugdo 0 € R”, que é
o caso exatamente quando r = n, i.e., quando [ - fy | ¢| tem como tnica solugdo 0 € R". Como
r < m, f s6 pode ser injetora se n < m. |
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I Coroldrio 2.4.3 Dois sistemas desacoplados equivalentes tém o mesmo posto.

Sistemas reduzidos

Vimos no Teorema 2.4.1 que todo sistema linear [f | b] € equivalente a um sistema desacoplado [f, o
o | ¢c] — e potencialmente a muitos. Gostariamos de entender se, dentre os sistemas desacoplados
equivalentes a [f | b], existe uma “melhor escolha”.

Introduzamos uma pré-ordem em Z,({1,2,...,n}) como segue: para X € Z,({1,2,...,n}),
defina

x1 ;= minX, X1 := min(XN\{xp,...,x¢ }).
Entdo temos a ordem lexicorgéfica
X<Y — JISs<n xi=y, 2=y, "+, X1 = Ys—1, Xs < Vs,

e observe que essa é uma boa-ordem — i.e., todo subconjunto tem um (inico) elemento minimo.

I Definicdo 2.5.1 O sistema reduzido associado a [f | ] é o minimo sistema desacoplado em
Decl[f | b].
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Defini¢do 3.0.2 — Espaco k-linear. Seja k um corpo. Um espaco k-linear consiste de um
grupo abeliano (V,+), munido de um mapa

m:kxV—V,
satisfazendo, para todos v,w € V e r,s € k:
a) m(l,v)=v;
b) m(r,m(s,v)) =m(rs,v);
c) m

(
d) m(r,v+w)=m(r,v) +m(r,w).

Chamamos +,m de mapas estruturais do espaco k-linear V.

m Exemplo 3.1 Um corpo k é um espaco k-linear se definirmos m(r,s) := rs. L]

m Exemplo 3.2 Seja n um inteiro positivo, e seja k” =k x --- x k, de modo que
N——
k

X1

X2
xeV <+— x= . , xi €k

Xn
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Entao k" tem estrutura natural de espaco k-linear com as operacoes

X Y1 X1+ X1 rx
X2 y2 X2 +y2 X2 rx;
+ . = . , T . =
Xn Yn Xn+Yn Xn rXp
| |
m Exemplo 3.3 Polinomios n

Exercicio 3.1 SeV é um espaco k-linear, e S é qualquer conjunto, entdo Sets(S, V) tem estrutura
natural de espaco k-linear. ]

Defini¢do 3.0.3 — Subespaco k-linear. Seja V um espaco k-linear. Um subespaco k-linear
V' de V € um subconjunto V' C V que é ele mesmo um espaco k-linear (com os mesmos mapas
estruturais +,m de V).

Exercicio 3.2 Parak =R e V = R", decida quais dos subconjuntos abaixo sao subespacos
R-lineares:

X1 X1
/ X2 I *2
V' = . X1 = =X, = 0 9 V' = . X; € Q
Xn Xn
s
X1 X1
X2 X2
m 2 2 nm
VT = . X+ +x, 0, VU= . XX x, =0
Xn Xn J

Lema 4 Seja S C V um subconjunto. Entao a interseccao (S) de todos os subespacos k-lineares
W C V que contém S € um subespaco k-linear de V, e consiste de todas as somas finitas

ris1 =+ -+ Sy, I”iE]k, s; €S.
Se V1, ...,V C V sao subespacos k-lineares, denotamos
Vi+--+V,:=(ViU---UV,).

Dizemos que essa soma ¢ direta se cada elemento x € V; + - -- 4+ V,. tem uma tinica expressao como
soma

x=vit+---+v, VeV,

em cujo caso escrevemos Vi @--- | V,.



Definicdo 4.0.4 — Mapa linear. Sejam V e W espacos k-lineares. Uma fungao (ou mapa)
f:V — W é dita linear se, para todos v,v' € V e r € k, temos

L fv+w)=f)+f(w):
2. f(m(r7v)) = m(raf(v))'

O conjunto de tais mapas lineares é denotado por Homy (V,W).

I Exercicio 4.1 Determine quais dos seguintes funcoes f : R” — R” sao mapas R-lineares: =

Exercicio 4.2 Mostre que se V,W sido espacos k-lineares, entdo Homy (V,W) também é um
espaco k-linear. m

Exercicio 4.3 Seja V' C V um subespaco k-linear, e sejai: V' < V o mapa de inclusao. Mostre
que i : V' — V é linear. "
Proposicdo 4.0.1 Seja f: V — W um mapa linear. Entdo
kerfCV, kerf:={v|f(v)=0}, imfcCW, imf:={f(v)|veV}

s@o subespagos lineares. Além disso, f € injetiva se e sé se ker f = 0, e f € sobrejetiva se e s6 se
imf=W.

Demonstracdo. ker f C 'V € subespaco linear pois

fi4va) = fv)+f(v2) =0
flev)=cf(v) =c0=0.

Suponha agora que f : V — W tenha nicleo ker f = {0}. Entdo o tnico vetor que f leva a zero é o

v, mEekerf,cek — {
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proprio zero portanto
f(vl) = f(vz) — f(v1 —VQ) =0 = vi—-»n=0 =— vi=vw.
Portanto f € injetivo. Reciprocamente, se f € linear e injetivo, entdo segue que f(v) = 0 tem

solugdo tnica v = 0; portanto ker f = 0.
De modo andlogo, imf C W € subespaco linear pois

), f o), o) € ket fy c €k — {f@l) +f(2) = (i +v2)
cf(v) = flev).
Que imf =W se e s6 se f € sobrejetor € imediato das definicdes. |
Uma bijecdo linear f : V =5 é dita isomorfismo.
Exercicio 4.4 Mostre que a relagdo

V~W <<= 3Jf €Homg(V,W) isomorfismo

define uma relacdo de equivaléncia no conjunto de todos? os espacos k-lineares. ]

“Com os devidos caveats de teoria de conjuntos...

Lema 5 Seja V'’ C V um subespaco linear. Mostre que

v/Vii={v+V'|veV}
tem estrutura natural de espaco linear, e que o mapa

q:V—V/V  qv)=v+V
¢ uma sobrejecdo linear, com nticleo kerg = V.
Demonstracdo. Definimos as operagdes em V /V’ por

M +V)+ 4+ V)= 4+n)+ V', c(v+ V)= (ev)+V/,
onde v,v1,v» € V e ¢ € k. E imediato verificar que, com esses mapas estruturais, V /V' é espago
k-linear, e que v+ V' =V +V'seesosev—v eV’

Considere agora o mapa ¢ : V — VV’ dado por ¢(v) := v+ V'. Entdo g é linear:

gvi+v) =i +n)+V =i+ V) +m+ V), qlev)=cv+V =c(v+V').
Note também que ¢ € sobrejetivo por defini¢do de V /V’, e seu niicleo é dado por:

kerg{veV |v+V' =0+V'}={veV|veV'}=V" [ |

Chamamos V /V’ de quociente de V por V.

Teorema 4.0.2 Seja f : V — W um mapa linear. Entdo existe um isomorfismo candnico

o:V/kerf = imf, ¢(v+kerf)=f(v).
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Demonstracdo. Sejai:imf — W o mapa linear de inclusdo. Observe que f se decompde como

V—Lsimf

N

%4

onde ker f = ker f e imf = imf.
Afirmamos que existe um tnico mapa linear ¢ : Vker f — imf tal que f = ¢ og,onde g: V —
ker f é o mapa candnico do quociente. De fato, defina

O+V') = F(v).

Entdo ¢ estd bem-definido, pois se v+ker f =V + ker f, entdo v —V' € ker f, e portanto
o(V +kerf) = f(V) = f(V) + (v =) = f(v) = (v +kerf).

Também temos que ¢ € linear:

¢ ((v+ker f)+ (V' +kerf)) =

(v+v)kerf) = f(v+V) = f(n) +£(V) =
(vtker f)+ ¢ (V' +ker f)
¢ (c(vtkerf)) =@ (cvtkerf)=flev) =cf(v) =

=c¢ (v+kerf)

Por fim, mostremos que f € um isomorfismo. Ele € sobrejetor por construcio: se w € imf, entdo
existe v € V tal que f(v) = w, e portanto ¢ (v+ker f) = w. Por fim, ¢ é também injetor:

o(vt+kerf)=f(v)=0 = vekerf = v+kerf=0-+kerf.

Isso conclui a demonstracio. |






Exercicio 5.1 Seja S um conjunto, e k um corpo. Considere o conjunto

F(V):= {Zass |a; €k, s€S, s6finitos a,’s ndo sdo zero. }
Mostre que

(a) F(S) tem estrutura natural de espaco k-linear, chamado o espaco k-linear livre gerado por
S:

(Zass) + (sts) = Z(as + by)s, m(r,Zass) = Zrass.

(b) Mostre que, para toda funcdo f : S — T, existe um unico mapa linear F(f) : F(S) — F(T)
que satisfaz F(f)(s) = f(s).

(c) Mostre que todo mapa linear ¢ : F(S) — F(T) é determinado por uma matriz: para cada
(s,t) € S x T atribuimos um elemento ¢, ; € k, onde

O(s) =Y Ot

teT

(d) Mostre que se V € espaco k-linear, e f : S — V é qualquer funcdo, entdo existe um tnico
mapa linear ¢ : F(S) — V tal que ¢(s) = f(s).

(e) Mostre que para todo espago k-linear V, existe um mapa linear candénico

qv:F(V)—V, q(Zavv) = Zavv.

Um espago vetorial V € dito finitamente gerado se existe um conjunto finito S C V tal que o



28 Capitulo 5. Bases e independéncia linear

mapa candnico
q:F(S)—V

é sobrejetivo. Nesse caso, dizemos que S gera V.

= Exemplo 5.1 O conjunto

=10)- (1))

gera R?. De fato, dado qualquer v = ( .
2

- (3)en(2)

Portanto S gera R2. L]

) € R?, podemos escrever

m Exemplo 5.2 Se § C V gera V, entdo qualquer 7 C V tal que S C T també gera V. Em particular,
0 conjunto

=) (V)0

gera R2. L]
m Exemplo 5.3 Se S ¢ finito, F(S) é finitamente gerado. Em particular, V = k” ¢ finitamente
gerado. ]
m Exemplo 5.4 R[f] e R][f]] sdo espagos R-lineares que ndo sdo finitamente gerados. "

Um conjunto § C V € dito linearmente independente se o mapa candnico
q:F(S)—V

¢ injetivo. Ou seja, S € linearmente independente se } ays = 0 em V implica que a; = 0 para todo
s € S. Um conjunto S C V que nao é linearmente independente € dito linearmente dependente.

m Exemplo 5.5 S C R? do Exemplo 5.2 é linearmente independente, mas 7 C R? nio é linearmente
dependente. ]

Definicdo 5.0.5 Uma base S para um espago linear V é um subconjunto finito S C V tal que o
mapa natural g : F(S) — V é um isomorfismo.
A dimensao de um espago linear finitamente gerado V € a cardinalidade de uma base de V.

Portanto se S é uma base de V, § = {v,...,v, }, entdo:

e ¢: F(S) — V sobrejetivo significa que, para todo v € V, existem ry,...,r, € k tais que
V=Y rivi;

e g: F(S)—V injetivo significa que, para todo v € V, a decomposi¢do v =Y.', r;v; € Uinica.
Lema 6 Se f:V — W é um mapa linear, entdo:

i) f é injetor se e s6 se, para cada S C V linearmente independente, f(S) C W é linearmente
independente;
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ii) f é sobrejetor se e s6 se, para cada S C V gerador, f(S) C W é gerador;
iii) f € isomorfismo se e s6 se, para cada S C V base, f(S) C W é base.

Demonstracdo. i) Se f é injetor, entdo f(v) = 0 implica v = 0. Portanto se S C V é linear-
mente independente, e para sy, ...,s, € S existem cy, ...,c, € k, tais que Y{ ¢;f(s;) = 0, entdo
f(Xcisi) =0 implica Y} ¢;s; = 0. Mas como S é LI, segue que ¢; = 0 para cada i. Portanto
f(S)éLL
Reciprocamente, suponha que f(S) é LI para cada S LI, e escolhav € V. Sev#0,e S= {v} C
V € LI, e portanto f(S) = {f(v)} é LI; em particular, f(v) # 0.

ii) Se f é sobrejetor, para cada w € W existe v € V tal que f(v) =w. Se S C V é gerador, podemos
expressar v =Y | ¢;s;, onde ¢; € k e s; € S; portanto w = Y ¢;f(s;) e portanto f(S) C W é
gerador.

iii) Seja S uma base de V. Entdo por i) temos que f(S) é LI, e por ii) que é gerador. Logo f(S) é
base de W.
|

Lema 7 Sejam V e W espacos vetoriais sobre k, e 2 uma base de V. Entdo para toda fungao
f: % — W, existe um tnico mapa linear F : V — W, tal que F| 5 = f.

Demonstracdo. Seja B ={sy,...,s,}. Uma fungdo f : Z — W estd completamente determinada
pelos valores wy := f(s1),...,w, := f(s,). Defina F : V — W da seguinte forma: dadov eV,
escrevemos v = Y | ¢;s;, e definimos

n
F(V) = ZC‘,’W,‘.
1
Como A = {s1,...,s,} é uma base, a respresentagio de v é Unica, e portanto F estd bem-definida.
Note também que F € linear, e estende f.

Resta mostrar que F € tinico. Pois se G fosse um outro mapa linear que estendesse f, teriamos
que H := F — G é um mapa linear, que manda cada cada s; em zero; portanto

Portanto F = G. [ |

Teorema 5.0.3 Se V é finitamente gerado, entdo V possui uma base S, e toda base 7' de V tem
|S| elementos.

Demonstracdo. Seja'V um espago linear, e considere
QC2(V), Q={S|S finito, S gera V}
Se V ¢ finitamente gerado, Q # &, e portanto

n :=min|S|
SeQ

existe. Se S € Q tem n elementos, S = {vy,...,v,}, entdo S é uma base; pois do contrario haveria
uma relagdo Y| r;v; = 0, onde nem todo r; € zero. Se r; # 0, entdo

.
_ J
w=-L %,

7T
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em cujo caso T := S\ {v;} tem (n— 1) elementos e gera V — o que contradiz a escolha de S.
Portanto um conjunto S que gera V com um nimero minimo de elementos é automaticamente uma
base.

Note que o argumento acima também mostra que, se % é base de V e tem n elementos, entdo
todo subconjunto 7 C V com pelo menos (n + 1) elementos ndo é uma base. Portanto quaisquer
duas bases de V t€m a mesma cardinalidade. |

Definicdo 5.0.6 A cardinalidade de uma base de um espaco k-linear V é chamada de dimensao
de V, e denotada dimy V.

Doravante, todos nossos espagos vetoriais serdo de dimensao finita, salvo mengao do contrério.

Coroldrio 5.0.4 Se V e W espagos vetoriais sobre k, e f: V =5 W € um isomorfismo, entdo
dimk V= dimk w.

Demonstragdo. Imediato do item iii) do Lema 6. |

Proposicdo 5.0.5 Se V/ C V é um subespago vetorial sobre k, entdo toda base %’ de V' pode ser
completada a base Z de V.

Demonstracdo. Considere o conjunto
QC 2(V), Q={S|S finito, S gera V, #' C S}
e note que Q # & (jd que SUA' € Q se S gera V). Portanto

n:= min|S|
§eQ

existe, e como na demonstracdo do Teorema 5.0.3, se S € Q tem n elementos, entdo S é uma
base. [ |

Coroldrio 5.0.6 Se V' C V é subespago vetoriais sobre k, entdo

dlm]k(V/V/) = dlmk V— dlm]k V’.

Demonstracdo. Escolha base %’ de V', e use a Proposi¢io 5.0.5 para encontrar base % contendo
7

B =11y sSm}yy B ={s1,....8,}, n<m.
Considere o conjunto

Scv/iv, S={s+V, . sut+V'}

Afirmamos que S é base de V /V’. Claramente, S € gerador; pois se v+ V' € V /V/ entdo v = Y[ ¢;s;
para ci, ..., € k, € portanto

m
vV = Z C,'(Si—l—V/).
i=n+1
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Mostremos que S é também LI: se cpi1,...,cn € k sdo tais que 0 =Y . ¢;(si +V’), entdo
Y1 cisi € V'; portanto como %' € base de V', existem d, ..., d, € k tais que

m n
Z CiSi — Z disi =0.
i=1

i=n+1

Como % é base de V, e em particular LI, temos que
di=dy=...=dy=cpy1=cpy2=...=cn=0.
Portanto S é também LI, logo uma base. |

Coroldrio 5.0.7 Se V e W espagos vetoriais sobre k, e f : V — W é um mapa linear qualquer,
entao

dimy V = dimy ker f + dimy im f.
Demonstracdo. Pelo Teorema 4.0.2, sabemos que existe isomorfismo
¢ :V/ker f = imf.
Pelo Coroldrio 5.0.4, segue que dimy (V /ker f) = dimg imf, e pelo Coroldrio 5.0.6, segue que

dimy (V) — dimg (ker f) = dimg imf. [ |

Coroldrio 5.0.8 As seguintes condicdes sobre um mapa linear f : V — V sdo equivalentes:
i) f é isomorfismo;

ii) f € injetor;

iii) f € sobrejetor;

iv) para cada wy € V, o sistema f(v) = w( tem uma tnica solucdo.

NB ) SejaV um espago vetorial sobre um corpo k. Entdo, para todo subcorpo k' C k,

e V ¢ também um espaco vetorial sobre o subcorpo k';
e k ele mesmo € um espago vetorial sobre o k'!

Note que mesmo que dimy V < oo, € perfeitamente possivel que
dimk/ V= o, dimk/ k = oo.

Por exemplo, tome V =R,k =R, e k' = Q. Entdo dimy V = 1, mas dimy/ V = = e dimy/ k =

I Exercicio 5.2 Mostre que V = C é um espacgo C-linear, e que dim¢V = 1, dimg V = 2. m

Exercicio 5.3 Mais geralmente, mostre que V € um espaco k-linear, e k' C k é um subcorpo,
entdo

dimpyk <o = dimypV = (dimy V) (dimy k).
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m Exemplo 5.6 Seja V :=R[t]/t""!R[t] o espago vetorial de polindmios de grau até n com coefici-
entes reais. Uma base %, de V é dada por

2
By = (1,t,17,...,1").
Sejam 19, ..,1, € R (n+ 1) ndmeros reais distintos, e forme os polindmios

_ 147 1)
ITj2i(ti — 1)

Afirmamos que

pilt) : %

'%2 - (POaPhPvaaPn)

é também uma base de V. De fato, basta mostrar que esses vetores sao linearmente independentes.
Suponha entdo que ay, ..,a, € R sejam tais que ) ya;p; = 0. Entdo, para todo ¢ € R, devemos ter
que Yga;pi(t) = 0. Em particular, para cada < j <n,

n
Za,-pi(tj) =a;= 0.
0

Portanto a; = 0 para todo i. ]



ProposicGo 6.0.9 Seja f: V — W um mapa k-linear. Entdo dadas bases By = {ey,...,e,, } de Ve
PBw = {&1,...,&,} de W, existe uma tnica matriz

By a; azxp ... Am
[f ]gw = . .
anl 4Ap2 ... Aapm
com a seguinte propriedade: se v € V € representado pela combinagdo linear v =} " | ¢je;, entdo

f(v) é representado pela combinagéo linear f(v) = Y7, d;&;, onde

ap ap ... ap 1 d
ax ax ... &) d>
ayl 42 ... dpm Cm d,

Dizemos que [f] %’V ¢é a matriz que expressa f nas bases %y e By .

Demonstragdo. Expresse cada f(e;) nabase By: f(e;) =Y a;j& DadoveV,v=}"",cje;,
temos que

fo)=f <Z Cjej) =Y ciflej) =Y ¢; ( aij8i> =) ds,
= = =izt i=1

onde d; = ):;”:1 a;jc; como indica a matriz acima. |

n

Proposicdo 6.0.10 Sejam f:V — W e g : W — Z mapas k-lineares. Entdo dadas bases Ay de V,
By de W, e Bz de Z, temos que

g0 /1% = 1812 1150 .
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Demonstracdo. Escrevamos

%’V:{el,...,em}, %’W:{el,...,sn}, @Z:{(I)l,...,(Pr}
Sejam
i i
8l = bij)ij: [z, = (aij)i;-
Por definicao de matriz associada, isso significa que

flej) = Zaijei, g(&) = Zbij¢i~

Portanto

(gof)(ej)=¢ (Zaij8i> =Y aijg(&) =Y aijbrin =

i i ik
= Zbkiaijq)k
ik

A demonstragdo € concluida ao observarmos que ), by;a;; € o coeficiente na k-€sima linha e j-€sima
coluna de [g]i";;’ [ f]:g;:

ez, [flz, = (Zbkiaij)k,j- n

l

m Exemplo 6.1 Considere o mapa identidade idy : V — V, idy (v) = v. Seja B = {ei,...,en} uma
base qualquer de V. Entao

1 0 ... 0

) 01 .0
lidy]5=1= :

0 0 1

m Exemplo 6.2 Considere as bases

a= () (D) ==10)(1)

el ) €] &

Note que

e =¢ R 1 -1 )
= |idp2]7 =
{62282—81 hdgel, < 0 1

De modo andlogo,

€1 =e . B 1 1 >
= [idp2] 2 =
{82=€1+€2 izl s < 0 1
Note que isso estd de acordo com as Proposicoes 6.0.9 e 6.0.10:

) , _ _ -1
1=[idp)% = fidp] 2fidp]2  —  [idg]Z = ([ldRz]e@f)
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Proposicdo 6.0.11 Seja f: V — W um mapa k-linear. Entdo dadas bases By, %, de V e By e
By, de W, temos que
B, By 1: 1 18, B 1 1% B
[f]g; = [f]@; [1dv]%‘j, [f]gé = [1dW]<@g [f]ge;

Demonstracdo. Ambas igualdades seguem da Proposi¢c@o 6.0.10: a primeira identidade tomando
W =Ze g=idy, e asegunda tomando V =W e f =idy. |

m Exemplo 6.3 Considere as bases %, e %, de V := R? do Exemplo 6.2. Considere o mapa linear
f:V =V que, expresso na base %, corresponde a matriz

2 3
4 5
Explicitamente, f é determinado pelas relacdes
fler) =2e1+4ey, f(e2) =3e + Ses.

Usando as relacdes entre e’s e €’s, temos que

f(e1) = fle1) =2e1 +4er =2 +4(&2 — 1)
= -2¢e+4¢&

f(82) = f(el —|—e2) = (261 +462) + (361 +5€2) =5e1+9e; =5¢; —|-9(82 — 81)
= —4¢g + 98

Portanto f é expresso na base %, pela matriz
@ [ —2 —4
Como prevé a Proposicdo 6.0.11,
B B Brii g 1P
[f]gz = [1dv]33; [f]g: [ldv]%?

De fato,

()=o) (e )






Se V € um espaco k-linear, chamamos de espaco dual a V o espaco k-linear

V* := Homg (V,k).

NB | Embora a notagdo ndo deixe isso explicito, o espago dual depende do corpo subjacente k.
Talvez V| fosse mais adequado, mas preferimos seguir a literatura e manter k implicito.

Lema 8 — Bases duais. Seja V um espaco k-linear, e # = {ey,...,e, } uma base de V. Entdo
B* ={e',...,e™} é uma base de V*, onde ¢’ € V* ¢ determinado pelas relagdes:

e’(ej)={ e

0 sei#].

Demonstracdo. Primeiramente observemos que as relagdes acima de fato determinam tnicos
mapas lineares ¢' : V — k, como segue do Lema 7. Mostremos que %#* é gerador: se § € V*,
considere

n:= if,(ej)ej e V™
=1

Entéo £ e 1 coincidem nos elementos da base 4, e portanto, pela unicidade do Lema 7, temos que
& = 1. Portanto %* é gerador.
Mostremos, por outro lado, que %* é linearmente independente. Se cy, ..., ¢, € k sao tais que

0 =Y c;e, entdo para todo 1 < j < m, temos que

m
0= Zciei(ej) =cj.

i=1

Logo 0 = ¥ c;e' implica ¢; = 0 para todo i. Portanto %* é uma base, dita a base duala 8. W
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I Coroldrio 7.0.12 dimy V = dimy V*.
Proposicdo 7.0.13 Se f:V — W é um mapa linear, entao
JwWE—= Ve (ff() (V) ==n(f(v), veV,neWw”
€ um mapa linear, dito o mapa adjunto a f. Além disso, a regra
Homy (V,W) — Homy (W'V*), fs f*
a) élinear: (f+g)" = f"+g" e (cf)* =cf* paratodos f,g € Homy (V,W),c € k;
b) idy = idy~;
¢) (gof)" = f*og" paratodos f € Homy(V,W) e g € Homy(W,Z).

Demonstragdo. O mapa adjunto a f estd certamente bem-definido, e € linear pois para todos
E,neW* veVecek,temos

FrE+M ) =(E+m)(f() =c(f()+n(f(v) =, (E) W)+, (n) (),
[H(eg)(v) =c&(f(v)) =cf*(E)(v).
Mostremos que f +— f* € linear:
(f+8)"(8)(v) =S((f+8)v) =S(f(v) +g(v) =E(f(v) +&(g(v)) = [ (&) (V) +&"(S)(v)
(/)" (&) (v) =& (cf(v) = c&(f(v) = cf*(&)(v),
)’

portanto a) vale. Note também que (idy)*(&)(v) = &(v) para todos & € V* e v € V implica que
idy, = idy+, portanto também vale b). Por fim, também c) vale, jd que, para todo g : W — Z linear e
§ € Z*, temos:

(g0 /)" (E)(v) = (E)((go )W) = (E)((f(v)) = &"(E)(f (V) =
= (fTeg)(E))- u

Proposicdo 7.0.14 Seja f : V — W um mapa k-linear, e Ay, %y bases de V e W, respectivamente.
Sejam Ay, e Ay, as bases duais do Lema 8. Entdo

1= (112
onde A" denota a transposta da matriz A.
Demonstragdo. Primeiramente note que
fH(€)(e) = e (f(e) = Sk(zaijej) = Q.
j
Portanto, pelo Lema 7, temos que
= Zaikeia
i
jaque
=Y aue'(e):;
i
portanto,

B*
/gW

%= (12



Sejam Vi, ..., V,, W espacos vetoriais. Uma fung¢do

F:Vix.---xV,—W
e dita multilinear se quando fixamos (p — 1) varidveis v; € V}, j # i, a fungo resultante
F(vl,...,v,-_l,-,v,~+1,..,vp) V—W

¢é linear.

m Exemplo 8.1 Seja A € M, (R), e defina
Fr:R™"XR™ — R, Fy(x,y):=xAy.

Entdo F € multilinear. Por exemplo, se

0 1
=(5 )

x| Y1 o
FA(( ) ),( ¥ )) =X1y2 — X2)1-

m Exemplo 8.2 Considere F : R? x R? — R dada por

X1 Y1 2 2
F , =X{y2 —X3)1-
((2)-(1)) =

Entio, para cada x € R?, F(x,-) : R? — R ¢ linear; porém F(-,x) ndo & linear. Portanto F nio é
multilinear. n

entao
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Exercicio 8.1 Mostre que se f: V) X --- x V, — W é multilinear, e g : W — Z ¢ linear, entio
gof: Vi x---xV, —Z émultilinear. [

m Exemplo 8.3 Sejam V), ..., V, espagos vetoriais, e seja F (V] x --- x V,)) o espago vetorial livre
gerado por V| x --- XV, (ver o Exercicio 5.1). Entdo o mapa natural de conjuntos

VXXV — F(Vix - x V), i(Viyeyvn) = (W1, V)

é multilinear. -

Proposicdo 8.0.15 Sejam Vi, ...,V,, W espagoes k-lineares.
a) Existe um espaco vetorial V| ® - -+ ® V,, e um mapa multilinear injetor
Vi XV, —= V@@V, (Vi) (= V1@ @,
com a propriedade de que, para todo mapa multilinear
f:Vix--xV,— W,

existe um tnico mapa linear f: Vig---QV, = Wtalque f = fo t:

le...anf;>W

| 5

Vi@V,

b) Quaisquer espagos vetoriais Z, munidos de mapas multilineares tz : V| x --- x V,, — Z por
que fatoram unicamente mapas multilineares f : V| x --- x V,, — W sao isomorfos, por um
isomorfismo candnico Y : Z =5 Z' tal que tz o Y = tz.

Z/

Demonstragdo. Seja F(V) x --- x V) o espago vetorial livre gerado por V; x --- x V,, e seja
i:Vyx.-xV,— F(V; x---xV,) o mapa multilinear natural do Exemplo 8.3. Entdo observe
que toda funcdo f: Vi X --- XV, = W induz um mapa linear candnico

fAi F(Vl X oo X Vn) — W7 f(Za,-(v17,-,...,vn7i)> = Za,-f(vla,-,...,vnﬂ,-).

Mais ainda, note que as seguintes afirmagdes sao equivalentes:
i) f é multilinear;
ii) O espago vetorial K C F(V; x --- x V,)) gerado por vetores das duas formas seguintes:

a) (Vi,,CViyeens V) = (V15 Vis ooy Vi), v €V e €k, 1 <P Sy

b) (Vi ViV svn) — (Vi oy Vi) — (Vi oV ovn), v €V Vi €V 1 <i <
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esta no nicleo de f
Defina Vi @--- @V, :=V /K, e considere a projecdo candnica
G:FVix - xV,) = F(Vix---xV))/JK=V|®---QV,
Entdo a composi¢do
t: VXXV, — Vi@ -V, tv,.,vy) =vi® Qv :=,..,vy)+K

do mapa multilinear V| x --- XV, < F(V} x --- x V) com a proje¢do candnica em F (V] X --- X
V,)/K é linear pelo Exemplo 8.1, e injetora ja que a imagem de i encontra K s6 em zero. Além
disso, todo mapa multilinear f : Vj x --- x V,, = W induz um mapa f: Vi@V, =W por
quociente f: fo q:

F(Vi x---xV,) —=W

|

Vi@V,

/
o que prova a). Para provar b), suponha que Z & Vix---xV, sz sejam mapas multilineares,
com a propriedade de que todo mapa multilinear f: V| x --- x V,, — W tem fatoragdes tnicas

f=fzot=fyot.

Entdo tomando W = Z' e f = t/, concluimos que existe uma dnica fatoragdo
t'=(t)zot, (t)z:Z2—7Z.

tomando agora W = Z e f =t, concluimos que existe uma tnica fatoracio
t=tyot, ty:7 —Z

Portanto
t'=(t')zotzot', t=tyo(t)zot

e como t e t' sao injetoras, segue que idz = (t')z otz e que idz =tz o (t')z; portanto y : (t')z e o
isomorfismo canoénico do enunciado. |

Lema 9 Se f:V — W e um mapa linear, entdo para cada p > 0, hd mapas lineares induzidos:
RPf @V — W, @Pf(r®---Qvy):=f(vi) @ f(vp).

Para cada mapa multilinear f : V XV x --- xV — W, e permutacdo em p letras ¢ € &, denote
~—_—

P
por fs 0 mapa multilinear

fo: VXV XXV =W, fo(Voi(1)s-Vai(p)
p

de modo que f5,6, = (fo,)0,- f € dito simétrico se fs = f para cada 6 € G, e antisimétrico se

fo =sgn(o)f.
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m Exemplo 8.4 A fungio F4 do Exemplo 8.1 é simétrica se e s6 se A" = A, e antisimétrica se e s6
seAT = —A. ]

Proposicdo 8.0.16 Existe uma decomposi¢do candnica ®” = APV @& ®PV, com a propriedade de
que um mapa multilinear f: VXV x ... xV =W é:
—_———

p
a) simétrico se e sé se APV estd no nicleo de f: @V — W;
b) antisimétrico se e s6 se ®PV estd no nicleo de f: R’V — W.

Demonstracdo. Defina mapas lineares Sym, Alt : @”V — ®PV, unicamente determinados por

1 1
Sym(vi ®---v,) 1= - Z Vo(1) @ Va(p), AtV ®---vp) = - Z SEN(O)Vg(1) @ -+ V(p)
p: (oSG p: ceq,

a) fo = f paratodo o se e sé se fo Sym = ]7
b) fo =sgn(o)f paratodo o se e s6 se foAlt= 7.
Como
Sym? = Sym, SymAlt=0= AltSym, Alt> = Alt,
se definirmos
APV =kerSym, ©PV =kerAlt

entdo ®” = APV @ ©PV, e o resultado segue. |

Denotamos por
IFNOREE @eip = Sym(eil Q- -®e[~p) € ePV, e N--- /\e,-p = Alt(e,-l Q- ®€ip) € APV.
Note que, para cada permutagdo o € G,

Colin) @ Oeg(i) =€ O @i, eoiy) A Aeg() =sgn(G)e; A Aei,.

Exercicio 8.2 Se V tem base Z = {ey,...,en}, mostre que ©PV e APV tém bases

®p%:{e,~l®---®e,~p!

1<i < <i
/\p%:{eil/\---/\eipﬂg'

n<---<i

Conclua que

—1 —1)! !
dimePY — <m+l’ ) _(mtp— DU ey — <m> _oom
p Ip! r) (
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Determinante

Observe que, para todo espaco vetorial V de dimensao m, temos que A"V tem dimensao 1. Se
f:V =V éum mapa linear, entdo A" f : A"V — A™V € linear, e portanto é multiplicacdo por um
nimero: o determinante de f:

/\mf = det(f)ld/\mv
Mais concretamente, se & = {ey,.,e,,} ¢ uma base de V, entdo

N"fler N+~ New) = fler) N+ A flen) =det(fleg A=+ Aep.

NB ) Por convengdo, se V e o espago vetorial trivial, o determinante do tinico mapa linear f: V —V
é1.

Lema 10 Para um conjunto de vetores vy, ....,v, € V, as seguintes afirmacdes sao equivalentes:
D) ViAV2 A=Ay, #0;

ii) {v1,..,v,} CV sdo linearmente independentes;

iii) dim(vi,..,vp) = p.

lema 1l Se f:V —Veg:V — V sdo mapas lineares, entdo

det(go f) = det(g)det(f).

Demonstracdo. Por definicao,

(g0 f)x(viAva A= Avm) = (go f)(vi) A(gof)(v2) A---A(go f)(vim)
SO A G(f(v2)) A A (g(f(vm))
VI)Af(2) A=A f(vm))

f*(vl /\Vz/\~-~/\vm)

det(f)vi Ava A« Avp.

P .

~— ~—

Teorema 8.0.17 Se uma matriz A representa um mapa linear f : V — V na base %,

ailr  ap - dim
azi ayy aAm
. [£1% _
A:=(flg=
aml am2 - Amm

entao

det(f) - Z Sgn(c)alc(l)7"'7am6(m)-

ces,
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Demonstracdo. Notemos que

(Y ane) A+ A (Y aimer) = det(fley A+ Aep.

mostra que det(f) = A(a;;), onde A e um polindmio homogéneo de grau m nas entradas de A. No
que segue vamos deduzir férmula para det como um polindmio det € k[a;;] nos coeficientes de A.

A primeira observacio é que uma escolha de base % induz o diagrama comutativo de mapas
lineares

Hom(V,V) &£~ k

| T

VXXV ——sA"
N——— pr, ot
m
onde ¢5(f) = (f(e1),..., f(em)) e onde ¥ é o tinico mapa linear linear que satisfaz y(e; A--- A
en) = 1. Podemos assim identificar det com o mapa multilinear antisimétricoV x --- xV —k, e o
—_——

m
espaco de tais mapas tem dimensao 1, e é gerado por
A(vl,...,vm) = Z Sgn(G)VlG(l),...,va(m), Vi = Zvijej.
0EG, J
Como A(ey,...,en) = 1 e det(id) = 1, segue que det(f) = A(f(e1),...,f(em))- [

I Coroldrio 8.0.18 Para todo mapa linear f : V — V, temos que det(f) = det(f*).

7

Demonstragdo. Se f é representado numa base 28 de V por uma matriz A, entdo f* é representado
na base dual #* de V* pela uma matriz transposta A " . Portanto pelo Teorema 8.0.17,

det(f*) = Y. sgn(0)ag()1s- g (mm-

ces,

Como a soma € sobre todas as permutagdes, podemos reescrever essa soma como

Y. sen(0)aig(1), s Ao m) = det(f). u

ce6,

NB ) Note que, em consequéncia do Coroldrio 8.0.18, podemos pensar o determinante det(f) como
uma forma multilinear em linhas ou em colunas de uma matriz que representa f.

m Exemplo 8.5 Se V tem dimensao 2,

a a
A— 11 12
azy ax
e entao

filet Nex) = (arer +aziex) A (arzer +aner) = (aj1axn —anaz ey Aes

Portanto

aipr ap
det = aj1ax —aipdas].
azr an
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Proposic@o 8.0.19 Se Adj(A) = ((—1)""/det(A;;)) ", entdo
Adj(A)A = det(A)I = AAdj(A).

Demonstracdo. Para cada i, j, considere os subconjuntos
GijC6u 6,;={c]0o(j) =i}

Cada tal subconjunto pode ser identificado com o conjunto de bijecdes 7T : 7% i, onde i :=

{1,.,i—1,i+1,...,m}. Identificamos &, ,, com &,,_; da maneira 6bvia. Se fixarmos transposi¢des
7;; = (ij), entdo Gi,j = TimSp—1Tm, € para todo k,

G =UL 16 =UL 6, 1<k<m. ()
Mais ao ponto, observe que

det(Al]) = Z Sgn(r)afimrfmj(l)l o aT,‘mTij(j)j o .aTimTij(m)m7

€61
€ que

SeN(Tim TTnj) = SN (Tim)sgn(T)sgn(Tn;) = (—1)™ 'sgn(7)(—1)"7/ = (—1)"sgn(7)
Portanto de
det(A) = Z Sgn(G)a(F(l)l Ao (m)m
oceG,

a primeira igualdade em (3 ) implica que
m

det(A) =) Y sgn(0)ag()i - ao(j);** Ao(mm

i=1 666,']'

3

=Y aij Y, sen(0)ag(ydo());*  do(mm
1

j GGG,‘I’

|
™=

Il
—

aij Z Sgn(fimTij)ari,,,rr,,,_/(1)1 O, 1T, () A T (m)m
€61

Il
™=

Il
_

_1\iti,.. g T
( 1) aij Z Sgn(f)ar,-mrrmj(l)l O T ()" Ao T (m)m
T€6,—1

(—l)iJrjaij det(A,-j)

I
™=

Il
—

e a segunda igualdade em (3 ) fornece, por um raciocinio analogo,

det(A Z 1) a;; det(A;;).

Isso demonstra que as diagonais principais das matrizes Adj(A)A, AAdj(A) e det(A)I coincidem, e
isso implica que os demais coeficientes coincidem pelo seguinte argumento: se para 1 <i< j<m
denotamos por B;; a matriz obtida de A ao substituir a j-ésima coluna de A pela i-ésima coluna,
entdo B;; = A e det(B;;) = 0 se i # j. Por outro lado, por célculo direto,

Adj(A)A = ((—1)""/ detB;;).

Portanto Adj(A)A = det(A)I. De maneira andloga, denote por C;; a matriz obtida de A ao substituir
a j-ésima linha de A pela i-€sima linha, entio

AAdj(A) = (detCij),
e portanto AAdj(A) = det(A)L. [
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Exercicio 8.3 Para uma matriz

ap diz2 ais
azp dzp a4
asp daszp dass

calcule det(A) pela formula do Teorema 8.0.17 e pelas duas férmulas da Proposi¢do 8.0.19. =

1 .
det( )Ad](A).

‘ Coroldrio 8.0.20 A e invertivel se e s6 se det(A) # 0, em cujo caso

Podemos reforgar o Corolério 5.0.8 como segue:

Coroldrio 8.0.21 As seguintes condicoes sobre um mapa linear f : V — V sdo equivalentes:
1) f é isomorfismo;

ii) f € injetor;

iii) f € sobrejetor;

iv) det(f) #0;

v) para cada wy € V, o sistema f(v) = wp tem uma tinica solucdo.

Coroldrio 8.0.22 — Regra de Cramer. Se A e uma matriz quadrada invertivel, a tinica solugdo
do sistema linear Ax = y e dada por x = ——-Adj(A)y.

detA



