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multiplicacdes e trés adigGes. Uma maneira de reduzir o erro de arredondamento é reduzir o niimero
de operagdes que produzem erro.

EXERCICIOS 1.2

@ Calcule o erro absoluto e o erro relativo na aproximacio de p por p*.
—

@

@)p =m, p* = 2217 ©
(cp = e p*=2718 (@p = V2, p* = 1,414

p=mnp*=31416

e.p=cel% p* = 22000 f.p = 10%, p* = 1.400
g.p = 81, p* = 39900 h. p = 91, p* = VI8n(9/e)®

Determine o maior intervalo no qual p* deve estar contido a fim de aproximar p com erro relativo de no
mdximo 1074 para cada valor de p.
3

am @e c. V2 d.N7

Suponha que p* deva aproximar p como erro relative de no maximo 107%. Determine o maior intervalo
no qual p* deve estar contido para cada valor de p.
a. 150 b. 900 c. 1500 d. 90

@Efctue os seguintes cdlculos (i) exatamente, (ii) usando aritmética de truncamento, com trés algarismos, e

10.

(iii) usando aritmética de arredondamento, com trés algarismos. (iv) Calcule os erros relativos nas partes

(1i) e (it1).

4 1 4 1 1 3 3 ~f 1 . 3 3
)— + — — = N> -2+ = N=+ = |- =
®s+t3 O3 -3 @(3 n)+20 @/(3 +11) 20

Use a aritmética de arredondamento, com trés al garismos, para efetuar os seguintes calculos. Calcule o
erro absoluto e o erro relativo com o valor exato determinado com pelo menos cinco algarismos.

a. 133 + 0,921 b. 133 — 0,499 c (121 — 0,327) — 119
3 6
w7 3
d. (121 — 119) — 0,327 €, f. — 10n + 6e — —
2e — 54 62

«(3)-(3)

Repita o Exercicio 5 usando a aritmética de arredondamento, com quatro algarismos.
Repita o Exercicio 5 usando a aritmética de truncamento, com trés algarismos.
Repita o Exercicio 5 usando a aritmética de truncamento, com quatro algarismos.

Os primeiros trés termos diferentes de zero na série de Maclaurin para a fungiio arco-tangente sio x —
(1/3)x* + (1/5)x%. Calcule o erro absoluto e o erro relativo nas seguintes aproximagdes de 1 usando o
polinémio em vez do arco-tangente;

1 1 1
a. 4[arcig (E) + arctg (%)] b. 16 arctg (;)-l— 4 arctg (@)

O nimero e pode ser definido por e = - 4 (1/n!). Calcule o erro absoluto ¢ o erro relativo nas seguintes
aproximagoes de e:
3 11}
1 I
a, — b. =
n=0 n! n=0 n!

R ——

F
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11. Seja

A COS X — senx
A — 8en x

f) =

a. Determine lim,_, f(x).

b. Use a aritmética de arredondamento, com quatro algarismos, para calcular £(0,1).

¢. Substitua cada fungio trigonométrica por seu polindmio de Maclaurin de grau trés e repita o item (b).
d. O valorreal € £(0,1) = —1,99899998. Determine 0 erro relativo para os valores obtidos nos itens (b) e (c).

12. Seja

g (g 58
X

a. Determine lim,_y(e" — e ")/x.

b. Use a aritmética de arredondamento, com trés algarismos, para calcular £(0,1).

¢. Substitua cada fungio exponencial por seu polindmio de Maclaurin de grau trés e repita o item (b).
d. O valor real € f(0,1) = 2,003335000. Determine o erro relativo para os valores obtidos nos itens (b} e (c).

13. Use a aritmética de arredondamento, com quatro algarismos, e as férmulas do Exemplo 5 para determinar
a aproximacgao mais precisa para as raizes das seguintes equagdes quadrdticas. Calcule os erros absolutos

e relativos.

Lo 138 1 L e 393 F
a,%J. 4x+ =) h—3—.r+ X 6_0
c. 1,002x2 — 11,01x + 0,01265 = 0 ,002::2 + 11,01x + 0,01265 = 0

14. Repita o Exercicio 13 usando a aritmética de truncamento, com quatro algarismos.

15. Use o formato real longo de 64 bits para determinar o equivalente decimal dos seguintes nimeros de
méquina em ponto flutuante.

a. 0 10000001010 1001001100000000000000000  000000000000000000000000000

b. 1 10000001010 1001001 100000000000000000  000000000000000000000000000
c. 0 O1T11111111 0101001100000000000000000  000000000000000000000000000
d.0  OIll1111111 0101001100000000000000000  000000000000000000000000001

16. Determine os préximos maior e menor nimeros de méquina na forma decimal para os niimeros forneci-
dos no Exercicio 15.

17.)Suponha que dois pontos (xg, yo) € (x,, y,) estejam em uma reta, com y, # y,. Hd duas férmulas disponiveis
P q p 0 Yo 1+ ¥ ] Y1+ Yo P
para determinar a intersecgio da reta com o eixo -
Xo¥y —

X
e~ 1Yo B

Xy — (o — Xp)va )
Y1 = Yo Y™ X

@Moslre que ambas as férmulas so algebricamente corretas.

(@Usc os dados (xy, o) = (1,31, 3,24) e (x,, ¥1) = (1,93, 4,76) e a aritmética de arredondamento, com
trés algarismos, para calcular a intersecciio com o eixo x das duas maneiras. Qual método é melhor e
por qué? .,

18. O polinémio de Taylor de grau n para f(x) = e* ¢ Zi-o(x'fi1). Use o polindmio de grau nove ¢ a aritmética
de truncamento, com trés algarismos, para determinar uma aproximagio de ¢~ por cada um dos seguintes

métodos.

i (=5) Z} (—=1)5’
ae¢’ = =

=0 ! =0 !

1
b. ()_5 = -? == !

e 9 5
=0 F

19.

Res
a. l
b. 8

20. Repi

21.
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23.

24,

25.

a. M
ao ¢

=~ &
N RN o

mait
Qua
Seja
risi
as s

[Siuy
+1

Ow

desc
corm
a. S



CapituLo 1 Preliminares Matematicos e Analise de Erros = 27

€. Um valor aproximado de e~5 correto até trés algarismos € 6,74 x 1073, Qual férmula, (a) ou (b), fornece
0 resultado mais preciso e por qué?

@)0 sistema linear dois por dois
ax + by = e, cx + dy = §,

onde a, b, ¢, d, e, fsio dados, pode ser resolvido para x e ¥ como segue:

faca m = L, desde que a # 0;
a
dy =d — mb,
hi=f=me
= di,
R d,’
o e—by;
a

Resolva os seguintes sisternas lineares usando a aritmética de arredondamento, com quatro algarismos.

a. 1,130x — 6,990y = 14.20 1,013x — 6,099y = 14,22
(1.8,110x + 12,20y = —0,1370 —18,11x + 1122y = —0,1376

20. Repita o Exercicio 19 usando a aritmética de truncamento, com quatro algarismos.

Far\ 77N r . . . .
@@Mostre que a técnica de estruturagio de polindmio descrita no Exemplo 6 pode também ser aplicada
ao célculo de
) = 1,01e™ — 4,62e3 — 3 11e2 + 122¢" —1,99.
@Use a aritmética de arredondamento, com trés algarismos, na hipétese que ¢'*3 = 4,62 ¢ o fato de que
€™ = (e")" para calcular £(1,53) como dado no item (a).
--’E?‘Rcfaga o cdlculo no item (b) primeiro estruturando os cdlculos.

.JCompare as aproximagdes do item (b) e (c) com o resultado verdadeiro com trés algarismos f(1,53) =
—7.61.

22. Um paralelepipedo retangular tem lados de comprimento 3 cm, 4 cm e 5 c¢m, medidos até o centimetro
mais préximo. Quais sdo os melhores limitantes superior e inferior para o volume desse paralelepipedo?
Quais 530 os melhores limitantes superior e inferior para a drea da superficie?

23. Seja P,(x) o polinémio de Maclaurin de grau » para a fungio arco-tan gente. Use o Maple com 75 alga-
rismos decimais para determinar o valor de n necessdrio para aproximar 1 com precisdo de 102 usando
as seguintes férmulas.

ST 3l

24. Suponha que fi(y) seja uma aproximagio por arredondamento, com k algarismos, de ¥. Mostre que

y = iy
y

= 0,5 X 10741,

[Sugestao: se d,,, < 5, entdo fl(y) = 0d,d,...d, X 10". Se di+y = 5, entdo fi(y) = 0,d,d, . . . dp X 107
4o lon—k]'

25. O coeficiente binomial

m) _ m!
k] klm— k!

descreve o nimero de maneiras para se escolher um subconjunto com k objetos a partir de um conjunto
com m elementos.

a. Suponha que os nimeros de méquina decimais sejam da forma

t0.d\dydydy X 10", com 1 =d; =9,0=d, < 9sei=2, 3,4eln = 15.
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EXERCICIOS 2.1

/’
Q Utilize 0 método da Bisseccio para determinar p para f(x) = Jx — cos x em [0, 1].

@ Seja f(x) = 3(x + 1)(x — %) (x — 1). Utilize o método da Bissecgdo nos intervalos a seguir para deter-

s

g

minar p;. .
@[—2, 1,5] @[« 1,25,2,5]

Utilize 0 método da Bissecgdo para determinar as solugGes com precisdo de 1072 para x3 —7x2 + 14x —
6 = 0 em cada intervalo.

(@10, 1] - b.[1,32] c.[3.2,4]

@ Utilize 0 método da Bissecgio para determinar as solugBes com precisio de 1072 para x* —2% — 4x2 +

@

8.

10.

11.

4x + 4 = 0 em cada intervalo.

@2, -1 ()10, 2] ©)2.3] dl-1,0]

Utilize o método da Bissecgio para determinar as solugdes com precisio de 1075 para os problemas a
seguir.

Aax—2"=0para0 =x = |

b.e' - +3x-2=0para0=x = |

C.2xcos(20) — (x + 1) =0para 3 =x= 26 —] =y = 0

d.xcosx—24? +3x —1 =0para02=x=03el2=x=13

Utilize o método da Bissecgdo para determinar as solugdes com precisdo de 1075 para os problemas a
Seguir.

ald3x—e¢' =0paral =x=2

b.x+3cosx—e"=0para0=y=]

¢a’—4x+4—Inx=0paral =y =2e2=<xy=<4

d.x+1—2senmy=0para0 <y = 05e05=x=1

@Esboce os grificosde y = xe y = 2 sen x.
@ Utilize o método da Bissecgio para determinar uma aproximagio com precisio de 10-5 do primeiro
valor positivo de x com x = 2 sen x.
a. Esboce os grificosde y = xe y = tg x.
b. Utilize 0 método da Bissecgdo para determinar uma aproximagio com precisio de 103 do primeiro
valor positivo de x com x = tg x.
a. Esboce os grificosde y = ¢* — 2 ¢ y = cos(e' — 2).

b. Utilize o método da Bissecgdo para determinar uma aproximagdo com precisiio de 10™% de um valor
em [0,5, 1.5] com ¢* — 2 = cos(e" — 2).

Sejaf(x) = (x + 2)(x + 1)2x(x — 1)*(x — 2). Para qual zero de f o método da Bissecgdio converge quan-
do aplicado aos intervalos a seguir?

a.[—-15,25) b. [-0,5, 2,4] c.[—0,5, 3] d.[-3, —0,5]

Seja f(x) = (x + 2)(x + Dix(x — 1y x — 2). Para qual zero de f o método da Bissec¢iio converge quan-
do aplicado aos intervalos a seguir?

a. [—3, 2,5] b. [-25, 3] c.[—1,75,1,5] d. [-1,5, 1,75]

QZ) Determine uma aproximagio de \3 correta até 10, utilizando o Algoritmo da Bissecgdo. [Sugestdo:

13.
14.

considere f(x) = x2 — 3]
Determine uma aproximagio de /25 correta até 104, utilizando o Algoritmo da Bissecgdo.

Utilize o Teorema 2.1 para determinar um limitante para o nlimero de iteragdes necessdrias para a obten-
¢ao de uma aproximagiio com precisdo de 107? da solugdo de x* + x — 4 = 0 dentro do intervalo [1, 4].
Determine uma aproximagio da raiz com essa ordem de precisdo.
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15. Utilize o Teorema 2.1 para determinar um limitante para o nimero de iteragdes necessdrias para obter
uma aproximagio com precisio de 107* da solugdo de x* — x — 1 = 0 dentro do intervalo [1, 2].
Determine uma aproximagio da raiz com essa ordem de precisdo.

16. Sejaf(x) = (x — 1)'% p = lep, = | + 1/n. Mostre que |f(p,)| < 107* sempre que n > 1, mas que
[p — p,l < 1073 requer n = 1 000.

17. Seja {p,] a seqiiéncia definida por p, = Yi- 1 (1/k). Mostre que {p,) diverge mesmo que
]imu—-m (pll e Prr--.f) =0

18. A fungdo definida por f(x) = sen 7x tem zeros em cada inteiro. Mostre que quando —1 <a <0e
2 < b < 3, o método da Bissecgio converge para
a.0,seqg +b <2 b.2,sea+b>2 c.l,seat+bhb=2

&

Uma gamela de comprimento L tem segdo transversal semicircular com raio 7 (veja a figura abaixo).
Quando a gamela est4 cheia com dgua até uma distincia h do topo, o volume V' de dgua ¢

V=1L [0,5 2 — rlarcsen (E) — h(? — hz}uz]_
r

;p Al )

Suponha que L = 10 pés, r = 1 pé e V = 12,4 pés’. Determine a profundidade da dgua na gamela com
precisio de 0,01 pé. ( LPE= 3 oOHS )

20. Uma particula comega a se movimentar sobre um plano inclinado liso cujo dngulo 6 estd variando a
velocidade constante

ﬁ=w€0‘

dt
Depois de 7 segundos, a posigio do objeto € dada por
il —
x(r)=— 8 (i — sen wf).

202

x(1)

Suponha que a particula tenha se deslocado 1,7 pé em um segundo. Determine, com precisio de 107°, a
velocidade @ com a qual @ varia. Suponha que g = 32,17 pés/s?.
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¢. Para a fungdo g (x) = _;(10 — xHe,
g =—3210-x)""2<0 em[l,2],

de modo que g, ¢ estritamente decrescente em [1, 2]. Entretanto, 85| = 2,12, de
modo que a condig@o |g3(x)| = k < 1 falha em [I, 2]. Uma andlise mais detalhada da
seqiiéncia {p,},—, que se inicia com p, = 1,5 mostra ser suficiente considerar o inter-
valo [1, 1,5] em vez de [1, 2]. Nesse intervalo, ainda é verdade que g3(x) < O e que
24 € estritamente decrescente, mas além disso

1< 128 ~gi(15) < g5 < g3(1) = 1.5,

para todo x € [1, 1,5]. Isso mostra que g4 leva [1, 1,5] em [1, 1,5]. Como também é
verdade que |g3(x)| = |gi(1,5)] = 0,66 nesse intervalo, o Teorema 2.3 confirma a

convergéncia que sabiamos existir.

d. Para g,(x) = (10/(4 + x))'2, temos

-5 » 5
J10@4 + 0™ | J10(5)"
O limitante do médulo de g4(x) é muito menor que o limitante (encontrado em (c))
do maddulo de gi(x), o que explica a convergéncia mais rdpida quando usamos g,.

< 0,15 paratodo x € [l,2].

gi)| =

e. A seqiiéncia definida por
28 = x— X+ 4x2 — 10
’ 3x% + 8x

converge de modo muito mais rdpido que as outras opgdes. Nas proximas segdes,
discutiremos a origem dessa opgdo e por que ela € tio eficiente. =

EXERCICIOS 2.2
/?. Utilize manipulag@o algébrica para mostrar que cada uma das fungdes a seguir tem um ponto fixo em p
precisamente quando f(p) = 0, onde f(x) = x* + 242 — x — 3.

@.‘h(-l') =3+ a0 = 22HA @gz(x) - (A‘ + l;— ¥ )m
Dy = 222" _ 3 +22+3
& ( +2 ) O

G) @JSe possivel, efetue quatro iteragdes em cada fungiio g definida no Exercicio 1. Fagap, = l e p,,, =
gp,)oparan =0,1,2,3,
@Qual ¢ a fungfo que vocé acredita que vai fornecer a melhor aproximagio da solugio?
3. Os quatro métodos a seguir sdo propostos para o célculo de 21'7, Classifique-os de acordo com sua
velocidade de convergéncia aparente, supondo p, = 1.

= 2(}!)"—] + 2'l)'lr."jﬁ—] - a P;?q =21
a.p, 'T""_ b. Pr = Pu— 3[)3_!

s - p: o 2]pu—l o, 21 1
C. 2y Pu—-1 P;%-—] —-21 d. P Pt

10.

11.

12.

13.
14.
15

1¢

Os.
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b e

Util

Util
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Os quatro métodos a seguir sdo propostos para o cdlculo de 7'5. Classifique-os de acordo com sua veloci-
dade de convergéncia aparente, supondo p, = 1.

T=mi N Pasi =71
a'Pu:p;-h I+_""‘"_— b' n= =TT T e
1 I( P3_| P Pu-1 p}—l
_ _ 8 =7 - L )
C- Py = Py o d-p,=p,— T

Utilize um método de iteragio de ponto fixo para determinar uma solugdo com precisdo de 1072 para
¥ =32=3=0eml[l,2]. Utilize p, = 1.

Utilize um método de iteragdo de ponto fixo para determinar uma solugdo com precisio de 1072 para
PF—x—1=0em][l, 2]. Utilize p, = 1.

Utilize o Teorema 2.2 para mostrar que g(x) = m + 0,5 sen(1/2) tem um Utnico ponto fixo em [0, 2m].
Aplique a iteragédo de ponto fixo pdra encontrar uma aproximagéo do ponto fixo que tenha a precisdo de
1072, Utilize o Coroldrio 2.4 para estimar o niimero de iteragdes necessdrias para que a precisao de 1072
seja alcangada e compare essa estimativa tedrica com o nilimero realmente necessdrio.

Utilize o Teorema 2.2 para mostrar que g(x) = 27" tem um tnico ponto fixo em [%, 1]. Aplique a iteragio
de ponto fixo para encontrar uma aproximagio do ponto fixo que tenha a precisdo de 1074, Utilize o
Corolario 2.4 para estimar o niimero de iteragGes necessdrias para que a precisio de 10~ seja alcancada
€ Compare essa estimativa tedrica com o nimero realmente necessdrio.

Utilize um método de iteragio de ponto fixo para encontrar uma aproximacio de V3 com precisdo de

107%. Compare seu resultado e o niimero de iteragdes necessdrias com a resposta obtida no Exercicio 10
da Secdo 2.1.

Utilize um método de iteragdo de ponto fixo para encontrar uma aproximagio de /25 com precisdo de
107%. Compare seu resultado e o nimero de iterages necessdrias com a resposta obtida no Exercicio 1 |
da Segdo 2.1.

Para cada uma das ¢quagdes a seguir, determine um intervalo [a, b] no qual a iteragiio de ponto fixo con-

virja. (i) Estime o ndmero de iteragdes necessdrias para obter aproximagdes com precisao de 107 e (ii)
efetue os cdlculos.

N _ 2 — v+ 22 A5 et i
@J———3——_ \P)).l—-:E-i-Z C.).—(T)
d.x =5~ @t =6 f.x =05 (sen x + cos x)

Para cada uma das equagdes a seguir, utilize o intervalo dado ou determine um intervalo [q, b] no qual a
iteragdo de ponto fixo convirja. (i) Estime o nimero de iteragdes necessdrias para obter aproximagoes com
precisdo de 1079 e (ii) efetue os célculos.

a.2 + sen x — x = 0 utilize [2, 3] b. ¥’ = 2x — 5 = 0 utilize [2, 3]

32— v =0 d.x —cosx =0

Determine todos os zeros de JF(x) = x% + 10 cos x, utilizando a iteragiio de ponto fixo para uma funcio
de iteragdo g adequada. Determine os zeros com precisdo de 1079,

Utilize um método de iteragdo de ponto fixo para determinar uma solugio com precisdo de 107 para
X =1gx comxem [4,5].

Utilize um método de iteragdio de ponto fixo para determinar uma solu¢do com precisdo de 1072 para
2senmy + x = Oem[1,2]. Utilize p, = 1.

16. Seja A uma constante positiva dada e g(x) = 2x — Ax2

a. Mostre que se a iteragdo de ponto fixo convergir para um limite néo-nulo, o limite serd p = 1/4, de

mado que o inverso de um niimero possa ser determinado simplesmente por meio de multiplicagGes e
subtragoes.
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17.

18.

19.

20.

21.

22,

24,
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b. Determine um intervalo em torno de 1/A para o qual a iteragdo de ponto fixo convirja, desde que p,
esteja neste intervalo.

Encontre uma fungdo ¢ definida em [0, 1] que ndo satisfaca nenhuma das hip6teses do Teorema 2.2, mas
possua um unico ponto fixo em [0, 1].

a. Mostre que o Teorema 2.2 é verdadeiro se a desigualdade |g'(x)| =< k for substituida por g'(x) < &, para
todo x € (a, b). [Sugestdo: observe que apenas a unicidade estd em jogo.]

b. Mostre que o Teorema 2.3 pode nio ser vélido se a desigualdade |g'(x)] < k for substituida por
£'(x) = k. [Sugestdo: mostre que g(x) = 1 — x2, para x em [0, 1], fornece um contra-exemplo.]

a. Utilize o Teorema 2.3 para mostrar que a seqiiéncia definida por
1 1
X, = —x,, v —, paran=|1,
2 =1
converge para \/2 sempre que x, > \2.
b. Use o fato de que 0 < (x, — 2)? sempre que X, 7 \'Z para mostrar que se 0 < x, < \/2 entdo x, > V2.
c. Use os resultados das partes (a) e (b) para mostrar que a seqiiéncia em (a) converge para \/2, sempre
que x, > 0.

a. Mostre que se A for qualquer niimero positivo, entio a seqiiéncia definida por

= L"’-J'r—l-’- A

2 2x

n=1

X, , paran =],

convergiré para VA, sempre que x, > 0.
b. O que ocorre se x;, < 0?

Substitua a hipStese no Teorema 2.3 de que “existe um nimero positivo k << | com |g'(x)| = &” por “g sa-
tisfaz uma condigdo de Lipschitz no intervalo [a, b], com constante de Lipschitz L < 17, (Consulte o
Exercicio 25, Segfio 1.1.) Mostre que as conclusdes do teorema permanecem vilidas.

Suponha que g seja continuamente diferencidvel em algum intervalo (¢, 4) que contenha o ponto fixo p

de g. Mostre que se [g'(p)| < I, existe um & > 0, tal que se |p, — p| < &, entdo a iteragio de ponto fixo
converge.

23. JUm objeto em queda vertical no ar estd sujeito a resisténcia viscosa, bem como a for¢a da gravidade.

Suponha que um objeto com massa m seja solto a uma altura 5o € que a altura do objeto apés ¢ segundos
seja

2
s(1) = 55 — %r + ____n;zg (1 —girimy,

onde g = 32,17 pés/s? e k representa o coeficiente de resisténcia do ar em Ib-s/pé. Suponha que s, = 300
pés, m = 0,25 b e k = 0,1 Ib-s/pé. Determine, com precisdo de 0,01 s, o tempo decorrido até que o obje-
to alcance o solo.

Sejam g € C'la, b] e p em (a, b), com g(p) = p e |g'(p)| > 1. Mostre que existe um ¢ > 0 tal que se
0 < |po — pl < 8, entiio, [p, — p| < |p, — pl. Desse modo, independentemente de quio préxima a aproxi-
mag3o inicial pyesteja de p, a préxima iteragio p, estard mais afastada, de modo que a iteragdo de ponto
fixo ndo convergira, caso p, # p.

2.3 Método de Newton

O método de Newton (ou Newton-Raphson) é um dos métodos numéricos mais eficientes e co-

nhecidos para a solugdo de um problema de determinagio de raiz e pode ser introduzido de viérias
formas.
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Geralmente, a maior seguranga do método da Falsa Posigdo faz com que sejam necessérios mais
cdlculos que no método da Secante, do mesmo modo que a simplificagdo possibilitada pelo méto-
do da Secante em relacao ao método de Newton, normalmente, introduz o dnus de iteragdes adi-

cionais. Outros exemplos de aspectos positivos e negativos desses métodos podem ser vistos nos
Exercicios 17 e 18.

Tabela 2.6

n pn
0 0,5

o 0,7853981635
2 0,7363841388
3 0,7390581392
4 0,7390848638
5 0,7390851305
6 0,7390851332

EXERCICIOS 2.3

@ Seja f(x) = x* — 6 e py = 1. Utilize o método de Newton para determinar p,.

@ Sejaf(x) = — x* — cos x e py, = — 1. Utilize o método de Newton para determinar p,. Poderiamos uti-
lizar p, = 0?7

@ Sejaf(x) = x* — 6. Com py = 3 e p; = 2, determine p-.
@ Utilize o método da Secante.

b. Utilize o0 método da Falsa Posigdo.
¢. Qual € o resultado mais préximo de \f(_), (a) ou (b)?

.@ Sejaf(x) = — x* — cos x, Com pPo = — lep, = 0, determine p,.
(a) Utilize 0 método da Secante. b. Utilize o método da Falsa Posigéo.

\Sj Utilize 0 método de Newton para encontrar solugbes com precisio de 10™* para os problemas a seguir.
-.@x3—2r3—5=0,[],4] b.x* +3x2 - 1 =0,[-3, 2]
\E}r =cosx =0, [0, /2] d.x—08 - 02senx =0, [0, n/2]

Utilize 0 método de Newton para encontrar sol ugdes com precisdo de 1073 para os problemas a seguir.
ae'+2"+2cosx—6=0 paal=x=2

b.In(x = 1) + cos(x — 1) =0 paral3=x=<2

C2xcos2x — (x —2)2=0 para2<x<3el3<x=4

d(x =22 -lnx=0 parral =x=2ee=x=4

ec'—3x=0 para0<x=<le3<x=<S5

fsenx—ev=0 pral0sx=13=<xys4eb6=sx=<7

7. Repita o Exercicio 3, utilizando o método da Secante.
8. Repita o Exercicio 6, utilizando o método da Secante.
9. Repita o Exercicio 5, utilizando o método da Falsa Posigao.

10. Repita o Exercicio 6, utilizando 0 método da Falsa Posigio.

11. Utilize todos os trés métodos desta se¢do para encontrar solugbes com precisdo de 1073 para os proble-
mas a seguir,

-~ T ST e L -~ - -
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12. Utilize todos os trés métodos desta segdo para encontrar soluges com precisdo de 1077 para os proble-

mas a seguir.
a.x’—4r+4-Inx=0 oparal<x<2eparal2<x=4
b.x+ 1—2senmx =0 paraOExﬂ—;epara-éﬁxﬂl

13. Utilize o método de Newton para encontrar uma aproximagdo com precisdo de 10™* do valor de x que
preduza o ponto no grifico de y = x2 mais proximo a (1, 0). [Sugestdo: minimize [d(x)]?, onde d(x) repre-
senta a distincia de (x, x?) a (1, 0).]

14. Utilize o método de Newton para encontrar uma aproximagdo com precisio de 107* do valor de x que
produza o ponto no grifico de y = 1/x mais préximo a (2, 1).

15

O seguinte enunciado descreve o método de Newton de forma grafica: suponha que f'(x) exista em [a, b)
e que f'(x) # 0 em [a, b]. Suponha também que exista um p € [a, b], tal que f(p) = 0, e seja p, € a, b]
arbitrdrio. Seja p, o ponto no qual a reta tangente a fem (pg, f(py)) cruza o eixo x. Para cada n = 1, seja

P, a interse¢io da reta tangente a fem (P15 f(p,.1)) com o eixo x . Deduza a férmula que descreve esse
método.

16. Utilize o método de Newton para resolver a equagio

o=k ¢ sz——.rscnx— L::(35.2,\-, comp, = .
2 4 2 2

Faga iteragdes, utilizando o método de Newton, até a precisdo de 1077 ser alcangada. Explique por que o re-
sultado ndo parece normal para o método de Newton. Além disso, resolva a equagiio com p, = 5me p, = 107,

@ O polinémio de quarto grau
Sx) = 230x° + 18x% + 9% — 221x — 9

tem dois zeros reais, um em [—1, 0] ¢ outro em [0, 1]. Tente encontrar a aproximagao desses zeros com
a precisdo de 107, utilizando os seguintes métodos:
a. Método da Falsa Posigio,

@Mémdo da Secante,

Q:)Método de Newton,

1 Utilize as extremidades de cada intervalo como aproximagdes iniciais em (a) e (b) e os pontos médios
como as aproximagdes iniciais em (c).

18. A fungdo f(x) = tg X — 6 tem um zero em (1/m) arctg 6 = 0,447431543. Sejam p, = 0 e p; = 0,48.
Faca dez interagdes de cada um dos métodos a seguir para encontrar a aproximagio dessa raiz. Qual € o
método mais eficiente e por qué?

a. Método da Bissecgdo,
b. Método da Falsa Posigio,

¢. Método da Secante.
iof _.\\ . - .
w equagao de iteragdo do método da Secante pode ser escrita na forma mais simples

_ f(pr:—v])pn—z B f(pn—Z)Pn—!
P T pa) = F(Pad)

Explique por que, em geral, essa equagio de iteragdo tende a ser menos precisa que a do Algoritmo 2.4.

20. A equagiio +* — 10 cos x = 0 tem duas solugdes, = 1,3793646. Utilize o método de Newton para encon-
trar uma aproximagio das solugdes com precisio de 105, com os valores de Po A seguir.

a.p, = —100 b. py = =50 c.py = —25
d. p, = 25 e.py = 50 f.p, = 100
21. Aequagdo 4x® — ¢ — ¢~ = 0 tem quatro solugdes *x, e £x,. Utilize 0 método de Newton para encon-
trar uma aproximagio da solugio com precisio de 10™%, com os valores de Py & seguir.
a.py=—10 b.py = =5 C.po=—3
d.po= -1 e.po =0 oo =1




22

23.

25.

CapituLo 2 Solugdes de Equagdes em Uma Variavel = 73

gpo=3 h.p, =5 i.po =10

Utilize o Maple para determinar quantas iteragdes do método de Newton com p, = m/4 sdo necessdrias
para encontrar uma raiz de f(x) = cos x — x com precisdo de 10~!%,

A fungdo descrita por f(x) = In(x2 + 1) — €% cos 7r tem um ndmero infinito de zeros,

a. Determine, com precisio de 1079, o dnico zero negativo.

b. Determine, com precisdo de 107, os quatro menores zeros positivos.

¢. Determine uma aproximagio inicial razodvel para determinar o n-ésimo menor zero positivo de f.
[Sugestao: esboce um gréfico aproximado de f]

d. Utilize a parte (c) para determinar, com precisio de 1075, 0 252 menor zero positivo de f.

- Determine uma aproximagio para 4, com precisdo de 1074, para a equagdo da populagio

435000
1 564 000 = 1 000 000e* + —i—(e’--‘ 1),

discutida na introdugdo deste capitulo. Utilize esse valor para calcular a populagiio no fim do segundo
ano, supondo que a taxa de imigragio durante o ano permanega em 435 000 individuos por ano.

A soma de dois nimeros € 20. Se cada nimero for adicionado a respectiva raiz quadrada, o produto das
duas somas serd 155,55. Determine os dois niimeros com precisdo de 107%,

0 valor acumulado em uma poupanca com base em pagamentos regulares pode ser determinado a partir

27,

da equacao da anuidade antecipada,
A=+
i

Nessa equagiio, A € a quantia na conta, P € a quantia depositada de forma regular e i € a taxa de juros por
periodo para n periodos de depdsito. Um engenheiro gostaria de ter uma poupanga de US$ 750 000,00 ao
se aposentar, depois de 20 anos de trabalho e pode depositar US$ 1 500,00 por més para esse fim. Qual

€ a taxa de juros minima com a qual essa quantia pode ser investida, supondo que os juros sejam com-
postos mensalmente?

Os problemas que envolvem a quantia necessdria para o pagamento de uma hipoteca durante um periodo
fixo empregam a férmula a seguir

A= L —d+pm,
I

denominada equacdo da anuidade ordindria. Nessa equagio, A € o valor da hipoteca, P ¢ a quantia de
cada pagamento, ¢ i € a taxa de juros por periodo para n periodos de pagamento. Suponha que uma quan-
tia de US$ 135 000,00 deva ser paga em 30 anos pela hipoteca de uma casa e que o mutuario possa pagar

até US$ 1 000,00 por més pela casa. Qual deve ser a taxa de Juros mdxima para que o mutudrio possa
pagar a hipoteca?

@ A concentragdo de um medicamento no sangue de um paciente € determinada por ¢(r) = Ate™'” miligra-

29,

mas por mililitro, f horas apés a injecio de A unidades. A concentragdo maxima segura € de 1 mg/ml.

-@)Qual € a quantidade a ser injetada para que esta concentracdo mdxima segura seja alcangada e quando
esse valor mdximo serd alcangado?

b,)Uma quantidade adicional desse medicamento deve ser administrada ao paciente apds a concentragio

cair para 0,25 mg/ml. Determine, com precisao de minutos, quando essa segunda injecdo deve ser apli-
cada.

@uponha que a concentragiio apds injegbes consecutivas seja aditiva e que 75% da quantidade injetada

originalmente seja administrada na segunda inje¢do. Quando a terceira injecio deve ser aplicada?
Seja f(x) = 33+ — 7. 52¢
a. Utilize os comandos solve e fsolve do Maple para tentar determinar todas as raizes de f.
b. Trace o gréfico de f( x) para encontrar aproximagdes iniciais das raizes de f.
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c. Utilize o método de Newton para determinar raizes de f com precisio de 10716,
d. Encontre as solugdes exatas de f(x) = 0, sem utilizar o Maple.

Repita o Exercicio 29, utilizando f(x) = 2% — 3. 70+,

@0 modelo de crescimento populacional logistico é descrito por uma equagio na forma

32.

33.

34.

)
1 —ce

P() = e
onde P, c e k > 0 sio constantes, e P(f) é a populagio no instante f. P representa o valor-limite da popu-
lagdo, pois lim,_,., P(r) = P,. Utilize os dados do censo dos anos 1950, 1960 e 1970 fornecidos na tabela
da pagina 101 para determinar as constantes P, ¢ e & para um modelo de crescimento logistico. Utilize o
modelo logistico para calcular a populagio dos Estados Unidos em 1980 e 2010, supondo f = 0, em 1950.
Compare os resultados obtidos para 1980 com o valor real.

O modelo de crescimento populacional de Gompertz € descrito por
P() = P

onde P, c e k > 0 sfio constantes e P(f) € a populagio no instante f. Repita o Exercicio 27, utilizando o
modelo de crescimento de Gompertz em vez do modelo logistico.

O jogador A eliminard (ganha por 21 a 0) o Jjogador B em uma partida de raquetebol com uma probabilidade

_1+p P 21
i =
onde p denota a probabilidade de A vencer qualquer rebatida especifica (independentemente do sacador).

(Consulte (Keller, J], pdg. 267). Determine, com precisdo de 1073, o valor minimo de p que garanta que
A eliminard B em pelo menos metade das partidas Jogadas.

No projeto de veiculos para qualquer tipo de terreno, € necessdrio considerar falhas do veiculo quando
este tenta transpor dois tipos de obstaculos. Um tipo de falha é denominado falha de suspensdo e ocorre
quando o vefculo tenta cruzar um obsticulo onde sua parte inferior toca o chio. Outro tipo de falha é
chamado falha dianteira e ocorre quando o veiculo desce em uma vala e sua parte dianteira toca o chio.
A figura a seguir, adaptada a partir de [Bek], mostra os componentes envolvidos na falha dianteira de
um veiculo. Nessa referéncia é mostrado que o angulo o maximo que pode ser transposto por um veicu-
lo quando f € o Angulo maximo para o qual a falha de suspensdo nde ocorre, satisfaz a equagio
Asenacoso + Bsen?a — Ccosae — Esena = 0,

onde

A=lIsenfy, B=lIcosf;, C=(h+0,5D)senf, —0,5D tanff, e

E = (h + 0,5D)cos 8, — 0,5D.
Afirma-se que quando / = 89 pol, h = 49 pel, D = 55 pol, e 8, = 11,5°, o dngulo o € de aproximada-
mente de 33°. Verifique esse resultado.
Determine o para a situagio em que /, 4 ¢ 8, tenham os valores indicados na parte (a), mas D = 30 pol.
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Passo 4 Se |p — po| < TOL, entao

SAIDA (p): (Procedimento concluido com SUCEsso.)
PARE.

Passo 5 Facai= i+ 1.
Passo 6  Faga p, = p. (Atualiza Po-)

Passo 7 SAIDA (‘O método falhou apés N, iteragdes, Ny =", Ny);
(O procedimento ndo foi bem-sucedido.)
PARE.

Observe que A%p, pode ser 0, o que introduziria um 0 no denominador da préxima iteragio.
. . o p -1 .
Caso isso ocorra, terminamos a seqii€ncia e selecionamos p;ﬂ COmo a resposta aproximada.

Exemplo 2 Para resolver 13 + 4x2 — 10 = 0, utilizando 0 método de Steffensen, faga x> + 4x2 =
10, divida por x + 4 e isole x. Esse procedimento produz o método de ponto fixo
10 12
W=lz¥z) -
utilizado no Exemplo 3(d) da Secdo 2.2.

O procedimento de Steffensen com Po = 1,5 fornece os valores da Tabela 2.12. A iteracdo
Py~ = 1,365230013 tem precisdo até a nona casa decimal. Neste exemplo, a precisdo alcancada

pelo método de Steffensen é aproximadamente a mesma obtida no método de Newton (consulte o
Exemplo 4 na Secdo 2.4).

]
Tabela 2.12
; i~ o 7
0 1,5 1,348399725 1,367376372
1 1,365265224 1,365225534 1,365230583
2 1,365230013

De acordo com o Exemplo 2, parece que o método de Steffensen fornece a convergéncia
quadrtica sem o célculo de uma derivada, e o Teorema 2.14 confirma que este € o caso. A demons-
tragdo desse teorema pode ser encontrada em [He2, pags. 90-92] ou [IK, pdgs. 103-107].

Teorema 2.14 Suponha que x = 8(x) tenha a solug@o p com g'(p) # 1. Caso exista um & > 0 tal
que g € C3[p — &, p + 6], entdio, o método de Steffensen fornece a convergéncia
quadritica para qualquer py € [p — 6, p + d]. m

EXERCICIOS 2.5

-Ll) As seqiéncias a seguir sdo linearmente convergentes. Gere os primeiros cinco termos da seqiiéncia {p, },
utilizando o método A? de Aitken.

&p =05, p,=(2 -+ Pa-Df3, n=1
Bpo =075, p,= (Y3, p=1

©py =05 p,=3"1 p=1

@ypy =05, p,= cosp,_,, n=1
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Considere a fungio f(x) = €5 + 3(In2)%% — (In8)e** — (In2)’. Utilize o método de Newton com p, = 0
para obter uma aproximagdo de um zero de f. Gere termos até que |p,,; — p,| < 0,0002. Obtenha a
seqiiéncia A? de Aitken {p,]. Houve melhora na convergéncia?

Seja g(x) ='cos(x — 1) e p,‘,m = 2. Utilize o método de Steffensen para determinar p,l,”.
Seja g(x) = 1 + (senx)*¢e p:,m = 1. Utilize o método de Steffensen para determinar pf]” e pf,zj |
O método de Steffensen € aplicado a uma fungio g(x) com pf,“’ =le p;m = 3 para a obtengdo de p({,” =

0,75. Qual é 0 pi™?

O método de Steffensen é aplicado a uma fungdo g(x) com p:]m =le pim = \ﬁ para a obtengdo de pf)” =

2,7802. Qual é 0 pi?

Utilize o método de Steffensen para determinar com a precisdo de 10™* araiz de x* — x — 1 = 0 no inter-
valo [1, 2] e compare o resultado com os resultados do Exercicio 6 da Segdo 2.2.

Utilize 0 método de Steffensen para determinar com a precisdo de 107* a raiz de x — 27% = 0 no inter-
valo [0, 1] e compare o resultado com os resultados do Exercicio 8 da Se¢iio 2.2,

Utilize o método de Steffensen com p, = 2 para calcular uma aproximagéo de J3 com precisdo de 107%,
Compare o resultado com os resultados do Exercicio 9 da Segdo 2.2 e do Exercicio 12 da Segdo 2.1.

Utilize o método de Steffensen com p, = 3 para calcular uma aproximagéo de /25 com precisdo de 1074,
Compare o resultado com os resultados do Exercicio 10 da Se¢fio 2.2 e do Exercicio 13 da Segiio 2.1.

Utilize o método de Steffensen para obter uma aproximagfio das solugdes das equagdes a seguir com pre-
cisdo de 1073,

a.x = (2 — e' + x%)/3, onde g é a fungdo do Exercicio 11(a) da Se¢do 2.2.

b. x = 0,5 (sen x + cos x), onde g ¢ a fungio do Exercicio 11(f) da Se¢do 2.2.

c. x = (¢'/3)'?, onde g é a fungdo do Exercicio 11(c) da Segiio 2.2.

d. x = 57, onde g ¢ a fungdo do Exercicio 11(d) da Segio 2.2.

Utilize o método de Steffensen para obter uma aproximacao das solugdes das equagoes a seguir com pre-
cisdio de 1072,

a.2 + senx — x = 0, onde g é a fungfio do Exercicio 12(a) da Segao 2.2.

b. x* — 2x — 5 = 0, onde g € a fungdo do Exercicio 12(b) da Segdo 2.2.

c. 3x% — ¢* = 0, onde g € a fungdo do Exercicio 12(c) da Segao 2.2.

d. x — cos x = 0, onde g ¢ a funcido do Exercicio 12(d) da Segdo 2.2.

As seqiiéncias a seguir convergem para 0. Utilize o método A” de Aitken para gerar {p,} até que gl =5
X 107%

ap,=—, n=1 b.p,,=iz, n=1
n

Uma seqiiéncia {p,] € considerada superlinearmente convergente para p se

Ipn+l_p1
im 5T ;5 =0.
= |py = pl

a. Mostre que se p, — p com ordem «, para a > 1, {p,} ¢ superlinearmente convergente para p.
b. Mostre que p, = 1/n" é superlinearmente convergente para 0, mas nio converge para 0 com
para qualquer o > 1.

Suponha que {p,} seja superlinearmente convergente para p. Mostre que

. |pfl+l = Pn1
lim il
L lpn i pi

16.

17.

ond
tode
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Po = 235- P = 2,0, Py = 2,25

i P f(p)

3 1,96059 —0,611255

4 1,97056 0,748825 X 1072
5 1,97044 —0,295639 x 1074
6 1,97044 —0,259639 x 1074

Utilizamos o Maple para gerar a parte (a) da Tabela 2.13. Para isso, definimos f(x) e as aproxi-
magdes iniciais por
>Ffi=x—>16*x"4-40%x"34+5*Xx"2+20*x+6;
>p0:=0.5; pl:=-0.5; p2:=0.0;

Calculamos o polindmio nos valores iniciais
>f0:=f(p0); £l:=f(pl); f2=f(p2);

e obtemos ¢ = 6, b = 10,a = 9 e p; = —0,5555555558 + 0,5983516452i, utilizando as férmulas
do método de Miiller:

>c:=£f2;

>bi=((p0-p2) "2*(£1-£2)~-(pl-p2)~}2*(£0-£2))/((p0-p2)* (pl-p2)*(pP0-Pl));
>a:=((pl-p2)*(£0-£2)-(p0-p2)*(£1-£2))/((p0-p2)*(pl-p2)*(p0-pl));
>p3:=p2-(2*c)/(b+(b/abs(b))*sqrt(b”"2-4*a*c));

O valor p5 foi gerado por meio da aritmética complexa, como no cdlculo
>£3:=f(p3);

que fornece f; = —29,40070112 — 3,898724738..
Os valores reais das raizes da equagdo sio 1,241677, 1,970446 ¢ —0,356062 *+0,162758i, o que
mostra a precisdo das aproximagdes obtidas pelo método de Miiller. |

O Exemplo 3 ilustra que o método de Miiller pode determinar aproximagdes das raizes dos
polinémios com uma variedade de valores iniciais. De fato, o método de Miiller geralmente con-
verge para a raiz de um polindmio para qualquer opgéo de aproximagdo inicial, embora problemas
nos quais a convergéncia ndo ocorra possam ser ‘construidos. Por exemplo, suponha que, para
algum i, tenhamos f(p;) = f(pis1) = f(Pis2) # 0. Nesse caso, a equagao quadrética serd reduzida
a uma fungdo constante ndo-nula que nunca cruzard o eixo x. Porém, em geral, isso ndo ocorre, €
pacotes de software de uso geral que utilizam o método de Miiller requerem apenas uma aproxi-
macdo inicial para cada raiz e até mesmo oferecem essa aproximagao como opgao.

EXERCICIOS 2.6

1.) Determine aproximagdes, com precisdo de 1074, de todos os zeros reais dos polindmios a seguir, uti-
lizando o método de Newton.

(@) =x* =22 -5 (b,F(x) = x* + 322~ 1

GfG=a =g~ 1 @f(y=x+22-x-3
e. f(x) = x> + 4,001x% + 4,002x + 1,101 f.f()=x—x+2— I+ x—4

@ Determine aproximagdes, com precisio de 1073, de todos os zeros de cada um dos polindmios a seguir,
primeiramente encontrando os zeros reais, usando o método de Newton, e, a seguir, reduzindo a

polinémios de menor grau para determinar quaisquer zeros complexos.

@(x) = + 50 — 9x — 85x — 136

b
B
i
i
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b.f(x) = x* — 26 — 1242 + 16x — 40
CfX) =X+ +3x2+2x+2 ¢

d.f(x) =5+ 114 — 2153 - 10x> — 21x = §
e. f(x) = 16x* + 88x3 + 159x% + 76x — 240

@(x} =x'—d4x-3x+5

gf(x)=x*—20 —4x2+ 4x+ 4

@f{x) =x—7324 14x— 6

@

5.

6.

@

10.

Repita o Exercicio 1, utilizando o método de Miiller.
Repita o Exercicio 2, utilizando o método, de Miiller,

Utilize o método de Newton para determinar, com precisdio de 1073, os zeros e os pontos criticos das
fungdes a seguir. Utilize os resultados para esbogar o grifico de f.
af(x)=x—9x2+ 12 b.f(x) =x*— 23 = 5x2+ 12x = 5

f(x) =100 = 8,352 + 2,295x — 0,21141 = 0 tem uma raiz em x = 0,29. Utilize o método de Newton,
com aproximagdo inicial x, = 0,28, para tentar determinar essa raiz, Explique o que ocorre.

Utilize cada um dos métodos a seguir para determinar uma solugdo em [0,1, 1], com precisdo de 107%, de

600x* — 550x* + 2002 — 20x — 1 = 0.
'@‘, Método da Bissecgio ( \ Método de Newton l-" ¢. Método da Secante
d. Método da Falsa Posicdo [ e.)Método de Miiller

Duas escadas se cruzam em um beco de largura L. Cada escada tem uma extremidade apoiada na base de
uma parede e a outra extremidade apoiada em algum ponto da parede oposta. As escadas se cruzam a uma

altura A acima do pavimento. Calcule L, sendo x; = 20 pés e x, = 30 pés os respectivos comprimentos
das escadas e A = § pés.

X2

X

{
e—1r —
Uma lata em forma de cilindro circular reto deve ser fabricada de tal forma que possa conter o volume de
1000 cm®. A tampa e o fundo circulares da lata devem ter um raio 0,25 ¢cm maior que o do cilindro para
que o excesso de material seja utilizado como vedagio da borda. A chapa de material da lateral da lata

também deve ser 0,25 cm mais longa que a circunferéncia da lata para formar a vedagdo. Determine, com
precisdo de 1074, a quantidade minima de material necessaria para a fabricagdo da lata.

Em 1224, Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci, respondeu a um desafio matematico de
John de Palermo na presenga do Imperador Frederick II: determine uma raiz da equagdo x* + 2x? + 10x
= 20. Primeiramente, ele mostrou que a equagdo ndo tinha raizes racionais e nem raizes irracionais

euclidianas, isto €, ndo existia nenhuma raiz na forma a = \fg, \/E %= \/E \/a =+ JE ou \/\/E k= \/E

onde a e b sdo niimeros racionais.




