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Formalismo Hamiltoniano

1) Equações de Hamilton. Obtenha as equa-
ções canônicas de Hamilton a partir do Princípio
de Hamilton

δS = δ

∫ t2

t1

L {q, q̇; t} dt = 0

para uma sistema com n graus de liberdade.

2) A figura abaixo mostra um pêndulo com ex-
tensão ` e massa m. O seu ponto de suspensão
está localizado no ponto x0, o qual é movimen-
tado horizontalmente de acordo com

x0 (t) = A+ a cosωt,

sendo A, a e ω constantes dadas.

θ

(a) Encontre a Hamiltoniana deste sistema.
(b) Derive as equações canônicas de Hamilton.
(c) Considere a possibilidade de oscilações de pe-
quena amplitude (|θ| � 1 e a � 1) e obtenha as
equações de movimento linearizadas.
(d) Resolva as equações de movimento no regime
estacionário, i. e., suponha que a solução possa
ser escrita

pθ (t) = C senωt+D cosωt

e obtenha as constantes C e D e a solução para
θ (t).
(e) Discuta em que situação a aproximação de
pequenas oscilações deixa de ser válida.

3) Considere o sistema abaixo constituído por
um pêndulo simples de massa m e comprimento
`, com o seu ponto de suspensão preso ao fundo
de um carrinho de massa M , o qual é livre para
se mover sem atrito ao longo de um trilho hori-
zontal.

(a) Obtenha a Lagrangiana do sistema pêndulo
+ carrinho.
(b) Obtenha as equações de Euler-Lagrange.
(c) Obtenha a Hamiltoniana do sistema.
(d) Obtenha as equações canônicas de Hamil-
ton.
(e) Resolva as equações de movimento (em qual-
quer formulação) realizando uma aproximação
de oscilações de pequenas amplitudes.
(f) A superfície sobre a qual a massa M se apoia
é agora inclinada por um ângulo α em relação à
horizontal. Repita os itens (a) – (e) nesta situa-
ção.

4) Uma partícula de massa m movimenta-se
sem atrito sobre uma mesa horizontal. Uma
corda rígida e leve tem uma de suas extremida-
des conectada à partícula, passa por um orifício
no centro da mesa e tem a sua outra extremi-
dade conectada a uma mola de constante elás-
tica k, conforme ilustrado na figura abaixo. A
extensão da corda é tal que a força restauradora
da mola é nula quando a partícula se encontra
sobre o orifício.

(a) Obtenha a Hamiltoniana do sistema.
(b) Obtenha as equações de Hamilton.
(c) Qual coordenada é cíclica? Qual é a cons-
tante de movimento associada à mesma?
(d) Mostre que a função Hamiltoniana é a ener-
gia total do sistema e que ambas são conserva-
das.
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(e) As equações de movimento podem ser inte-
gradas. Siga passos semelhantes aos adotados
para resolver o problema de Kepler e mostre que

θ (r) =
pθ
m

∫
r−2dr√

2
m

(
H − p2θ

2mr2 −
1
2kr

2
) + cte.

Obtenha a forma da órbita da partícula.

5) Hamiltoniano de um sistema planetário.
Duas partículas de massas m1 e m2 movem-se
livremente no espaço sob a ação da força gra-
vitacional mútua. Este sistema é ilustrado na
figura abaixo.

Referencial     com origem no c.m. permanece
paralelo ao referencial   

Particulas       e       movem−se livremente no espaço sob a ação de

uma força inversamente proporcional ao quadrado da distância.

r1

r2R

R’

Inercial

R’

R

m
2

m
1

(a) Expresse as posições de cada partícula em
termos das posições do centro de massa (c.m.)
do sistema

r̄ =
m1r1 +m2r2

m1 +m2

e da posição relativa (r = r2 − r1). Note que, de
acordo com os referenciais R e R′ ilustrados na
figura, a origem de R′ está no centro de massa.
(b) Sendo

F 12 = G
m1m2

r2

r

r
F 21 = −Gm1m2

r2

r

r

as forças internas do sistema, mostre primeiro
que

∇1 =
m1

M
∇r̄ −∇r ∇2 =

m2

M
∇r̄ +∇r

e então obtenha a energia potencial interna to-
tal empregando um sistema de coordenadas es-
férico.

(c) Expressando a posição do c.m. em coorde-
nadas cartesianas r̄ = (x̄, ȳ, z̄) e a posição rela-
tiva em coordenadas esféricas r = (r, θ, φ), mos-
tre que na ausência de forças externas a Lagran-
giana do sistema é

L
{

˙̄x, ˙̄y, ˙̄z, r, θ, ṙ, θ̇, φ̇
}

=
1

2
M
(

˙̄x2 + ˙̄y2 + ˙̄z2
)

+
1

2
µ
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sen2 θφ̇2

)
+G

m1m2

r
,

sendo M = m1 + m2 e µ = m1m2/M a massa re-
duzida do sistema.
(d) Obtenha as equações de Euler-Lagrange do
sistema. Como é o movimento do centro de
massa? Verifique em que situação as equações
de movimento permitem uma solução com θ̇ = 0.
(e) Obtenha os momentos canônicos conjuga-
dos.
(f) Obtenha a Hamiltoniana do sistema.
(g) Derive as equações de Hamilton. Além dos
momentos associados com as coordenadas cí-
clicas, qual é a outra constante de movimento
deste sistema?
(h) Da mesma forma como no item (d), as equa-
ções de Hamilton admitem uma solução com
θ̇ = 0. Mostre que nestas condições a órbita das
partículas é determinada pela quadratura

φ (r) =

∫ (
pφ/r

2
)
dr√

2µ
(
Hrel +Gm1m2

r − p2φ
2µr2

) + cte.,

onde
Hrel = H − 1

2M

(
p2
x̄ + p2

ȳ + p2
z̄

)
.

6) Dada a Hamiltoniana H (r1,...,rN ,p1,...,pN ,t) de
um sistema de N partículas, deseja-se investigar
a invariância da mesma sob a ação das transfor-
mações infinitesimais

rα → r′α = rα + δrα pα → p′α = pα + δpα.

(a) Obtenha a expressão para a variação da Ha-
miltoniana δH frente a estas transformações.
(b) Para o caso de translações rígidas, δrα = εn̂
e δpα = 0, verifique a conservação do momento
linear canônico total do sistema.
(c) Para o caso de rotações rígidas, δrα = δθn̂×rα
e δpα = δθn̂×pα, verifique a conservação do mo-
mento angular canônico total do sistema.

7) Uma massa m oscila num plano vertical
fixo, suspensa por um fio de massa desprezível
que passa por um orifício numa mesa horizon-
tal. O fio, que possui um comprimento inicial
`0, é puxado através do orifício a uma taxa cons-
tante, de tal modo que o seu comprimento varia
de acordo com ` (t) = `0 − αt, sendo α > 0.
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(a) Obtenha a Lagrangiana e a equação de movi-
mento.
(b) Obtenha a Hamiltoniana e as equações canô-
nicas de Hamilton.
(c) Discuta a conservação da Hamiltoniana e sua
relação com a energia mecânica.
(d) Supondo que a massa é abandonada a par-
tir do repouso em um ângulo inicial θ0 pequeno,
obtenha uma solução para a equação de movi-
mento. Discuta a validade desta solução.1

8) A dinâmica de um sistema físico é descrito
pela Lagrangiana

L =
1

2
m
(
ρ̇2 + ρ2φ̇2 + ż2

)
+ aρ2φ̇,

onde (ρ, φ, z) são coordenadas cilíndricas e a é
uma constante.

(a) Encontre a Hamiltoniana do sistema.
(b) Identifique três constantes de movimento.
(c) A Hamiltoniana é igual à energia mecânica do
sistema?
(d) Mostre que a solução da equação radial pode
ser reduzida a uma quadratura na forma

t =

∫
dρ√

α− (β − aρ2)
2
/m2ρ2

,

sendo α e β constantes. Identifique as mesmas
em termos das constantes de movimento.

9) Considere a Hamiltoniana H (q1, q2, p1, p2) =
q1p1 − q2p2 − aq2

1 + bq2
2, sendo a e b constantes.

(a) Prove que as quantidades

F1 =
p2 − bq2

q1
, F2 = q1q2, F3 = q1e

−t

são constantes de movimento.
(b) Obtenha uma quarta constante de movi-
mento.
(c) Obtenha as soluções para q1 (t), q2 (t), p1 (t) e
p2 (t) em termos das 4 constantes de movimento.

10) Uma partícula de massa m se move sob
a ação da gravidade ao longo da hélice z = kφ,
ρ = constante, onde k é constante. Obtenha as
equações de movimento de Hamilton.

11) Uma mola de massa desprezível com
constante elástica k e comprimento de equilíbrio
` conecta duas massas m1 e m2. O sistema re-
pousa sobre uma superfície lisa e pode tanto os-
cilar quanto rotar.

(a) Determine a lagrangiana e as equações de
movimento.2

(b) Determine os momentos conjugados. Há al-
guma(s) coordenada(s) cíclica(s)?
(c) Determine as equações de movimento de Ha-
milton.

1Sugestão: BOAS, MARY L., Mathematical Methods in the Physical Sciences, 2nd Ed., 1983, seção 12.16.
2Sugestão: Transforme este problema de 2 corpos em 2 problemas de 1 corpo. Escreva a posição de cada partícula em

termos da posição do centro de massa e da posição relativa.
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:::::::::::
Algumas

:::::::::::::
Respostas

2) (a) Hamiltoniana:

H (θ, pθ, t) =
1

2

p2
θ

m`2
− pθ

`
ẋ0 cos θ

− 1

2
mẋ2

0 sen2 θ −mg` cos θ.

(b) Equações de Hamilton:

θ̇ =
pθ
m`2

− ẋ0

`
cos θ

ṗθ = −
(
ẋ0

`
pθ −mẋ2

0 cos θ +mg`

)
sen θ.

(c) Equações linearizadas:

θ̇ =
pθ
m`2

− ẋ0

`
ṗθ = −mg`θ.

3) (a) Lagrangiana:

L
{
θ, ẋ, θ̇

}
=

1

2
(M +m) ẋ2

+
1

2
m`2θ̇2 +m`

(
g + ẋθ̇

)
cos θ.

(b) Equações de Euler-Lagrange:

(M +m) ẋ+m`θ̇ cos θ = cte.

cos θẍ+ `θ̈ + g sen θ = 0.

(c) Hamiltoniana:

H (θ, px, pθ) =
m`2p2

x + (M +m) p2
θ − 2m` cos θpxpθ

2 (M +m sen2 θ)m`2

−m`g cos θ.

(d) Equações de Hamilton:

ẋ =
`px − cos θpθ

(M +m sen2 θ) `

θ̇ =
(M +m) pθ −m`px cos θ

(M +m sen2 θ)m`2

px = cte.

ṗθ =
m`px cos θ − (m+M) pθ

(M +m sen2 θ)
2
`2

(`px − pθ cos θ) sen θ

−m`g sen θ.

4) (a) Lagrangiana:

L
{
r, ṙ, θ̇

}
=

1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
− 1

2
kr2.

(b) Equações de Euler-Lagrange:

mr̈ −mrθ̇2 + kr = 0

mr2θ̇ = cte.

(c) A Hamiltoniana:

H (r, pr, pθ) =
1

2m

(
p2
r +

p2
θ

r2

)
+

1

2
kr2.

(d) Equações de Hamilton:

ṙ =
pr
m

ṗr =
p2
θ

mr3
− kr

θ̇ =
pθ
mr2

ṗθ = 0.

5) (d) As equações de Euler-Lagrange:

M ˙̄x = cte.

µr̈ − µr
(
θ̇2 + sen2 θφ̇2

)
+G

m1m2

r2
= 0

M ˙̄y = cte.

d

dt

(
r2θ̇
)
− r2 sen θ cos θφ̇2 = 0

M ˙̄z = cte.

r2 sen2 θφ̇ = cte.

(f) Hamiltoniana:

H (r, θ, px̄, pȳ, pz̄, pr, pθ, pφ) =
1

2M

(
p2
x̄ + p2

ȳ + p2
z̄

)
+

1

2µ

(
p2
r +

p2
θ

r2
+

p2
φ

r2 sen2 θ

)
−Gm1m2

r
.

(g) Eqs. Hamilton:

˙̄x =
px̄
M

px̄ = cte.

˙̄y =
pȳ
M

pȳ = cte.

˙̄z =
pz̄
M

pz̄ = cte.

ṙ =
pr
µ

ṗr =
1

µr3

(
p2
θ +

p2
φ

sen2 θ

)
−Gm1m2

r2

θ̇ =
pθ
µr2

ṗθ =
p2
φ cos θ

µr2 sen3 θ

φ̇ =
pφ

µr2 sen2 θ
pφ = cte.

7) (a) A Lagrangiana:

L =
1

2
m
(

˙̀2 + `2θ̇2
)

+mg` cos θ.

(b) Equações de Hamilton:

θ̇ =
∂H

∂pθ
=

pθ
m`2

ṗθ = −∂H
∂θ

= −mg` sen θ.

(d) Solução:

θ (t) =
π
√
g`0θ0

α
√
`0 − αt

[
J2

(
2
√
g`0
α

)
Y1

(
2
√
g

α

√
`0 − αt

)
−Y2

(
2
√
g`0
α

)
J1

(
2
√
g

α

√
`0 − αt

)]
.
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Para realizar uma visualização de θ (t), define-
se as quantidades

β =
2
√
g`0
α

τ =
αt

`0
,

em termos das quais pode-se escrever

θ (τ)

θ0
=

1

2

πβ√
1− τ

[
J2 (β)Y1

(
β
√

1− τ
)

−Y2 (β) J1

(
β
√

1− τ
)]
.

A quantidade β deve ser grande para que o
pêndulo possa realizar várias oscilações. Nota-
se também que

lim
`→0

τ = 1.

A figura abaixo ilustra as oscilações a par-
tir de θ0 para β = 200. Observa-se claramente
como a amplitude e a frequência das oscilações
aumentam à medida que o comprimento do pên-
dulo diminui.

β = 200

θ(
t)

 /  
θ 0

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

αt /ℓ0
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8) (a) Hamiltoniana:

H (ρ, φ, z, pρ, pφ, pz) =
p2
ρ

2m
+

ρ2

2m

(
pφ
ρ2
− a
)2

+
p2
z

2m
.

10) Hamiltoniana:

H =
1

2

p2
z

ρ2/k2 + 1
+mgz

Eqs. Hamilton:

ż =
1

m

pz
ρ2/k2 + 1

, ṗz = −mg.

11) (a) Lagrangiana:

L =
1

2

[
M
(
Ṙ2 +R2Θ̇2

)
+ µ

(
ṙ2 + r2θ̇2

)]
−1

2
k (r − `)2

.

(c) A Hamiltoniana:

H =
p2
R

2M
+

p2
Θ

2MR2
+
p2
r

2µ
+

p2
θ

2µr2
+

1

2
k (r − `)2

.

Equações canônicas de Hamilton:

Ṙ =
pR
M

ṗR = 0

Θ̇ =
pΘ

MR2
ṗΘ = 0

ṙ =
pr
µ

ṗr =
p2
θ

µr3
− k (r − `)

θ̇ =
pθ
µr2

ṗθ = 0.
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