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Formalismo Hamiltoniano

1) Equacées de Hamilton. Obtenha as equa-
coes canodnicas de Hamilton a partir do Principio
de Hamilton

"to
55:5/ L{q,q;ttdt=0

t1

para uma sistema com n graus de liberdade.

2) Afigura abaixo mostra um péndulo com ex-
tensao ¢/ e massa m. O seu ponto de suspensao
esta localizado no ponto zy, o qual € movimen-
tado horizontalmente de acordo com

xo (t) = A+ acoswt,

sendo A, a e w constantes dadas.

A

Y Xo

—

v

(a) Encontre a Hamiltoniana deste sistema.

(b) Derive as equacoes canonicas de Hamilton.
(c) Considere a possibilidade de oscilacées de pe-
quena amplitude (|f] < 1 e a < 1) e obtenha as
equacoes de movimento linearizadas.

(d) Resolva as equacdes de movimento no regime
estacionario, i. e., suponha que a solucao possa
Ser escrita

pg (t) = Csenwt + D coswt

e obtenha as constantes C' e D e a solucdo para
0 (t).

(e) Discuta em que situacdo a aproximacao de
pequenas oscilacoes deixa de ser valida.

3) Considere o sistema abaixo constituido por
um péndulo simples de massa m e comprimento
¢, com o seu ponto de suspensio preso ao fundo
de um carrinho de massa M, o qual € livre para
se mover sem atrito ao longo de um trilho hori-
zontal.
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(@) Obtenha a Lagrangiana do sistema péndulo
+ carrinho.

(b) Obtenha as equacodes de Euler-Lagrange.

(c) Obtenha a Hamiltoniana do sistema.

(d) Obtenha as equacées canodnicas de Hamil-
ton.

(e) Resolva as equagdes de movimento (em qual-
quer formulacao) realizando uma aproximacao
de oscilacdes de pequenas amplitudes.

(f) A superficie sobre a qual a massa M se apoia
€ agora inclinada por um angulo « em relacéao a
horizontal. Repita os itens (a) — (e) nesta situa-
cao.

4) Uma particula de massa m movimenta-se
sem atrito sobre uma mesa horizontal. Uma
corda rigida e leve tem uma de suas extremida-
des conectada a particula, passa por um orificio
no centro da mesa e tem a sua outra extremi-
dade conectada a uma mola de constante elas-
tica k, conforme ilustrado na figura abaixo. A
extensao da corda € tal que a forca restauradora
da mola é nula quando a particula se encontra
sobre o orificio.

(a) Obtenha a Hamiltoniana do sistema.
(b) Obtenha as equacdes de Hamilton.

(c) Qual coordenada € ciclica? Qual é a cons-
tante de movimento associada a mesma?

(d) Mostre que a funcao Hamiltoniana € a ener-
gia total do sistema e que ambas sao conserva-
das.
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(e) As equacdes de movimento podem ser inte-
gradas. Siga passos semelhantes aos adotados
para resolver o problema de Kepler e mostre que

r—2dr

+ cte.

5) Hamiltoniano de um sistema planetario.
Duas particulas de massas m; € ms movem-se
livremente no espaco sob a acdo da forca gra-
vitacional mutua. Este sistema € ilustrado na
figura abaixo.

Referencial R com origem no ¢.m. permanece
paralelo ao referencial R

(a) Expresse as posicoes de cada particula em
termos das posicoes do centro de massa (c.m.)
do sistema
P miT1 + Mar2
mi + mo

e da posicao relativa (r = 7, —r1). Note que, de
acordo com os referenciais R e R’ ilustrados na
figura, a origem de R’ estd no centro de massa.

(b) Sendo

mimso T mimeoT

Fi,=G Fy =-G

re r r2 r

as forcas internas do sistema, mostre primeiro
que

ma

Vy="2V,tV,

My
Vl—MVr V., i

e entdo obtenha a energia potencial interna to-
tal empregando um sistema de coordenadas es-
férico.
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(c) Expressando a posicdo do c.m. em coorde-
nadas cartesianas 7 = (Z,y,Z) e a posicao rela-
tiva em coordenadas esféricas r = (r,6, ¢), mos-
tre que na auséncia de forcas externas a Lagran-
giana do sistema ¢é

L 5500,0,0,0) = SM (247 + )

+ %u (7”2 + 1262 + 1% sen? 9(;32) + G@,
sendo M = my + my € u = mymo/M a massa re-
duzida do sistema.

(d) Obtenha as equacodes de Euler-Lagrange do
sistema. Como é o movimento do centro de
massa? Verifique em que situacéo as equacgoes
de movimento permitem uma solucédo com 6 = 0.
(e) Obtenha os momentos canodnicos conjuga-
dos.

(f) Obtenha a Hamiltoniana do sistema.

(g) Derive as equacdes de Hamilton. Além dos
momentos associados com as coordenadas ci-
clicas, qual € a outra constante de movimento
deste sistema?

(h) Da mesma forma como no item (d), as equa-
coes de Hamilton admitem uma solucao com
0 = 0. Mostre que nestas condicoes a orbita das
particulas € determinada pela quadratura

(py/r?) dr

¢(r) =
T /\/2u (Fot + G — 22

2pur

+ cte.,

onde

1
Hrele_m (p%+p§+p§)

6) Dada a Hamiltoniana H (ry,...,rn.,p,,....px.t) de
um sistema de N particulas, deseja-se investigar
a invariancia da mesma sob a acao das transfor-
macoes infinitesimais

To =T =74 +0re D, — Do =D,+ 0D,

(@) Obtenha a expressao para a variacdo da Ha-
miltoniana §H frente a estas transformacées.

(b) Para o caso de translacdes rigidas, or, = en
e dp, = 0, verifique a conservacdo do momento
linear canénico total do sistema.

(c) Para o caso de rotacoes rigidas, §r, = dn xr,
e ép, = dbn X p,, verifique a conservacao do mo-
mento angular canénico total do sistema.

7) Uma massa m oscila num plano vertical
fixo, suspensa por um fio de massa desprezivel
que passa por um orificio numa mesa horizon-
tal. O fio, que possui um comprimento inicial
{y, € puxado através do orificio a uma taxa cons-
tante, de tal modo que o seu comprimento varia
de acordo com ¢ (t) = ¢y — at, sendo « > 0.
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(a) Obtenha a Lagrangiana e a equacao de movi-
mento.

(b) Obtenha a Hamiltoniana e as equacdes cano-
nicas de Hamilton.

(c) Discuta a conservacao da Hamiltoniana e sua
relacdo com a energia mecanica.

(d) Supondo que a massa €é abandonada a par-
tir do repouso em um angulo inicial 6y pequeno,
obtenha uma solucao para a equacao de movi-
mento. Discuta a validade desta solucao.!

8) A dinamica de um sistema fisico é descrito
pela Lagrangiana

1 . .
L= 5m (p'2 + p*¢* + 22) + ap’o,

onde (p, ¢,z) sdo coordenadas cilindricas e a €
uma constante.

(a) Encontre a Hamiltoniana do sistema.
(b) Identifique trés constantes de movimento.

(c) A Hamiltoniana ¢€ igual a energia mecanica do
sistema?

(d) Mostre que a solucao da equacao radial pode
ser reduzida a uma quadratura na forma

t= dp :
/ Va— (8 —ap?)? m2p?

sendo a e 3 constantes. Identifique as mesmas
em termos das constantes de movimento.

9) Considere a Hamiltoniana H (g1, ¢2,p1,p2) =
q1p1 — Gap2 — aq% + bq%, sendo a e b constantes.

(a) Prove que as quantidades

—b
F1:P2 (JQ,

q1

Fy=qq, F3=qe’

sao constantes de movimento.

(b) Obtenha uma quarta constante de movi-
mento.

(c) Obtenha as solucdes para ¢ (t), g2 (t), p1 (t) e
p2 (t) em termos das 4 constantes de movimento.

10) Uma particula de massa m se move sob
a acao da gravidade ao longo da hélice z = ko,
p = constante, onde k € constante. Obtenha as
equacoes de movimento de Hamilton.

11) Uma mola de massa desprezivel com
constante elastica k e comprimento de equilibrio
¢ conecta duas massas m; € my. O sistema re-
pousa sobre uma superficie lisa e pode tanto os-
cilar quanto rotar.

(a) Determine a lagrangiana e as equacgodes de
movimento.?

(b) Determine os momentos conjugados. Ha al-
guma(s) coordenada(s) ciclica(s)?

(c) Determine as equacoes de movimento de Ha-
milton.

1Sugestao: BOAS, MARY L., Mathematical Methods in the Physical Sciences, 2"4 Ed., 1983, secio 12.16.
2Sugestao: Transforme este problema de 2 corpos em 2 problemas de 1 corpo. Escreva a posicdo de cada particula em

termos da posicao do centro de massa e da posicao relativa.
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Algumas Respostas

2) (a) Hamiltoniana:

1 2
~Po @%0059

HO.post) =505~ 7

1
— imx'g sen? § — mgl cos 6.
(b) Equacoes de Hamilton:
. i'O .92
Pp = — <€p9 — mdgcosf + mg£> sen 6.

(c) Equacodes linearizadas:

j_ Po_do
9_m€2 4
Po = —mglo.

3) (a) Lagrangiana:

1 P
L{O,x,@} = §(M+m)x
+ 1mZQG.Q + ml (g + x@) cos 6
5 .
(b) Equacodes de Euler-Lagrange:

(M +m) & + mlf cos 6 = cte.
cos 0 + 16 4+ gsend = 0.

(c) Hamiltoniana:

ml%p2 + (M + m) p2 — 2m¥l cos Opyp
H(97p.’£7p9) = £ ( ) g il

2 (M + msen? 0) m¢?

— mlgcosb.

(d) Equacoes de Hamilton:

_ {py —coslpeg
(M +msen20) ¢
- (M +m) pg — mlp,, cos b
(M + msen? 6) me?
Py = cte.

mlp, cosd — (m+ M) pg
(M + msen? §)* 2

— mlgsend.

Po = (p, — pgcosf)send

(c) A Hamiltoniana:

1 P2 1
H (r,p,,pg) = 5 (p% + Tg) + §kr2.

(d) Equacées de Hamilton:

f:pl '7_:7p03_k7=
m mr

; Po .

0=—5 po=
mr

5) (d) As equacgoes de Euler-Lagrange:

Mz = cte.
U — ur (92 + sen’? 9(132) + Gm1;n2 =0
Mjj = cte.

d . .
T (7"20) —r2senfcosfp? =0
Mz = cte.
2 sen? 99{5 = cte.
(f) Hamiltoniana:

1
H (r,0,pz, py: p=,Pr Do, Py) = 577 (P2 + P2+ p2)

1 9 pg p?zg mims
+ — "+ 2 + -G .
2p (p, r2  r2sen26 r

(g9) Eqs. Hamilton:

=22 pz = cte

= + = cte.
= p—]\j py = cte.
;=P ps = cte

=37 > = cte.

2

. Pr . 1 2 Py mims

= — _ _ G
" I br ur3 (pg + sen? 6 r?
b 2 o = pi cosf

2 o pur? send 6

P Py _
0= ur2sen? 0 po = cte.

4) (a) Lagrangiana:

A .2 2,2 L, o
L{r,r,@} = im (r +r°0 ) — §kr .
(b) Equacoes de Euler-Lagrange:

mit — mrf? + kr =0

mr26 = cte.
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7) (@) A Lagrangiana:

1 . .
L=-m (62 + €292) + mgl cos 6.

2

(b) Equacdes de Hamilton:

, OH  py

0=—=— =——— = —mglsend.

Opg  mb? bo 00 Mg sel
(d) Solucao:
7T\/§€090 2\/960) (2\/§ )
0(t) = J Y, VAo — at
( ) am |: 2 ( o 1 a 0 o

1 (42 (220
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Para realizar uma visualizacao de 6 (¢), define-
se as quantidades

~ 2y/gly ot
ﬂ - o T = Ev
em termos das quais pode-se escrever
O(r) 1 =p
9 = 5\/ﬁ [JQ (ﬁ)yl (ﬂ\/l *T)
Y2 (B) 1 (BV1—T)].

A quantidade § deve ser grande para que o
péndulo possa realizar varias oscilacdes. Nota-
se também que

lim7=1.
£—0

A figura abaixo ilustra as oscilagcées a par-
tir de 6y para 5 = 200. Observa-se claramente
como a amplitude e a frequéncia das oscilacoes
aumentam a medida que o comprimento do pén-
dulo diminui.

g1

B =200 1

0.4 0.6 0.8 1

at/fg

0 0.2
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8) (a) Hamiltoniana:

p2 p2 p¢ 2 p2
H(P,¢7Zappap¢,pz) = ﬁ + % (2 — a) + z

10) Hamiltoniana:

1 p?
H=-_ %tz
sk 1 YE
Eqgs. Hamilton:
. _ 1P
F= = = —Mmg.
mp2/k2+17 p g

11) (a) Lagrangiana:

L= % [M (R2 + R2®2) y (ﬂ + r29'2)} —%k(r — 0?2,

(c) A Hamiltoniana:

2
Py 1 2
—k(r—20)°.
212 + 2 (r=1)

o P
SMRZ " 2

T oM

7o Ph

Equacodes candnicas de Hamilton:

_ Dpe .
“ure e
2
. Pr . p
7’:; pr:/jﬂ?g_ (T_E)
Po .
:W po = 0.
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