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REPRESENTACAO DE NUMEROS E
ERROS

There are 10 kinds of people in the world: Those who understand binary and those who
don't...

Neste capitulo serdo considerados aspectos basicos a respeito do calculo numeérico: a repre-
sentacdo de numeros inteiros e de ponto flutuante em cédigo binario e as fontes de erros que
invariavelmente ocorrem quando se faz necessario usar uma representacao finita para represen-
tar um numero ou uma funcao matematica que, em geral é transcendental e/ou necessita de
uma soma ou produto infinito de numeros para ser exatamente representado.

1.1 REPRESENTACAO DE NUMEROS EM DIFERENTES BA-
SES

Nesta secao serao discutidos alguns métodos para a mudanca de base na representacao
de nameros, tanto inteiros quanto reais. E fato comum para grande parte dos computadores
atualmente empregados na modelagem computacional o emprego de uma base numérica distinta
da base decimal, a qual o seres humanos tendem a se apegar. Em geral, os numeros sao
armazenados na base 2 (binaria), existindo ainda plataformas que os armazenam na base 8
(octal) ou na base 16 (hexadecimal). A representacdao de numeros inteiros € ligeiramente distinta
da representacao de numeros reais.

1.1.1 REPRESENTACAO DE NUMEROS INTEIROS E CONVERSOES
DE BASE

De uma forma geral, um numero inteiro N é representado, na base b, por um conjunto de
digitos a,, (i = 0,1,2,...), sendo que a; assume um intervalo de valores determinado pela base
em uso. A tabela 1.1 indica estes valores para as bases mais utilizadas, inclusive para a base
decimal.

Ha no minimo duas maneiras de se representar o nimero N. O sistema posicional agrupa
os digitos na forma de uma sequéncia, na qual a magnitude da contribuicao de cada digito ao
numero depende da posicao relativa que este ocupa. Neste sistema, o nimero N € escrito como:

N = (anan—1...a1a0),

Tabela 1.1: Intervalos de valores para os digitos a; da base b.

[ b]a

2]0,1

8/0,1,23,45,6 7
10/0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
16/0,1,2,3,4,5,6,7,89,A B C,DE,F

—
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A contribuicao de cada digito para o valor de N fica explicitada na forma polinomial, onde N ¢é
escrito como:
N =a,b" + an_1b" 1+ 4+ a1b+ ao. (1.1)

Até este momento, N tem sido tratado de uma forma abstrata. Por uma questao evolutiva, N
tende a ser visto como um numero na base 10 (decimal),
N = (apan—1...a100)19 = AnGp—1 -..a100.

Caso se passe a representar N sempre na base decimal, entdo deve-se abordar as outras repre-
sentacoes do ponto de vista de conversoes de ou para a base 10.

METODO DAS DIVISOES SUCESSIVAS

Considera-se inicialmente a conversao de um inteiro da base decimal para a base binaria,
uma vez que esta sera a representacdo mais provavel em um computador. Para realizar-se esta
conversao de uma maneira pratica, pode-se usar o método das divisées sucessivas, no qual N
e os sucessivos quocientes ¢; sdo divididos por 2, sendo coletados os restos r; = 0,1 até que o
ualtimo quociente seja g, = 0, 1:

dn—1 2
O ultimo quociente (g,,) somente sera O se N = 0. Entao,
N = (ann,1 N 7“27“17“0)2

ou
N=q2" +rp 12" 4 22 g 28 g 20
Como exemplos, temos

12 = (1100),
25 = (11001),
315 = (100111011),.

O mesmo método pode ser utilizado para converter N para qualquer base b; divide-se N e os
sucessivos quocientes ¢; por b até que o ultimo quociente seja um inteiro :
N b
q1 b
q2 b
a3

Desta forma,

N = (qn’f‘nil...’f‘Q'f‘lTO)b
G b 4 Py OV b 02 g DY g B0

Assim,
12 = (14)s = (C)yq
25 = (31)5=(19)
315 = (473)g = (13B)4-

O programa 1.1 implementa o método das divisdes sucessivas para a conversao de qualquer
numero inteiro da base 10 para a base 2.
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Listing 1.1: Converte um nimero N da base 10 para a base 2. Caso N < 0, o bit de sinal é utilizado.

program CONVersor

implicit none

integer, parameter :: base= 2

integer :: i, j, qn, rn, num, num_abs

real, parameter :: log2= 0.69314718055994530942
integer, DIMENSION(:) , ALLOCATABLE :: b

write (*,fmt= ’(a)’ ,advance= ’'no’) 'Numero na base 10:
read*, num
select case (num)
case (0)
allocate (b(1))
b= 0
case (:—1)

num_abs= abs (num)

j= log(real (num_abs))/log2
allocate (b(0:j + 1))

gqn= num_abs

do i= O, j
rn= mod(qn, base)
qn= gn/base
b(j — 1 + 1)= rn
end do
b(0)= 1
case(1:)

j= log(real (num))/log2
allocate (b(0:j))

gn= num
do i= O, j
rn= mod(qn, base)
gqn= gn/base
b(j — i)= m
end do
end select
j= size (b)
write (*, fmt= ’("A forma binaria é: ")’, advance= ’'no’)
do i= 1, j — 1
write (*,fmt= ’(il)’, advance= 'no’)b(i — 1)
end do

write (*,fmt= "(il) ")b(j — 1)
end program conversor

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 10/2006 Impresso: 18 DE DEZEMBRO DE 2019
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1.1.2 REPRESENTACAO DE NUMEROS REAIS E CONVERSOES DE
BASE

Dado agora um numero real X, o qual possui uma parte inteira X; e uma parte fracionaria
Xy = X — X;, utiliza-se novamente o método das divisdes sucessivas para X;, enquanto que
para X; usa-se o Método das Multiplicacées Sucessivas: multiplica-se X; por 2, extraindo-
se a parte inteira do resultado (a qual pode ser 0); o restante € novamente multiplicado por
2, repetindo-se o processo até que o resto fracionario seja O ou que se obtenha um padrao
repetitivo, em cujo caso o numero fracionario sera periédico. Este método sera ilustrado com
dois exemplos.

Exemplo 1.1. Seja X; = 0,8125, entédo

0,8125 0,6250 0, 2500 0,500
X2 X2 X2 X2 .
1,6250 1,2500 0,500 1,0000

Ou se€ja,
0,8125 = (0,1101), .

O exemplos a seguir mostram a dificuldade de se obter a representacao de um numero fraci-
onario em outra base.

Exemplo 1.2. Um exemplo interessante € o namero X; = 0, 1. Neste caso,

0,1 0,2 0,4 0,8 0,6 0,2
X2 X2 X2 X2 X2 X2

02 04 08 1,6 1,2 0,4

e o processo de multiplicacdes sucessivas repete a sequéncia de digitos 0011 ad infinitum. Por-
tanto,
0,1 =(0,0001100110011...),.

Exemplo 1.3. Seja X; = 0,5225, entédo

0,5225 0,0450 0,0900 0, 1800 0, 3600 0,7200 0, 4400 0, 8800 0, 7600 0, 5200
X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2
1,0450 0,0900 0, 1800 0, 3600 0, 7200 1,4400 0, 8800 1, 7600 1,5200 1,0400
0,0400 0, 0800 0, 1600 0, 3200 0, 6400 0, 2800 0, 5600 0,1200 0, 2400 0, 4800
X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 .
0, 0800 0, 1600 0, 3200 0, 6400 1,2800 0, 5600 1,1200 0, 2400 0, 4800 0, 9600
Ou se€ja,

0,5225 = (0,10000101110000101000... . ), .

Este exemplo mostra que em um computador, onde o espaco para representacao de um numero
é finito, este numero tera que ser arredondado.

A forma polinomial de um numero fracionario é dada por:
Xi=a12 '+ a2 % +az2% 4+
Portanto, um numero real X = X; + X; pode ser representado na base 2 por
X = a, 2%+ a, 12" '+ 40024+ 27 M a2 2+ a3 273+
= (AnGn-1...00,010003...),.
Exemplo 1.4. Seja X = 75,8, temos
X; = 75 = (1001011),

X =0,8=(0,110011001100... ), .

Portanto,
75,8 = (1001011,110011001100... ), .

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 10/2006 Impresso: 18 DE DEZEMBRO DE 2019
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Para converter um numero fracionario da base decimal para uma base b, também aplica-se
o método das multiplica¢ées sucessivas, que, neste caso, consiste em multiplicar o namero por
b e extrair a parte inteira (podendo ser 0). O resto fracionario € multiplicado novamente por b e
a parte inteira € extraida. Este processo deve ser repetido até sobrar o resto igual a O ou até se
observar um padrao repetitivo.

1.1.3 CONVERSAO DE NUMEROS INTEIROS DA BASE b PARA A
BASE DECIMAL

Para introduzir a conversao para a base decimal, sera usada novamente a base binaria como
um primeiro exemplo. Seja o numero N, representado por

N = (am te a2a1a0)2 )
a sua representacao na base decimal pode ser obtida simplesmente pela soma do polinémio
N=an2"+ - +a2%+a; 2" + ay.

A operacionalizacido desta soma pode ser obtida pelos seguintes algoritmos:

1.1.3.1 ALGORITMO DE HORNER.

O numero N pode ser obtido na base decimal através do calculo da sequéncia

an = Qm,
bm—l = Gm-1-+ Qbma
bpn—2 = am-2+ 2bp_1,
b1 = Qa1 + 2b27
bo = agp+ 2b;.
E entao,
N = by.

1.1.3.2 DIVISAO DE RUFFINI.

Equivalente ao método anterior, diferindo somente na disposicdo dos coeficientes a; € b;:

Am Am—1 e as aj aop
2 2b,, -+ 2b3 2by  2by
b bt e b b [bo]
€, novamente,
N = bg.

Exemplo 1.5. Seja o numero (11101),. Entao, a partir da sequéncia de Horner,

by = as=1,

by = as+2b4=1+2.1=3,
bo = as+203=14+23=7,
by = a1 +200=0+2.7=14,
by = ap+2bp=1+214=29.

A partir da divisdo de Ruffini,

1 1 1 0 1
2 2 6 14 28
1T 3 7 14 29

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 10/2006 Impresso: 18 DE DEZEMBRO DE 2019
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Portanto,
(11101), = 29.

Esta metodologia pode ser generalizada para converter qualquer numero inteiro na base b
para a base decimal. Considere o namero

N = (am ...asa1a0), -

Usando o Algoritmo de Horner, por exemplo, temos a sequencia

Cm =  Qm,
Cm—-1 = Gmpm-1-+ bcwu
Cm—2 = GQmpm-1-+ me_l,
cp = a1+ be,
co = ag+ bCl
€, novamente,
N = Co.

1.1.4 CONVERSAO DE NUMEROS FRACIONARIOS DA BASE b PARA
A BASE DECIMAL

Considere um numero fracionario com representacao finita na base binaria:
Xr=0,qas...0p),.
O seu valor na base decimal sera dado por
Xy =2 '+ a2 %4+ 4,27

Esta soma pode ser calculada diretamente ou utilizando qualquer um dos dois métodos enunci-
ados na secdo 1.1.3, com algumas modificacgées.

1.1.4.1 ALGORITMO DE HORNER.

No caso de um numero fracionario, o algoritmo fica

bn = Qp,
1
bp—1 = ap_1+ §bn7
1
bn—2 = Qap_2+ ibn—la
1
by = az+ §b37
1
by = a1+ §b2,
1
bo == 5()1
Entao,
N = bg.

1.1.4.2 DIVISAO DE RUFFINI.

No case de um numero fracionario,

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 10/2006 Impresso: 18 DE DEZEMBRO DE 2019
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A Q1 " as ay 0
1 1 1 1 1
- ~b,, -~ by —by b
2 2 278 97 oMt

b bt e b b [bo)

Exemplo 1.6. O nuamero (0,10111),, pelo Algoritmo de Horner, fica

bs = a5=1,

by = a4+;b5—1+%1:g,
S PR & I
by = a2+;b3—0+%£:£,
by = a1+;b2—1 %g=§,
b = yhi=oo

Portanto, 53
(0, 10111)2 = 32 =0, 71875.

Uma outra situacdo que pode ocorrer ¢ quando o numero binario for infinito, por exemplo,
através de uma sequéncia de digitos periédicos:

Xr= (0,@1042 canfB1Pa .. 5m) )

onde (10 ...03, indica que a sequéncia de digitos (15 ... 5, se repete ad infinitum. Na base
decimal, tal numero é dado por

Xi=a12 4+ 2?4+ 4@, 27" + B2 4 B2 R B2
+ /81 zfnfmfl 4 52 27n7m72 R ﬂm 27n72m
+ ﬂl 2—n—2m—1 + 62 2—71—2771—2 ot 6m 2—n—3m
+

Observa-se que este numero pode ser escrito como

Xp=012"+ 2%+ 4+a,27" + (B2 + 5277+ 4 B,27)27"
+ (ﬁ121+5222 +ﬁ7n2im)2nm
+ ( 21+5222 +ﬁ7n27m)2n2m
+ (ﬁ 271_’_52 2724_.”_’_57”27771) 277173771
+

)

Xp=12 42 %+ 40, 27"+ (B1 27 4+ S22 2+ By 27 27 (1427 27 27 )

Usando agora a identidade,

1
—— =14z +a?+2° 4+, (para|z| < 1),

1—2z
temos
142 M4 2mpg=3m ... = Lo
S 1—2-m  2m _1’
obtém-se
2771—7L
Xp=a27 427+t a2+ (B2 527+ B 27T o

As duas expressoes entre parénteses tém a mesma forma e podem ser calculadas diretamente
usando qualquer um dos métodos descritos anteriormente.
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Exemplo 1.7. O numero fracionario
Xy = (0,11010), = (0,11010010010... ),

tem o seu valor na base decimal dado por

. 2 1 1 12 23
Xp= (127" +1.272 271 +1.272 40278 =({z+-)+==
r=1 M )+ (027 025 1=(371) 17 "
= 0,8214285714285 - - - = 0,82142857142.
Em geral, se o numero fracionario tem representacao infinita periddica na base b,

Xr=(0,0100...anB1B2.. . Bm), »

entao o seu valor decimal sera dado por

bmfn

b —1°

Xp=arb ' b4 4oy b "+ (Bb 4+ B+ 4 By )

onde as expressoes entre parénteses podem ser calculadas diretamente ou utilizando quaisquer
um dos métodos descritos anteriormente.

1.2 OPERACOES COM NUMEROS BINARIOS

Como a maioria dos computadores usa a base b = 2, estes executam operacdes aritméticas
em numeros que estdo na representacao binaria. Para tanto, as seguintes tabelas de operacoes
sao automaticamente satisfeitas.

1.2.1 ADICAO BINARIA

Uma adicao no sistema binario € realizada da mesma forma que a adicao no sistema decimal,
lembrando que, no sistema binario, ha apenas 2 digitos. Esta operacao é realizada de acordo
com a seguinte tabela de adicao:

+ 10 1
0|0 1
1110

Para somar numeros com mais de 2 algarismos, o mesmo processo de transporte para a
coluna posterior, utilizado na adicédo decimal, € empregado. Por exemplo, se 1 = (01), e 3 = (11),,
entao

1+3=(01), + (11), = (100), = 4.

Outro exemplo, se 10 = (1010), e 15 = (1111),, entao
10 + 15 = (1010), + (1111), = (11001), = 25.

1.2.2 SUBTRACAO BINARIA

A subtracao € analoga a adicao, sendo realizada de acordo com a tabela:

— 1011
0|01
1|10

Deve-se ressaltar que a operacao O - 1 resulta em 1, porém com o transporte de 1 para a coluna a
esquerda, que deve ser acumulado ao subtraendo e, por consequéncia, subtraido do minuendo.
Por exemplo, se 7 = (111), e 4 = (100),, entao

7—4=(111), — (100), = (11), = 3.
Outro exemplo, se 10 = (1010), e 8 = (1000),, entao
10 — 8 = (1010), — (1000), = (10), = 2.
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1.2.3 MULTIPLICACAO BINARIA

Procede-se como em uma multiplicacdo no sistema decimal, de acordo com a tabela de mul-
tiplicacao:

Y
o0|o0
1|0

=1

Por exemplo, se 26 = (11010), e 2 = (10),, entao
26 x 2 = (11010), x (10), = (110100), = 52.

A divisdo binaria é um procedimento um tanto mais complicado e nao sera abordado aqui.

1.3 REPRESENTACAO DE NUMEROS EM COMPUTADO-
RES DIGITAIS

Nesta secao serdao apresentadas algumas das representacdes usadas para armazenar nume-
ros inteiros ou reais na memoria de um computador. As representacoes de nimeros inteiros ou
reais apresentadas na secao 1.1 ndo sao suficientes; € necessario distinguir-se, por exemplo,
o sinal do namero. Como nao existe a representacao de um sinal + ou — na memoria de um
computador, o recurso utilizado € acrescentar um bit adicional, para computadores binarios, ao
numero para representar o sinal. Este bit € denominado bit de sinal.

1.3.1 REPRESENTACAO DE NUMEROS INTEIROS

A representacao mais direta de nameros inteiros € denominada Sinal-Mddulo. Nesta represen-
tacdo, o valor absoluto do nimero inteiro é obtido diretamente a partir dos algoritmos discutidos
na secao 1.1, enquanto que o sinal € representado por um digito adicional colocado a esquerda
do numero. Quando a representacao € binaria, o bit de sinal € dito ocupar a posicdo do bit mais
significativo.

Entao, supondo que a memoria do computador disponha de ¢ digitos para sua a representa-
¢dao, um numero inteiro na base b sera representado pelo computador através da sequéncia de
digitos

Ag—1Gg—2 - .. Q100, (1.2)

sendo {ag,a1,...,a4-1} € {0,1,...,b— 1}, com a,_; representando o sinal do nimero. Esta sequén-
cia de digitos ¢ denominada palavra. Por exemplo, no sistema binario convenciona-se usar
aq—1 =0 para “+” € a;—, = 1 para “-".

A conversao do numero internamente representado por (1.2) para o sistema decimal é reali-
zado através de uma férmula semelhante a forma polinomial (1.1):

q—2
N=sx> apxb, (1.3)
k=0

sendo
* N o numero inteiro na base decimal.
® 50 sinal (ou +1 ou —1).
* ¢ — 1 o numero de digitos disponivel para representar o valor absoluto de N.
* h a base, as vezes denominada de radix (um inteiro maior que 1).
* g5 um digito valido na representacao (0 < ax <b), k=0,1,...,¢— 1.

Os valores em questdo para as quantidades em (1.3) dependem da arquitetura e do compilador
em uso.
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Exemplo 1.8. O compilador Intel Fortran [1] possui 4 modelos de representacio de inteiros com
1, 2, 4 e 8 bytes, também denominados de espécies. Sendo para todos os casos b = 2, o valor
absoluto do maior numero inteiro que pode ser representado internamente para cada espécie

NP, (p=1,2,4,8) é, a partir de (1.3),
127, para p = 1;
8p—2
oo = 3 28 = 1249 4ot =gt g = | 32767 para p =2,
e = 2.147.483.647, para p = 4;

9.223.372.036.854.775.807, parap = 8.

Outras representacdes de numeros inteiros em computadores existem, como por exemplo as
representacoes complemento de 1 ou complemento de 2 [2]; porém, estas nao serao discutidas
aqui.

A representacao de um numero inteiro em um computador € exata. Operacoes aritméticas
entre numeros inteiros também ¢ exata, sob as seguintes condicoes:

1. o resultado ndo pode se encontrar fora do intervalo de numeros inteiros que podem ser
representados;

2. a divisdo somente pode ser realizada entre numeros exatamente divisiveis, isto €, a parte
fracionaria deve ser nula.

1.3.2 REPRESENTACAO DE NUMEROS REAIS

A representacao de numeros reais em computadores ¢ também denominada representacéo
de ponto flutuante. Em uma representacdo de ponto flutuante, um numero é representado
internamente através de uma notacao cientifica, isto é, por um bit de sinal s (interpretado como
positivo ou negativo), um expoente inteiro exato e e uma mantissa inteira positiva M, sendo
que um numero limitado de digitos € permitido para e e M. Tomando todas estas quantidades
juntas, estas representam o numero

z=sx(0,dyds...dy,) x b, (1.4)

o qual esta escrito em uma forma legivel para seres humanos. Além das quantidades ja de-
finidas, em (1.4) os digitos di, ds, ..., d, sdo limitados pela base b e o expoente € limitado ao
intervalo ey, < e < epax. Adicionalmente, n > 1 € denominado de nitmero de digitos do sistema e
define o tamanho da mantissa M = 0,dd> ... d,.

Contudo, um computador somente pode representar os valores de e e E através de digitos na
base b. Um computador digital (b = 2), por exemplo, dispde sempre de um tamanho de palavra
finito, isto €, o numero total de bits que podem ser utilizados para representar s (1 bit), a parte
exponencial e a mantissa € sempre fixo, para uma dada espécie de variavel real. Um numero real
de precisao simples, por exemplo, € tipicamente representado por uma palavra de 4 bytes ou 32
bits, sendo que 1 bit é utilizado para representar o sinal, enquanto que 8 bits sdo utilizados para
representar a parte exponencial, restando 23 bits para representar a mantissa. Desta forma, tal
numero sera representado na memoria do computador como

T = Serep€r€q€s3€a€l1€ d23d22 . d2d17

expoente mantissa

onde {s,eq,...,e7,d1,...,daz} = {0,1}. A figura 1.1 ilustra representacoes em 4 bytes de alguns
numeros. Uma descricdo mais aprofundada acerca da representacdo binaria de numeros em
computadores digitais pode ser obtida em [2, se¢do 2.5].

A conversao do numero x representado em (1.4) para a base decimal pode ser realizada pela
formula polinomial

x:sxbedekxb_k.
k=1
Como exemplo, a tabela 1.2 mostra os valores de n, enin € emax para o compilador Intel Fortran.
Para uma base b qualquer, denotando este sistema pelo simbolo

x [b, Ty €min, 6max} ’

observam-se as seguintes caracteristicas:
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s expoente de 8 bits mantissa de 23 bits
1 ~~
3 = 0 10000000  10000000000000000000000
3 = 0 10000010  11000000000000000000000
i = 0 01111111  10000000000000000000000
1077 = 0 01101001 11010110101111111001010

Figura 1.1: Representacoes de ponto flutuante para alguns ndmeros em uma palavra tipica de 32 bits (4 bytes).

* O menor numero positivo que pode ser representado neste sistema €

Tonin = 0,1 x bomin = pomin =1,

Valores para z,, validos para o compilador Intel Fortran sdao apresentados na tabela 1.2.
Isto significa que qualquer nimero z tal que

—Zmin < T < Tmin

nao podera ser representado pelo computador. Esta ocorréncia é denominada underflow.
Os compiladores podem ser instruidos ou a parar o processamento neste ponto, disparando
uma mensagem de erro, ou a seguir o processamento arredondando x = 0.

* O maior numero positivo que pode ser representado neste sistema é

Zmax = 0,(b—1) (b= 1) ... (b— 1) xb®mx = (b— 1) x (Z bk> X bemax = (1 — b") pemax,
k=1
n vezes

Valores para z,,x validos para o compilador Intel Fortran sao apresentados na tabela 1.2.
Isto significa que qualquer nimero z tal que

T < —Zmax OU T > Tmax

nao podera ser representado pelo computador. Esta ocorréncia é denominada overflow.
Os compiladores usualmente tomam duas possiveis providéncias quando detectam um
overflow; ou param o processamento do programa emitindo uma mensagem de erro, ou
continuam o processamento atribuindo a = o valor simbélico z = —Infinito ou « = Infinito.

* O maior numero que pode ser somado ou subtraido a 1,0, com o resultado permanecendo
indistinguivel de 1,0 é
Teps = b1 (1.5)

Os valores de z.,, para o compilador Intel Fortran sdo também apresentados na tabela 1.2.
A quantidade z.,; também € denominada de épsilon da mdquina (e,,) ou de precisdo da
maquina.

¢ Somente um conjunto finito 7 de numeros racionais podem ser representados na forma
(1.4). Os numeros neste conjunto sio denominados nimeros de ponto flutuante. Para
uma representaciao normalizada (d; # 0), este conjunto contém precisamente

2(b—1) (max — €min + 1) 0" 71 + 1

numeros racionais.

Tabela 1.2: Valores de 7, €min, €max, Tmin, Tmax € Teps Para o compilador Intel Fortran.

| Espécie | REAL (4) \ REAL (8) REAL(16)
n 24 53 113

€min -125 -1021 -16381

€max 128 1024 16384

Temin | 1, 1754944 x 105 | 2,225073858507201 x 10508 | 3,362103143112093506 - - - x 10~ 1932
Tmax | 3,4028235 x 105 | 1,797693134862316 x 10575 | 1,189731495357231765 - -- x 102932
Teps 1,1920029 x 10~7 | 2,220446049250313 x 10-1° | 1,925929944387235853 - - x 10~ 3%
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Exemplo 1.9. Considere um modelo simplificado de representacdo numérica de ponto flutuante
dado por z [2,4,—5,6]. Para este sistema:

* 0 menor numero positivo possivel é:

min = (0, 1000 275 =971 = .
x ( Y )2 X 64’

ou seja, a regiao de underflow consiste no intervalo

¢ O maior numero positivo possivel é:
Tmax = (0,1111), x 26 = (1 —27%) 26 = 60;
ou seja, as regioes de overflow consistem nos intervalos

r < —60, z > 60.

¢ O maior numero que pode ser somado ou subtraido de 1,0 e que mantém o resultado
inalterado é:

_ 1
CCepS=21 4= 3

¢ O numero de elementos em F é€:

2.1.(6+5+1)2" 1 +1=193.

Exemplo 1.10. Considere o sistema de numeros de ponto flutuante z[2,3,—1,2]. Para este
sistema:

* 0 menor numero positivo possivel é:

1
—-1-1
Tmin = 2 =7

ou seja, a regiao de underflow consiste no intervalo
1 cpe 1

—— <z <.
4 4

* O maior numero positivo possivel €é:

_ 1 7
Tmax = (1 —2 3)22:<1—8>4:2;

ou seja, as regides de overflow consistem nos intervalos

- 7 S 7
T < —= > —.
2’ 2

* O maior namero que pode ser somado ou subtraido de 1,0 e que mantém o resultado
inalterado é:

¢ O numero de elementos em F €:

21.(2+1+1)2% 1 +1=33.

A fracao positiva dos niimeros possiveis em z (2,3, —1, 2] estd indicada na figura 1.2. Cada risco
vertical posiciona um numero representavel neste sistema.
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(R 1 2 3

Figura 1.2: Ndmeros normalizados positivos representdveis em x [2,3, —1,2]. Os riscos verticais posicionam os
nimeros. Para cada ndmero positivo, existe um correspondente nidmero negativo.

1.4 FONTES DE ERROS E INCERTEZAS

Embora sempre se busque solucdes “exatas” aos problemas que enfrentamos, raramente
atingimos o nosso objetivo. Erros e incertezas podem ser introduzidos em cada etapa da formu-
lacdo e solucao de problemas. A natureza das incertezas que surgem quando se busca a solucao
de um problema sera abordada neste capitulo. Simultaneamente, os erros introduzidos pela
computacao numérica, destinada a buscar a solucao desejada, serao examinados com um certo
grau de detalhe.

O processo de solucao de um problema € dividido em trés fases:

1. Formulacao precisa de um modelo matematico e o seu modelo numeérico relacionado.
2. Construcao de um método destinado a resolver o problema numeérico.
3. Implementacdo de um método para calcular a solugao.

Na discussao que sera feita a respeito das fontes de erro em calculo numérico, ndo serdo consi-
derados erros triviais que podem ser evitados, tais como copiar uma férmula erroneamente ou
realizar um erro de sintaxe na programacao, muito embora tais erros ocorram e perfacam uma
fracdo consideravel do esforco e do tempo dispendidos ao se trilhar as trés fases mencionadas
acima.

Neste capitulo estaremos somente interessados nos erros que resultam ser inevitaveis, dada
a propria natureza da representacio finita de nimeros em um computador e/ou da implemen-
tacdo numérica de um determinado calculo. As incertezas introduzidas contaminam a solucao
e € importante tentar-se balancear as incertezas. Se a incerteza no modelo matematico € de 1%,
entao nao faz sentido a implementacido de um modelo numérico e de um método que atinja 6
digitos de precisao, por exemplo.

O diagrama da figura 1.3 ilustra o processo usualmente percorrido quando se busca uma
solucao para um problema fisico real a partir de uma modelagem, inicialmente matematica,
seguida por uma modelagem computacional e, finalmente, passando pela implementacdo do
método numérico a partir da modelagem computacional, seguida pela obten¢ao dos resultados.
As incertezas ocorrem desde a fase de modelagem matematica até a solucado numeérica. Neste
capitulo, serdo abordadas algumas fontes de incertezas na etapas de modelagem computacional
e implementacdo do método numérico.

1.5 ERROS NA REPRESENTACAO E NA ALGEBRA DE PONTO
FLUTUANTE

Nesta secdo sera feita uma breve descrigdo dos principais erros envolvidos na representacao
de pontos flutuantes e nas operacodes algébricas entre os mesmos.

1.5.1 PRECISAO E ACURACIA

Os conceitos de precisdo e acuracia sao amiude confundidos entre si. A diferenca entre
ambos € oriunda da diferenca entre o hardware e o software a disposicdo do programador.

Precisao (precision): refere-se ao quao préximo um numero representado pelo computador re-
presenta o numero que ele almeja representar. A precisdao de um numero € governada
pelo numero de digitos empregados na representacdo e na algebra. Assim, a constante
sera representada com maior precisao utilizando 8 bytes do que utilizando 4 bytes para
armazenar o numero (ver tabela 1.2).
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Formulagao dos Modelos
Matematico e Numérico

Problema Real >

Construcdo do Método | ! Incertezas

Implementagao do Método Solugéo

Y

Figura 1.3: Diagrama que representa o processo de solucdo numérica de um problema fisico real, indicando em
que etapas entram as incertezas.

Acuracia (accuracy) ou Exatidao: refere-se a quao proximo um numero representado pelo com-
putador (como resultado de uma série de operacdes, por exemplo) esta do valor correto do
numero que ele almeja representar. A acuracia € governada pelos erros (de truncamento e
arredondamento) no método numeérico empregado. Assim, se os numeros m; = 3,1416304958
e my = 3,1415809485 almejam ambos a representar o numero 7 = 3,141592654 ..., o nimero
7, possui maior acuracia que 71,! embora ambos possuam a mesma precisio.

Com frequéncia, em linguagem coloquial refere-se a precisao quando na verdade o correto seria
referir-se a acuracia de um resultado. As secdes a seguir indicam como se pode medir a acuracia
de um numero através do calculo dos erros absoluto e relativo do mesmo.

1.5.2 ERROS ABSOLUTO E RELATIVO

Sao duas medidas relacionadas entre si, largamente empregadas na analise de erro numeérico.

1.5.2.1 ERRO ABSOLUTO

Seja X o valor exato (ndo conhecido) de um numero e fI(X) o seu valor aproximado (conhe-
cido) por uma representacao de ponto flutuante. O erro absoluto (EAx) é definido como o valor
absoluto da diferenca entre o valor exato e o valor aproximado:

EA, = |X - f1(X)|.
Ou seja, conhecendo-se fl(X) e EAx, pode-se afirmar que
X = fI(X) £ EA,.

Em geral, somente € possivel estimar-se o valor do erro absoluto.

Por exemplo, Arquimedes estimou o valor de 7 através da média do perimetro de poligonos
que estavam contidos em uma circunferéncia de raio unitario e de poligonos que continham a
circunferéncia. Fazendo uso deste método, Arquimedes foi capaz de estimar

1137 1335
min — 714 cr = — mar — —_— = ,142
e 3, 1409 3+8069<7T<7T 3+9347 3 8

LOu, simplesmente, é mais acurado que .
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Desta forma, Arquimedes obteve erros absolutos iguais a FA, = 6,830 x 10~* para m,,i,, EA; =
1,2339 x 1074 para M. € EA; = 2,7546 x 10~4 para a média entre 7,,;, € Tye. Portanto, Arqui-
medes concluiu que

1 1
7 = 5 (Tmin + Tmaz) & 5 (Tmaz — Tmin) = 3, 14187 £ 0,00096.

1.5.2.2 ERRO RELATIVO

Seja X o valor exato de um numero e f/(X) o seu valor aproximado, o erro relativo (ERx) €
definido como o erro absoluto dividido por |fI (X)]:

PRy FAX X—fl(X)’

X)) i)

Voltando ao exemplo anterior, os erros relativos das estimativas de Arquimedes foram: FR, =
2,1741 x 10~* para 7, ER; = 3,9262 x 10~ para m,,., € ER, = 8,7674 x 10~° para a média.

Em geral, a melhor medida para se estimar a precisdo de uma aproximacao € o erro relativo,
pois este indica diretamente o numero de digitos significativos corretos na aproximacao.

1.5.3 ERROS NA REPRESENTACAO: ARREDONDAMENTO E TRUN-
CAMENTO

O tamanho finito da palavra utilizada em um computador digital para a representacao de
numeros de ponto flutuante provoca o surgimento de diversos tipos de erros, tanto na repre-
sentacao destes numeros quanto na algebra que os envolve. Uma estratégia que reduz estes
erros, empregada na maior parte dos computadores, consiste em empregar niumeros de ponto
flutuante normalizados, isto €, nimeros cuja mantissa M esta sempre dentro do intervalo

1
3 <M <1,
ou seja, 0,5 < M < 1 para computadores de base b = 2. Esta providéncia diminui o nimero de
zeros a direita da virgula e maximiza o numero de digitos nao nulos utilizados para representar
um dado numero.

Entretanto, mesmo em um sistema com representacao normalizada, nem todos os nume-
ros reais podem ser representados. Utilizando novamente o exemplo do sistema z [2,4,—5,6], o
numero racional

y =0,12345999. ..

nao pode ser exatamente representado. A forma de y em base 2 é:
y = 0,12345999... = (0,000111111001101...),.

Para escrever y de acordo com o sistema z [2,4, —5, 6], deve-se primeiro normalizar de acordo com
as operacoes:

(1), = 27%+2% 4204277428429 42724278 4 o718 4
278 x (2742724273 27 4270 4270 4279 4270 L 272 )
(0,111111001101...) x 273,

o qual esta agora na forma normalizada. De acordo com (1.4), podemos identificar entdo
M =0,111111001101..., e=—3.

Contudo, para o sistema « [2,4, —5, 6] pode-se usar somente 4 digitos na mantissa. Desta forma,
uma aproximacio possivel para (y), fica:

fU(y),) = (0,1111) x 277,

o qual corresponde ao seguinte nimero na base 10: fI(y) = 0,1171875..., resultando em erros
absoluto e relativo:

EA, =6,272 x 1072, ER, = 5,3525 x 102 = 5,35%.
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Este procedimento de aproximacido é denominado truncamento.? Uma definicdo mais rigorosa
do método de truncamento sera apresentada a seguir.

Dado um numero X ja na forma normalizada que ndo possua representacio exata no sistema
2 [b, n, emin, €max). S€jam agora X o maior numero representavel no sistema e que seja menor que
X e X o menor numero representavel no sistema e que seja maior que X. Entao,

X <X <X,

Pode-se escrever X como
X = (O,dldg .. dn) x b® +9gx X be—n’

onde
0<g, <1

¢é a parcela de X que nao pode ser incluida na sua representacao. Existem entdo 2 maneiras de
se realizar a aproximacao:

Truncamento. O truncamento consiste em simplesmente ignorar gx. Assim,
fl(X) =(0,d1ds...dy) x b°,
o qual é representavel no sistema. Neste caso, os erros absoluto e relativo sdo

EAx = [X = fl(X)] = lgx| x0T < b7,

EAX gx X e b—" _
ERx = = < =b "t
X LX)~ (0,dydy...dy) x b¢  (0,1),

pois (0,d1ds ...d,) > (0,1), = b~'. Desta forma, obtém-se limites superiores para ambos os
erros. No exemplo acima, pode-se escrever:

(y), = (0,1111) x 273 + g, x 27%7* sendo g, = 0,11001101....
Realizando entdo o truncamento, obtém-se fI((y),).
Arredondamento. No arredondamento,® executa-se a seguinte operacao:

(0,d1ds . . .dy) X b°, se |gx| <

1.6
(O,dldg...(dn—kl)) X b°, se |gx‘ > ( )

fiX) = {

N|— |~

Neste caso, o erro absoluto da operacéo sera

lgx| = b°7™, se |gx| <

EAx =|X - fl(X)| =
x = | JUX) {|9X—1|><be_", se [gx| >

N N~
7N
AN
N -
S
i
3
~~

de onde se obtém uma estimativa superior e o erro relativo sera

lbe—n
= 5 se |gX| < % 1befn
ERyx < (O,dldg .. dn) X be < 2 _ 1b7n+1
$bem (0,1), x b¢ 2 ’
: se |gx| > 35 b

(O,dldg (dn —+ 1)) x be’

o qual fornece uma estimativa superior para o erro relativo. No exemplo acima, como
gy > 1/2, deve-se somar 1 ao digito d, resultando, com o auxilio da tabela de adicdo de
binarios apresentada na secao 1.2.1,

fL((y)y) = (0,1111) x 273 4 (0,0001) x 2% = (1,0000) x 273 = (0,1000) x 272,

Neste caso, obtém-se
fl(y) = 0,125,

o qual possui um erro relativo de 1,2% de y, bem menor que o erro obtido com o trunca-
mento, que foi de 5,35%.

2Tradugio livre do termo em inglés chopping.
3Tradugao do termo inglés rounding.
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Computadores mais recentes modificam ligeiramente o arredondamento em relacéao a for-
mula apresentada em (1.6). Nesta, o ultimo digito significativo (d,) nao sera alterado se
lgx| < 1/2 e este sera alterado se |gx| > 1/2. Ha, portanto, uma ligeira preferéncia para
a alteracao de d, no processo de arredondamento, o que insere um erro sistematico no
processo. Atualmente, se |gx| = 1/2, o valor de d,, sera alterado somente em metade das
situacoes, com base em algum critério. Este critério pode ser a paridade de d,, por exem-
plo. Assim, para b = 10 o namero 12,5 seria arredondado para 12, enquanto que 13,5 seria
arredondado para 14. Este critério € também denominado arredondamento par [3].

1.5.4 NUMERO DE DIiGITOS SIGNIFICATIVOS CORRETOS

Quando se conta o numero de digitos em um valor numeérico, nao se deve incluir os zeros no
inicio do numero, uma vez que estes zeros somente auxiliam a localizar a posicao ideal do ponto
decimal. Caso se queira contar o niimero de decimais, entao os zeros a direita do ponto decimal
devem ser incluidos. Por exemplo, o numero 0,00147 € dado com trés digitos mas possui cinco
decimais. O numero 12,34 é dado com quatro digitos, mas possui apenas dois decimais.

Quando se trabalha com uma representacao de um numero obtida por meio de um processo
de arredondamento ou truncamento, uma maneira alternativa para se estimar a qualidade da
aproximacao, ou seja a exatidao do numero, consiste em computar o nimero de digitos signifi-
cativos corretos da representacio. Se fI(X) é uma aproximacao de X em uma representacio de

base b, entao
X X - fl(X X
bl < ’f(()’ — Jex| <b7F, (1.7)

onde k£ é o maior nimero inteiro positivo para o qual as inegualdades acima sao verificadas.
Diz-se entao que fI(X) é uma aproximacéo para X na base b com no minimo k e no mdaximo k + 1
digitos significativos corretos.

Exemplo 1.11. Sejam b= 10, X =1/6 e fl(X) = 0,16667; entao

1/6 —0,16667

=2x107°.
1/6 ‘ 8

ex:'

Mas 107%71 < 2 x 107° < 107*; ou seja, fI(X) é uma aproximacdo para X com no minimo 4 € no
maximo 5 digitos corretos.

1.5.5 ERROS NA ALGEBRA DE PONTO FLUTUANTE

Adicionalmente aos erros resultantes do truncamento ou do arredondamento na representa-
c¢ao de numeros de ponto flutuante por computadores, as operacdes algébricas que necessaria-
mente sdo realizadas pelo computador introduzem dois outros tipos de erros no resultado destas
operacdes e que tendem a se acumular a medida que uma grande quantidade de operacoes de
ponto flutuante sdo realizadas. Estes erros siao os erros de arredondamento” e os erros de
truncamento.® Estes tipos de erros adicionais serao brevemente discutidos nesta secio.

1.5.5.1 ERROS DE ARREDONDAMENTO

A origem deste tipo de erro esta também relacionada com a representacéao finita das palavras
em um computador e surge com a realizacdo de operacdes de ponto flutuante pelo mesmo.

Um exemplo simples ilustra o surgimento deste tipo de erro. Suponha-se que se esteja
usando um sistema numérico de base 10 com 5 digitos na mantissa, semelhante a representacao
(1.4). Deseja-se agora calcular o valor da funcao

1—coszx sen T

fz) = =

sen x 1+ cosx

4Neste caso, o termo “erros de arredondamento” possui um significado distinto do processo de arredondamento
utilizado na representacao de nimeros reais, discutida na secao 1.5.3. O termo, neste contexto, consiste na traducao
usualmente empregada para o termo em inglés round-off errors.

5Aqui, também, o termo “erros de truncamento” nio se refere ao processo de truncamento discutido na se¢ao 1.5.3,
mas sim ao tipo de erro que em inglés é denominado truncation errors.
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para z = 0,007. Rotinas intrinsecas fornecidas pelo fabricante do compilador utilizado encarregam-
se de calcular o valor das funcédes trigonométricas dentro da precisao disponivel, por meio de
um processo de arredondamento. Assim,

sen(0,007) = 0,69999 x 102
cos(0,007) = 0,99998.
A primeira expressao para f(z) fornece:

_ 1—cosz 1—0,99998 0,2 x 10~4

Ho)=—g = 0,69999 x 10-2 _ 0, 69999 x 102

=0,28572 x 1072,

enquanto que a segunda expressao fornece:

senz  0,69999 x 1072

- - =0, 35000 x 1072
Ttcosz  1+0,99998 ’ S

()

sendo que este ultimo resultado € o correto, dentro da precisao de 5 digitos disponivel. O erro
relativo entre o primeiro valor (errado) e o segundo (correto) € de 22,5%. Na primeira expressao,
devido a escolha feita na precisdo, restou somente um digito relevante no numerador apés a
subtracao. Isto levou a uma perda de exatidao e a um resultado erréoneo devido ao cancelamento
de dois numeros muito proximos entre si. A perda deletéria de exatiddo devida a subtracao
em precisao finita de duas quantidades muito préximas entre si é denominada cancelamento
catastrofico.

A ocorréncia do cancelamento catastrofico seria evitada caso o sistema de representacio
dispusesse de, pelo menos, mais um digito significativo na mantissa; porém, o ponto a ser frisado
aqui € que muito facilmente este tipo de erro de arredondamento ocorre, devido ao tamanho finito
da palavra no computador. Por outro lado, caso fosse solicitado o valor de f(z) para z ~ 7, seria
a segunda expressao que forneceria um valor incorreto, enquanto que a primeira forneceria um
valor correto.

Este exemplo simples demonstra a perda de precisdo numérica devida a erros de arredon-
damento, onde o numero de digitos significativos é reduzido na subtracdo de dois numeros
proximos entre si. Isto mostra que nao é possivel confiar cegamente no calculo realizado; deve-
se sempre analisar cuidadosamente o algoritmo empregado na procura de possiveis fontes de
erros.

Considera-se entdo um numero real X, o qual possui uma representacao de maquina fI(X)
que pode ser escrita como

fl(X)=X(1+ex),

onde ex € o erro associado com a representacido de X. De forma equivalente, pode-se escrever
fl(X)=X+0dx,

sendo 6x = Xex. Entao,

0x| = EAx. Pode-se ver que

X)) -X  fliX)-X  fI(X)-X 1
CTTX T T AM - X)) 1=0x/fl(X)
I(X)—X ) 52 I(X)—X X
EX:Jci‘z()zc) <1 fl()f’f)+fl(§()2+m>%f§‘l()X) (Hfz(X)EX)’
o fl(X)—X (1_fl(X)—X X )‘1% fl(X)—X+<fl(X)—X>2 X
JUX) fUX)  fUX) fUX) JUX) fux)’
ou se€ja, lex| ~ FRx < €max, onde e, € denominado de unidade na tltima posicao®, ou uup.

Isto é, com k digitos na mantissa e com a base b,
uup ~ b= F.
Dados agora dois numeros reais positivos X e Y, deseja-se estimar os erros relativos das

operacdes algébricas entre ambos:
XopY,

%Do termo em inglés unit in the last place, ou ulp.
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@ oo

sendo op um das operacgoes: “+7, “=7, “x” ou “+”, conhecendo-se os erros relativos ex € ey
correspondentes:
flX)=X(1+ex) e fl(Y)=Y (1+ey).

Os resultados destas operacoes de ponto flutuante sao escritos:
fIX+Y), fl(X-Y), fl(X xY), fl(X/Y).
Assumindo que nio ocorra overflow nem underflow, supde-se que seja possivel escrever
flXopY)=(XopY)(1+eop),

sendo
fl(XopY) — (XopY)

or = (XopY) ’
com |¢,p| = ER,p, 0 erro relativo da operagao.

Grande parte dos computadores atualmente empregados utilizam o padrao IEEE para opera-
coes aritméticas de ponto flutuante no sistema binario. Entre outros recursos, este padrao espe-
cifica que todas as operagoes aritméticas devem ser idealmente realizadas como se o computador
dispusesse de precisao infinita e somente apos obtido o resultado este deve ser transformado
para o sistema de ponto flutuante em uso através de um processo de arredondamento [3]. Este
procedimento pode ser implementado fazendo-se uso de digitos de guarda (guard digits) [3] e
ele permite estimar o erro em cada operacao de ponto flutuante como

|€op| = max ([ex], lev]).

Desta forma, obtém-se o menor erro relativo possivel na operagao algébrica e este ira se propagar
lentamente com o aumento do nimero de operacées. Grande parte dos computadores em uso
atualmente seguem o padrao IEEE, o qual exige o emprego dos digitos de guarda. Caso este
padrao nao seja empregado, os erros decorrentes de operacdes de ponto flutuante aumentam de
forma extremamente rapida com o nimero de operacdes. Neste ultimo caso, para cada operacao
algébrica, obtém-se:

Adicao. Resulta:
FIX+Y)=fI(X)+ fl(Y)=(X+Y)+ (6x +dy),

a qual pode ser escrita:

O0x + oy

e =) (14 B ) — o) (14 X2

) ) e,

sendo
O0x + oy

€L = 00—
T )+ LY
Ou seja, os erros absoluto e relativo do processo de soma de ponto flutuante sao:
EAL = |ox+dv|=|fl(X)ex + flI(Y)ey],
dx + oy ’ . ’ €X €y

1= ’fl(X) AW T T Ao e T T A |

Ha trés situacoes possiveis na ultima expressio acima:

ER+ ==

1. fI(X) > fl(Y). Neste caso, obtém-se
ER+ ~ |€X| .

2. fl(X) < fi(Y). Neste caso,
ER+ ~ |€Y| .
3. O[fl(X)]=0][fL(Y)].” Agora,
ER+ %%|€X+Ey|.

7A notacao O(z) indica a ordem de grandeza de z. Uma defini¢cao rigorosa € apresentada na pagina 23.
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Conclui-se, portanto, que ER; ~ O [max (ex, €y )].
Subtracao. De forma similar ao caso anterior, resulta:
FUX =Y) = fI(X) = fI(Y) = (X =Y) + (6x — dy),

a qual pode ser escrita:

ey =-v) (14 5 ) =) (14 FEEE ) R (- ke,

sendo
_ Ox — Oy
€_

S A -y
Ou seja, os erros absoluto e relativo do processo de soma de ponto flutuante sao:
FA_ = |5x—5y|:|fZ(X)€X—fZ(Y)6y‘,

— Oy €x ey

5x B
‘fl(X)—fl(Y)‘_‘1—fl(Y)/fl(X) TR A

Considerando os mesmos casos anteriores,

ER_ = Je_|=

1. fl(X)> fl(Y). Neste caso,
FR_ =~ ‘6)(‘.

2. fl(X) < fi(Y). Neste caso,
FR_ =~ |€y| .

3. O[fl(X)]=0O[fl(Y)]. Agora, 1 — fl(Y)/fl(X)<1lel— fl(X)/fl(Y) < 1, resultando
ER_ > |lex + ey|.

Este resultado mostra claramente como o erro relativo pode se tornar muito grande quando
X ~ Y. Isto ocorre porque a subtracdo de dois numeros muito préximos entre si resulta
em um numero cuja representacdo ocorre nos ultimos digitos da mantissa, resultando em
um grande erro de arredondamento.

Multiplicacao. Neste caso,

FIXXxY)=fI(X)x flY)=(X+x) X (Y +6y) =X xY + X xdy +Y xdx +dx X dy.

Supondo que [dx x dy| < (|f1(X) x oy |, |fl(Y) x x

), obtém-se
FIX xY)= (X xY)+ (fl(X) xdy + fLY) xdx).

Por outro lado,

fIXXY) ~ (XxY) (1+fl(X)><6y+fl(Y)><5X>

JUX) < fL(Y)

Ox dy _
= (XXY)<1+fl(X)+fl(Y)):(XXY)(1+€X)'
Assim,
EAx = |fl(X)xdy + fL(Y) x 0x],
ER Ox Oy ’%|€X+Ey|.

=Rt

Portanto, ER, ~ O [max (ex, ey)], da mesma forma que a adicao.
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Divisdao. Neste caso,
fl(X) =X +0x,

. _ fl(X)_X+5x_X+5X 1 X +dx _ Oy
X =Y) = fIY) Y+é& Y 1+6&/Y Y ( fl(Y))
N X +0x _ Xéy + 6x oy N{ Ox _ fl(X)
Y AE? Y AN P
flX+Y) = (X.Y)+< fl(Y)2 )

Ao passo que

. B . Y fl(Y)dox — fl(X)dy ~ (X ox by
fIIX+Y) = (X=Y) <1+X ) ) (X=+Y) (1+fl(X) fl(Y))
= (X=V)(1+er).
Entao,
pa, - |FOa A0
' JUY)
ER. = |e.|= Ox —®’%|€X—Ey.

LX) fLY)
Ou seja, ER- € da mesma ordem de grandeza que ER,.

Para exemplificar o efeito deletério que os erros de arredondamento podem apresentar em
um calculos, em principio, completamente exatos, Rice (1983) [4, Capitulo 3] mostra o grafico do
polinoémio de sexto grau P(z) = (x — 1)%, calculado na sua forma expandida

P(z) = 2% — 62° + 152* — 202° + 152 — 62 + 1.

A figura mostra P(x) tracado em torno de z = 1, em cujo ponto P(1) = 0. Entretanto, o calculo
realizado sem o emprego de digitos de guarda (figura 1.4 esquerda) evidencia um efeito muito
mais significativo dos erros de arredondamento nas operacdes basicas realizadas em numeros
de ponto flutuante que o efeito observado quando se faz uso de um computador e um compilador
[1] que seguem as normas IEEE 754, as quais prevéem o uso dos digitos de guarda (figura 1.4
direita). O programa em Fortran que gerou figura 1.4 direita pode ser visto no programa 1.2.

Listing 1.2: Programa em Fortran que gerou a figura 1.4 direita.

program polynomial
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp
implicit none
integer :: i
real(dp) :: x, dx, px
open(unit=10, file='pol.dat’)
dx= 0.016_dp/real(500—-1, dp)
x= 0.992_dp
do i= 1, 500
pPX= X#**6 — O6#x#**5 + 15%x#*%4 — 20+x#*3 + 1b*x#*+*2 — 6xx + 1.0_dp
write (10,*)x,px,px#*1.0el3_dp
x= x + dx

end do
end program polynomial
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Figura 1.4: Esquerda: Cdlculo do polindémio P(z) sem o uso de digitos de guarda [4]. Direita: Cdlculo de P(z)
usando um compilador que segue as normas IEEE 754.

1.5.5.2 ERROS DE TRUNCAMENTO

Este erro ocorre quando se realiza um truncamento em um processo infinito. Um exemplo
usualmente empregado consiste no calculo do valor de uma func¢ao transcendental usando séries
de McLaurin. Suponha-se que se deseja calcular o valor da funcao f(z) = e* em x = 1, por
exemplo. Neste caso,

o0
1
e = E —.
n!

n=0

Como nao € possivel ao computador a realizacao da soma infinita, a série devera ser truncada
para algum n > N. Neste caso, o resultado obtido ira diferir de e = 2, 7182818284590452353602874 . . .
por um certo valor que dependera do valor de N, isto é, do niumero de termos considerados na
soma. Este tipo de erro soma-se ao erro de arredondamento considerado na secdo 1.5.5.1. Em
muitos casos, o erro de truncamento é exatamente a diferenca entre o modelo matematico e o
modelo numérico empregados. Uma das principais tarefas da analise numérica (e uma das mais
dificeis) € a determinacao de uma valor maximo para o erro de truncamento.

Em muitos modelos numéricos existe um parametro que governa o erro de truncamento. Por
exemplo, o nimero N de termos usados vindos de uma série infinita, ou o tamanho Az usado
numa féormula de derivacdo numérica. Uma maneira comum e pratica de estimar o erro de
truncamento consiste em variar este parametro (tornando N maior ou Az menor) e observar os
resultados numeéricos. Se os resultados computados convergirem a um certo nimero de digitos
significativos, entao pode-se decidir que o erro de truncamento (juntamente com os demais tipos
de erros) sdo pequenos o suficiente para produzir um resultado aceitavel. Assim, muitas rotinas
numeéricas incluem um teste de convergéncia para decidir quando os resultados sdo aceitaveis.
Infelizmente, nao existe um teste de convergéncia padrdao para qualquer problema numeérico,
uma vez que se trata de um problema matematicamente insolivel. Em um nivel intuitivo, isto
significa que a convergéncia nunca pode ser testada de forma totalmente confiavel; do ponto
de vista matematico, para um dado teste de convergéncia que funciona em diversas situacoes,
sempre existe um problema para o qual o teste ira falhar.

ORDEM DE CONVERGENCIA. Trata-se de uma maneira de medir o quanto o erro de trunca-
mento vai a zero a medida que o parametro do método varia. Desta maneira, pode-se comparar
a eficacia de distintos métodos. Em funcao do céalculo da ordem de convergéncia para diferentes
meétodos, pode-se obter diversos resultados, para distintos parametros, tais como:

¢ O método converge tal como 1/N.

¢ O método converge tal como 1/k3°.
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O método converge como h?.

O método converge exponencialmente, como e~, por exemplo.
* O erro de truncamento é da ordem 1/N°.

* A ordem do erro € h?.

¢ A taxa de convergéncia é log N/N.

O termo ordem de convergéncia, as vezes também denominado taxa de convergéncia, pode
ter distintos significados. Em métodos iterativos, a ordem de convergéncia € calculada através
de uma féormula especifica. Se o resultado é 2, por exemplo, entao se diz que o método é de se-
gunda ordem. Ja um método de segunda ordem para resolver equacodes diferenciais possui outro
significado. O termo convergéncia linear implica que o erro € reduzido (aproximadamente) por
um fator constante em cada passo. A notacdo matematica para ordem de convergéncia, se um
dado método converge tal como 1/N?2, por exemplo, é: O (1/N?). A notacdo O é definida com
segue:

Uma funcéao f(x) é dita ser O (¢g(x)) a medida que = tende a L se

f(z)

g9(z)

A ordem de convergéncia pode ser complicada (por exemplo, h'®/logh) mas em alguns casos
simples denominacoes especiais sdo empregadas. Se a ordem de convergéncia € uma poténcia
inteira (por exemplo, k2, N3, z°), entdo diz-se que a ordem de convergéncia € desta poténcia (2,
3 ou 5), ou que a convergéncia é de segunda, terceira ou quinta ordens. Por outro lado, diz-se
convergéncia logaritmica ou exponencial se a ordem envolve uma funcido exponencial (como e~%)
ou logaritmica (como 1/log N).

lim < 0.
x—L

Exemplo 1.12. As ordens de convergéncia de dois métodos de derivacdo numeérica por diferenca
finita serao calculadas:

1. Diferenca “adiantada” (forward difference):

oy f@ )~ f@)
f) e BRI

2. Diferenca “centrada” (centered difference):

fla+h) = fl—h)

OB =

Em ambos os métodos, para um parametro h suficientemente pequeno e para um funcao f(z)
bem comportada em torno de z, pode-se desenvolver a mesma em série de McLaurin:

flx+h)=flx)+ f(x)h+ %f”(:ﬂ)h2 + %f”’(gﬂ)h3 +--

Neste caso, para o método 1:

fla+h)— f(=z)
h
Ou seja, como o termo predominante € proporcional a h, a ordem de convergéncia deste método
é O(h).
Para o método 2:

= F@) + 5/ @t

fl@+h) = flx—h)
2h
ou seja, este método € da ordem O (h?).

= F@)+ @R

Como exemplo pratico da aplicacao destes métodos, deseja-se comparar os calculos da deri-
vada da funcao f(z) = senz? no ponto x = 0,5 pelos métodos 1 e 2, comparando-os com o valor
correto da derivada: f’(z) = 2z cosz?, para z = 0,5. O erro absoluto versus o parametro h esta
tracado na figura 1.5. Os dados usados na figura foram calculados pelo programa 1.3.
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Figura 1.5: Grdfico log-log do erro absoluto nos cdlculos de derivadas usando métodos de diferencas finitas. As
ordens de convergéncia sio h e h? para os métodos 1. e 2., respectivamente. Nota-se que erros de arredonda-
mento acabam por arruinar totalmente a computacio antes de a precisdo de 15 digitos ser atingida.

Listing 1.3: Programa em Fortran 95 que calculou as diferencas finitas da figura 1.5.

program derivadas
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, half, one, two
implicit none

integer :: i
real(dp) :: h= 0.02_dp
real (dp), parameter :: x= half

real (dp) :: dfl, df2, fl

fl= twosx#*cos (x*X)
open(unit= 10, file= ’derivs.dat’)
do i= 1, 45
dfl= (f(x+h) — f(x))/h
df2= half=*(f(x+h) — f(x-h))/h
write (10, =*)one/h, abs(dfl—fl), abs(df2-fl)
h= halfxh
end do
CONTAINS
function f(x)
real(dp) :: f
real (dp), intent(in) :: x
f= sin (x#*x)
return
end function f
end program derivadas

Os graficos foram tracados em escala log-log para se verificar diretamente o expoente da taxa
de convergéncia. Isto €, se erro = o, entdo a inclinacao da reta é k. Pode-se ver claramente que
no inicio do processo iterativo, as taxas de convergéncia dos métodos 1 € 2 concordam com o
valor previsto (h! € h?, respectivamente). Contudo, a partir de um determinado ponto os erros de
arredondamento comecam a se tornar mais importantes e o erro absoluto passa a variar a uma
taxa proporcional a h~!.
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Exemplo 1.13. Deseja-se calcular o erro absoluto decorrente do truncamento no calculo da
série de McLaurin para a fungao e”:

0o N

ey Ty
n=0 n=0
O erro, calculado para os pontos z = 1 e x = —12, em funcido do parametro N é apresentado

na figura 1.6, enquanto que o correspondente programa em Fortran esta no programa 1.4.
Observa-se claramente como o erro absoluto inicia diminuindo rapidamente com o aumento de
N (para x = —12 isto ocorre para N > 11), de uma forma néao linear na escala log-log. Porém,
eventualmente os erros de arredondamento que surgem na representacao finita de termos cada

vez menores na série impoe um limite inferior ao erro absoluto. Isto ocorre para x = 1 antes que
para z = —12.

Erro Absoluto

10 10" 10°
N

Figura 1.6: Grdfico log-log do erro absoluto mo cdlculo da série de McLaurin para e quando a série é truncada
na poténcia N. Erros de arredondamento limitam a precisdGo do resultado para z =1 antes que para x = —12.

Listing 1.4: Programa em Fortran 95 que calculou os pontos na figura 1.6.

program expo

use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, one

implicit none

integer :: j, n

real (dp), dimension(2), parameter :: x= [ one, —12.0_dp ], &
ex= [ 2.7182818284590452353602874713527_dp, &

6.1442123533282097586823081788055e—6_dp |
real (dp), dimension(2) :: soma, fator

open(unit= 10, file= ’expo.dat’)
do n= 1, 100
soma= one
fator= soma
do j= 1, n
fator= fators#x/real(j,dp)
soma= soma + fator
end do
write (10, #)n, abs(soma — ex)
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end do
end program expo

1.5.5.3 ANALISE DE ERROS DE PONTO FLUTUANTE

Os exemplos da secao 1.5.5.2 mostraram como um calculo relativamente simples pode ser
completamente arruinado por erros de arredondamento. Isto mostra que um determinado mé-
todo numeérico sempre tera a sua utilidade limitada a um determinado valor do parametro de
controle, de tal forma que uma posterior alteragdo no valor deste parametro tera sempre um
efeito deletério na computacio desejada. Caso o programador deseje uma precisdo maior que o
meétodo pode oferecer, resta a ele buscar um método alternativo para atingir este objetivo.

Os erros de arredondamento tendem sempre a crescer com o numero de operacoes de ponto
flutuante realizadas. Como sera este crescimento nao se pode prever de antemao. Existem
processos particularmente desafortunados, nos quais o erro de arredondamento cresce de forma
linear ou através de uma lei de poténcia do tipo N* (k > 1), principalmente quando as operacoes
realizadas sdao sempre do mesmo tipo, resultando em erros que sempre se somam. O resultado
apresentado na figura 1.5 é um exemplo deste tipo de situacdo. A mesma tendéncia de erro
sistematico ocorre quando o processo de representacao finita é realizado por truncamento (ver
secao 1.5.3).

Em um caso mais geral, os tipos de operacdes de ponto flutuante envolvidas sdo distintos,
de forma a sempre haver a possibilidade que um erro sera parcialmente compensado por outro,
resultando em um aumento mais lento no erro total. Além disso, se for utilizado o processo de
arredondamento par descrito na secao 1.5.3, os erros resultantes flutuarao de forma aleatéria
em valores positivos ou negativos, resultando num crescimento mais lento. Desta forma, a teoria
de probabilidades indica que o erro deve variar:

5arr ~V Nxeps;

onde z.ps € dado por (1.5) e NV € um parametro que mede o numero de termos considerados no
método ou o numero de operacdes de ponto flutuante realizadas.

O erro total sera entao a soma do erro de arredondamento e do erro de truncamento, decor-
rente da aproximacao feita no algoritmo. De acordo com os exemplos e argumentos apresenta-
dos, um forma comum de se encontrar os erros de truncamento é€:

«
6trunc ~ W» (/8 > 0)
Ou seja, teoricamente, limy_,oc dtrune = 0. Entao, o erro total sera
(6%
5t0tal ~ W + v Nxeps-
De acordo com este modelo, diot. deve comecar diminuindo para N relativamente pequeno,

porém, a medida que N aumenta, os erros de arredondamento tornam-se mais importantes e
dtotal cOmeca a aumentar. O ponto onde este aumento se inicia pode ser estimado como

1 x
InN ~ — eps | |
n N B+1/2ln(2aﬂ)

Este comportamento pode ser claramente visto na figura 1.5.
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CALCULO DE FUNCOES

Neste capitulo serdo apresentadas algumas técnicas para o calculo de funcées matematicas.
Em particular, de func¢des especiais, polinémios ou séries que nao sao usualmente suportados
por rotinas intrinsecas fornecidas por compiladores comerciais. As técnicas aqui apresentadas
tratam de implementar numericamente certas propriedades matematicas conhecidas de funcées
especiais, tais como representacdes em séries de poténcias, representacoes integrais, represen-
tacoes em fracoes continuadas, entre outras.

2.1 CASOS BASICOS

E interessante iniciar a discussdo com alguns casos simples de implementacoes de processos
de calculos que sao necessarios em diversos problemas distintos e que, portanto, podem ser im-
plementados em rotinas. Os exemplos abordados envolvem as solucoes de equacoes quadraticas
ou cubicas.

2.1.1 EQUACAO QUADRATICA
Uma equacao quadratica é uma equacao na forma
az® +br +c =0, (2.1)

na qual os coeficientes a, b e ¢ sdo conhecidos e deseja-se encontrar os valores de z que satisfa-
zem a equacao.

A solucao de (2.1) € bem conhecida.! Existem duas solucées, denotadas por z., as quais sdo
dadas por

b+t VA
2c
- 2.2b
VA (2.2b)

onde A = b? — 4ac é o discriminante da equacao quadratica. As solucoes (2.2a) e (2.2b) sdao ma-
tematicamente equivalentes (i.e., ambas geram o mesmo numero), mas nao sao numericamente
equivalentes. Isto porque as férmulas sdo sujeitas a cancelamentos catastroficos (se¢do 1.5.5.1).

Exemplo 2.1. Considere a implementacao da férmula (2.2a) em um modelo z [10, 2] de represen-
tacdo de nuimeros reais.? Suponha que

a = 2.00, b = 20.02, c = 0.20.

Em primeiro lugar, na forma normalizada, b = 2.00 x 10!. Entao, computando a féormula sem
digitos de guarda e mantendo os resultados na forma normalizada, a sequéncia de operacodes é:

2 2

D= 0007 2 e = 4,00 % 102 — 1.6 = 4.00 x 102 — 0.02 x 10% = 3.98 x 107
4ac=1.6 ~ - )

2a = 4.0 ~ V/b? —dac =1.99 x 10

IEmbora a origem histérica da férmula seja controversa.
2Ver secdo 1.3.2. Para este exemplo nao € necessario explicitar as quantidades enin € €max-
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—2.00 x 10' +1.99 x 10!

= =-3. 1072
_ T4 10 3.00 x 10
—2.00 x 10* —1.99 x 10!
x_ = 10 = —9.98.
Ou seja, o modelo previu z; ~ —0.03 e x_ =~ —9.98, quando o resultado correto € x; = —0.01 e
x_ = —10.00. O resultado obtido para z_ difere do exato por 0.2%, mas x, difere do valor correto
por 200%!
Por outro lado, empregando a férmula (2.2b), obtém-se
A4 A4
0 =-100x107% z_= 0 = —4.0.

T T 200 x 100 — 1.9 x 107 ~ 200 x 101 + 1.99 x 101
Ou seja, agora =, foi estimado corretamente, mas z_ esta completamente errado.

O exemplo acima demonstra um caso patolégico de cancelamento catastréfico. No caso da
formula (2.2), isto ocorre principalmente quando, para {a,b,c} € R, resulta 4ac < 0 e |b| > |dac|,
em cuja situacao vb% — 4ac =~ |b|.

Uma maneira de implementar o calculo das raizes de (2.1) de forma a minimizar o efeito dos
erros de arredondamento € primeiro calculando

1
—3 (b + sq\/K) , onde s, = sgn (),
sendo sgn (x) a funcao sinal de z. Com isso, calcula-se
c q
Ty = —, r_— = —.
q a

q:

Contudo, se A < 0, o resultado de VA é imaginario e néo existem raizes reais. Esta situacdo
deve ser levada em conta em um algoritmo. Além disso, se {a,b,c} € C, entao as raizes em geral
serdao complexas. Neste ultimo caso, a quantidade s, no calculo de ¢ deve ser determinada de
tal forma que

Re (b* \/K) >0,
onde Re denota a parte real de um numero complexo e b* denota a conjugacao complexa de b.

O algoritmo 2.1 implementa o calculo das raizes de (2.1) para o caso em que {a,b,c} € R. Este
algoritmo é implementado em Fortran no programa 2.1, empregando precisdao dupla.

Algoritmo 2.1 Calculo das solu¢des da equacao quadratica (2.1) para coeficientes reais.
Dados: a, b e ¢, variaveis reais com a # 0
Calcule A = b? — 4ac
Se A > 0 entao > (2 raizes reais)
Calcule, com algebra real,

q= —% (b+sgn(b) \/K)

Calcule
q C
xrp = —, T2 = —
a q
Senao > (2 raizes complexas conjugadas)
Calcule, com algebra complexa,
1
Calcule
q C
1= —, T2 = —
a q
Fim Se
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Listing 2.1: Implementa algoritmo 2.1 em Fortran, usando precisdo dupla.

program quadratic_eq

use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, half, one, four
implicit none

real (dp) :: a, b, c, disc, qr, x1, x2

complex (dp) :: qc, zl, z2

print+, 'Entre com os coeficientes da equacao:’

write (*, fmt= ’(a)’, advance= 'no’)’a= ' ; read=x, a
write (¢, fmt= ’(a)’, advance= 'no’) 'b= ' ; read=, b
write (*, fmt= ’(a)’, advance= 'no’)’c= ’ ; read#*, c

disc= b*b — four=a=c
print+, 'As raizes sao:’
if (disc >= zero)then
qr= —half#*(b + sign(one, b)*sqrt(disc))
x1= qr/a ; x2= c/qr
print’(2(a,g0))’, ’'x1= ', x1, ° x2= ', x2
else
qc= —half*(b + sqrt(cmplx(disc, kind= dp)))
z1l= qc/a ; z2= c/qc

print ' (2(a,g0),a)’, ’'zl= (’, real(zl,dp), ', , aimag(zl),’)’
print ' (2(a,g0),a)’, 'z2= (’, real(z2,dp), ', , aimag(z2),’)’
end if

end program quadratic_eq

2.1.2 EQUACAO CUBICA

Dadas as constantes ¢y, ¢, ¢z € cs € uma incégnita x, a equacao cubica busca determinar os
valores de x que satisfazem
asx® + asx® + a1z + ag = 0. (2.3)

A solucéao de (2.3) € conhecida e a sua derivacao € atribuida ao matematico italiano Gerolamo
Cardano (1501 - 1576). As formulas envolvidas no calculo das raizes podem ser vistas em [8,
sec. 1.11(ii)] e [9, sec. 4.43].

Se os coeficientes forem todos reais, esta equacao ou possui trés raizes reais ou uma raiz real
e duas complexas conjugadas. O procedimento para o calculo das raizes neste caso € fornecido
pelo algoritmo 2.2.

2.2 POLINOMIOS E FUNCOES RACIONAIS

Um polinémio de grau N, tal como
Py(z) =ag+ a1z + asx® + azz® + - +an_12V " +ana?, (2.4)

é representado numericamente a partir de um vetor que armazena os seus coeficientes: a(i),
com i= @, 1, ..., N. A regra basica para o calculo numérico de um polinémio de grau N con-
siste em nunca implementar o calculo de Py (z) pela expressao em (2.4), pois (i) ocorrera uma
contaminacao acentuada de erros de arredondamento e, principalmente, (i) computacoes de z!
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Algoritmo 2.2 Calculo das solug¢des da equacao cubica (2.3) para coeficientes reais.
Dados: ag, a1, as € ag, variaveis reais com ag # 0
Calcule a, b e c tais que

as al ag
a=—, b= —, c=—
as as as
Calcule g e r tais que
_a2—3b r_2a3—9ab+27c
=79 - 54
Se r? < ¢° entdo > (3 raizes reais)
Calcule
0 =cos™! "
/¢
Calcule
0 0+2 0—2
x1:—2\/§cos(3>—g x1:—2\/§cos( _g ﬂ)—g 1:1:—2\/6(:05( 3 ﬂ)—g
Senao > (1 raiz real e 2 complexas conjugadas)
Calcule
1/3 a/p, (p#0
p=—sen(r) [Irl +VP =] s={4p @70
0, (=0
Calcule
Ty =p+s— % (raiz real)
1
vz =3 (p+s)— % + z? (p— s) (raiz complexa 1)
1
¥3 =3 (p+s)— % - z? (p—s) (raiz complexa 2)
Fim Se

para valores crescentes de 0 < i < N rapidamente resultardo em overflow ou underflow mesmo
que Py (z) seja representavel.

A maneira numericamente correta de calcular Py (z) pode ser obtida pela sequéncia de pas-
sos:

Py(x) = ag + arx + aga® + azz® +--- + ay_12N "V +anay

=ag+<x (a1 + asx + a3x2 + -+ aN_lxN72 + aN:cNfl)

N-3 N 2)}

:ao—i—az[al+x(a2+a3x+~--+aN,1x +anx

=apt+afar+z{aa+zfaz+ - +z(an_1+anz)]}],

onde entdo a expressao € calculada a partir dos parénteses mais internos para os mais externos.
Esta expressao € facilmente implementada por um laco, onde em cada iteracao é adicionado o
termo a;_1 + a;z a um acumulante, variando-se o indice i de N a zero. Este é o algoritmo de
Horner. O algoritmo 2.3 implementa esta sequéncia de passos.

O algoritmo de Horner pode ser facilmente modificado para calcular simultaneamente a de-
rivada de Py (z), pois

Py (x) = aj + 2a9x + 3az2z® + - + Naya¥ L.
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Algoritmo 2.3 Algoritmo de Horner para o calculo do polinémio Py (z).
Dados: N >0, {a;,i1=0,...,N}ex
pb=an
Parai=N—1,N—2,...,0 faca > (Se N = 0, nao executa laco)
p=pr—+a;
Fim Laco

Na verdade, o algoritmo modificado permite calcular simultaneamente as 0 < m < N derivadas
de P, N (.T)

O programa 2.2 implementa em Fortran o calculo de Py (z) e suas derivadas pelo algoritmo
de Horner. A unidade que chama a sub-rotina poly_dn deve fornecer o vetor c de forma [0:N]
contendo os coeficientes do polinémio e o valor do argumento xz. A unidade deve também alocar
o vetor pd com forma [0:m] (0 < m < N), o qual ird retornar o valor de Py (z) em pd(0) e suas
primeiras m derivadas em pd(1:m). Observa-se que o codigo fornece o resultado correto mesmo
se inadvertidamente for alocado um vetor pd com m > N.

Listing 2.2: Implementa o algoritmo de Horner para o cdlculo de Py(z) e suas derivadas.

subroutine poly_dn(c, x, pd)
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, one
implicit none

real (dp), intent(in) :: x

real (dp), intent(in), dimension(0:) :: c
real (dp), intent(out), dimension(0:) :: pd
integer :: i, j, nc, nd

real(dp) :: co

nc= size(c) — 1 ; nd= size(pd) — 1

pd(0)= c(nc) ; pd(1l:nd)= zero
do i=nc -1, 0, -1

do j= min(nd, nc — i), 1, -1
pd(j)= pd(j)*x + pd(j — 1)
end do
pd(0)= pd(0)+x + c(i)
end do
co= one
do i= 2, nd
CO= CcO#*1i
pd(i)= co=*pd(i)
end do
return

end subroutine poly_dn
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2.3 SERIES CONVERGENTES

O calculo de séries € talvez uma das técnicas mais empregadas para a representacdo de
funcodes. Séries sao também com frequéncia empregadas para representar solucoes de equacoes
diferenciais.

Uma série é definida como o limite de uma sequéncia de somas parciais. Seja a sequéncia de
valores {Sn},” = So,51,52,...,5n,..., sendo que cada termo Sy da sequéncia € o resultado da
soma parcial

N
SN= un, (N=0,1,2,...),
n=0

onde as quantidades {u,} sdo supostas conhecidas. Se a sequéncia das somas parciais converge
para um valor finito no limite N — oo, entdo a série

(o)

S = lim Sy = Zun
N —o00 ot

é denominada uma série convergente ¢ S ¢ o seu valor. Caso isto ndo aconteca, S sera uma

série divergente.

Existem diversas técnicas para testar se uma série € convergente. Uma condicdo necessaria
(mas nao suficiente) para tanto é que lim, ,. u, = 0; ou seja, cada termo da sequéncia de
somas parciais ira diferir do anterior por uma quantidade progressivamente menor a medida
que N — co. Esta condicao nao ¢ suficiente e a notdria série harmonica -, 1/n é um exemplo
de série divergente, embora u, = 1/n satisfaca o critério.

Um teste absoluto de convergéncia de uma série € o critério de Cauchy. Dada uma série S,
se para qualquer quantidade ¢ > 0 existir um numero inteiro positivo N tal que

|S; — S| < e, para todos i,j > N,

entdo a série é convergente. Ou seja, a série converge porque o critério é satisfeito mesmo para
¢ arbitrariamente préximo de zero.

Outros testes de convergéncia de séries podem ser vistos em Arfken (2013) [10, sec. 1.1].
Aqui sera destacado o teste da razao

<1, (série convergente)
=<{¢>1, (série divergente) (2.5)
=1, (indeterminado).

Un+1
Unp

lim
n—oo

O teste da razao é usualmente o primeiro (e o mais simples) a ser empregado para verificar a
convergéncia de uma série. Se o seu resultado for indeterminado, outro teste deve ser empre-
gado.

Nesta secao serao abordados brevemente alguns métodos relacionados ao calculo de séries
convergentes. De particular importancia sao as séries de poténcias, pois estas fornecem uma
ferramenta pratica para o calculo do valor de uma funcdo. Os métodos apresentados aqui
estarao restritos a func¢ées de uma variavel (real ou complexa).

2.3.1 SERIES DE TAYLOR E DE POTENCIAS

A série de Taylor de uma funcao f () é uma ferramenta ttil para o calculo da funcao, desde
que a mesma possua derivadas em todas as ordem em z.

Considera-se primeiro o caso de func¢des reais com argumentos reais. Sejam os pontos z e
(z <), os quais definem o intervalo L = (z,7) C R e um ponto z = a contido em L; isto é,
< a < Z. Se uma determinada funcéo f (x) possuir derivadas no minimo até a ordem N + 1 > 0
em qualquer ponto do intervalo L, a funcao pode ser calculada em qualquer ponto x € L por

x
Z

N ) (q ,
f(z) =Sy (z) + Ry (2), Sy (z) =) ! nl( ) (x—a)", (2.6)
n=0 :
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onde (™ (a) denota a n-ésima derivada da funcaoem z =a e

_

R, (if) - (TL+ 1)| (.

(r—a)""", para algum z < { < 7.
A quantidade Ry (z) € denominada o resto da soma Sy (z), o qual é necessario para o calculo
exato de f ().

Se a funcao f (r) possuir derivadas em qualquer ordem?® em L € lim,,_,, R, = 0, entao o limite
da sequéncia de somas parciais Sy (z) (N =0,1,...) resulta na série de Taylor de f (x) em

torno de a o
Flay =3 L@ gy

n!

n=0
a qual sera uma série convergente porque satisfaz o critério de Cauchy. Quando a série de Taylor
¢ desenvolvida em torno de a = 0, a série

< ¢(n) (g
f(x):Zf '( )I"
n=0 :

n

é também conhecida como a série de Maclaurin de f (x). Exemplos bem conhecidos de séries
de Maclaurin de funcées elementares sao

0 " IE2 IES IL'4
e Zn! ottt
n=0
s .T2"+1 $3 $5 1‘7
= B I A R —
sen ngo( )V Gnr) 6 120 5040 T
oo $2n $2 $4 Jjﬁ
=5 (1" - T T
cos e ;)( ) G > T ot

Uma funcao f (z) que pode ser desenvolvida por uma série de Taylor em um intervalo L C R
é dita ser uma funcao analitica em L. Pode-se demonstrar que se uma funcao é analitica no
intervalo L, sua série de Taylor em L € tinica.

Uma série de Taylor ou Maclaurin € um caso particular de uma série de poténcias

/ (x) = Z Cn (:E - a)nv (2.7)

onde as quantidades {c,; n =0,1,...}, supostas conhecidas, sdao os coeficientes da série. Ou
seja, para uma série de Taylor, ¢, = f() (a) /n!. Em alguns casos, é possivel determinar-se a
série de poténcias de uma funcéo f (z) conhecendo-se os seus coeficientes, sem que se conheca
de antemao os valores das derivadas f(™ (a). Isto ocorre, por exemplo, quando se emprega o
método de series de poténcias para a solucido de equacodes diferenciais [10, sec. 7.5].

Uma propriedade de uma série de poténcias € o seu raio de convergéncia R, definido a partir
do teste da razao (2.5). Dada a série de poténcias (2.7) de f (z), desenvolvida em torno de x = a.
Se existir uma quantidade R nao nula, obtida por

Cn +1
Cn

— = lim

n—roo

) (2.8)

entdo a série garantidamente converge no intervalo —R + a < ¢ < R + a. Para verificar se a série
converge nos pontos ¢ = —R + a ou z = R + a, outros testes podem ser necessarios.

Os raios de convergéncia das séries das funcgées e”, senz € cosz sdo todos infinitos (R — o0);
portanto, suas séries convergem para qualquer z € R. Ja a série geométrica

o<1 1

Zx”:l+x+x2+x3+-- (2.9)

= 1—2
. . ~ . . - . -1
possui raio de convergéncia R = 1; isto €, a série somente converge para f(z) = (1—2z)  no

intervalo |z| < 1.

3Sendo entiao denominada uma funcdo suave.
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Considerando agora func¢des complexas, isto €, funcdes f(z) € C para z € C, as suas pro-
priedades usualmente generalizam as propriedades de func¢des reais. Discussodes a respeito de
funcées complexas podem ser vistas em [10, cap. 11] ou [14, cap. 2].

Em particular, se uma funcdo f(z) possuir derivada e € univoca em uma regido D C C
centrada em z = zp, entdo ela ¢ dita ser analitica em D (ou holomérfica ou regular). Se a
funcao f (z) for analitica em D, entdo ela sempre pode ser desenvolvida em uma série de Taylor
em torno de z,

(")
f(z)zezD S.o (2) —Zf (20) (2 —20)" ch (2 —20)", (2.10)

n=0

a qual € unica em D, sendo que agora c, € C.

O raio de convergéncia da série (2.10) pode ser também determinado por (2.8). Uma regra
pratica para se determinar o raio de convergéncia de S, (z) consiste em “medir” a distancia
de zp ao ponto singular de f(z) mais préximo. Chamando de z; este ponto singular, o raio de
convergéncia sera R = |zp — z;|. Funcodes inteiras possuem singularidade somente em |z;| — oo;
isto €, suas séries de Taylor convergem sobre todo o plano complexo.

Retornando agora ao problema pratico de empregar uma série de poténcias para o calculo de
uma funcao

f(z) =8 (z) = Z cn (x —0)" (2 real ou complexo),

n=0

esta claro, a partir da discussao realizada na secédo 1.5.5.2, que nunca sera computacionalmente
possivel atingir-se o limite da sequéncia das somas parciais (ou a soma dos infinitos termos de
Sz,)s porque sempre ocorrera um erro de truncamento. Em outras palavras, um computador
somente sera capaz de fornecer uma aproximacao a f (z) a partir da série S,, (z), a qual sera
uma das somas parciais apresentadas em (2.6).

Supondo que a funcao f (r) possa ser representada por uma série de poténcias S,, (x) em
torno de x(y € denotando-se por

N
SNao (X) =D en (z = 0)"

a N-ésima soma parcial na sequéncia que leva a S,, (z) quando N — oo, do ponto de vista de
métodos numéricos, a questao que se coloca €é: para qual valor N a soma Sy s, (x) ird satisfazer
um determinado critério de tolerancia para uma aproximagao aceitdvel da funcéo f (z)? O critério
de tolerancia em questdo pode ser um dos seguintes:*

* |f(x) — SNz (2)] < EAf (N, o), sendo EAy (N, z0) o erro absoluto maximo permitido a apro-
ximacao.

* |1 - SNy (z)/f(z)] < ER; (N, z0), sendo ERy (N, xz) o erro relativo maximo permitido.
® SN (x) possui os ng. primeiros digitos corretos.

Observa-se que os dois ultimos critérios acima estao relacionados entre si, porque, de acordo
com (1.7), na base b = 10 temos

—1—log(ERy) < ng. < —log (ERy).

Por exemplo, se ER; = 107°, entao Sy x, (r) sera uma aproximagdo para f () com no minimo
4 e no maximo 5 digitos corretos. Contudo, a validade destes critérios deve ser analisada cui-
dadosamente quando as somas parciais sao calculadas em valores de r préximos as raizes de
f(x).

Se a série for uniformemente convergente no dominio D, entdo para qualquer ¢ > 0 arbi-
trariamente pequeno sempre existirda um numero N a partir do qual

[Szo () — Snozo ()| = |Rnz ()] <€, paratodoxz € Den > N.

Neste caso, a quantidade ¢ sera o erro absoluto EA; (n, z() e esta pode ser tomada como o critério
para interromper o calculo das somas parciais.

4Ver secoes 1.5.2 e 1.5.4.
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Por outro lado, assumindo que a tolerancia para a aproximacao de f (z) possa ser medida
com o erro relativo, observa-se de (2.6) que

SI() ((E) - SN,IO (LL')
Szo (73)

ER; (N,z0) >

. ‘RN,M ()
S (@)

Ou seja, € necessario conhecer a razao entre o resto da N-ésima soma parcial e o valor da série.
Novamente neste caso, existe um caso especial de série convergente para o qual o seguinte
teorema se aplica.

Teorema. Seja a série
S=> uj =S, +Rn, Sp = uj.
j=0 j=0

Se existir um niimero n tal que para todo j > n,

ujr1| < elu;| para0 < e < 1, entdo

gl _ el

R,| <
|| l—e 1-—¢

Em particular;, se ¢ < 1/2, entao |R,,| < |uy]|.

o0

Demonstracdo. O resto da série R, = S — S, = Zj:n 41 uj € dado pela soma dos termos 1,
Unt2s ... S€ |uji1]| < elu;| para j > n, entdo, em R, |upt2| < € |tunt1], [unts| < € |tngo] < €2 [up i1
etc. Por indugéo, conclui-se que |ty tmt1]| < ™ |unt1| (m > 0). Ou seja, em R, |u;| <&/ upi
(j = n+1). Portanto,

Uj

’

’

o0 oo o0
IR,| = Z u;| < Z ;] < [tpa | Z gi—n—1 (2.9) |11in+1| < ilun|_
j=n-+1 j=n-+1 j=n+1 € €
Por fim, se ¢ < 1/2, entdo ¢/ (1 — ¢) < 1, de onde segue que |R,| < |uy]. O

Como a diferenca entre duas somas parciais consecutivas € S,,.1 — S, = un+1, resulta que
para as séries onde este teorema se aplica para algum n > N, o valor absoluto do resto ira
necessariamente diminuir de forma monoténica com o aumento de n. Neste caso, empregando
como critério de tolerancia o calculo do erro relativo ER; (N, zy), pode-se assumir, com um
grande grau de confianca, o critério de convergéncia

Up,z (T)
Sn,wo (x)

O algoritmo 2.4 implementa o calculo de f(z) quando a sua série de poténcias converge de
maneira uniforme.

< ERy (n,z0), (n > N).

Algoritmo 2.4 Calculo de f (x) por meio de uma série uniformemente convergente.
Dados: {c,, n=0,1,2,...} , os coeficientes da série S (z) = -, c,z"/n!
g, a tolerancia maxima para a aproximacao Sy (z) (0 <e < 1)
x, o argumento de S (z)
Inicialize: p=1,s=cy, i =1

Repita
p=pxxfi
t=c;*p
s=s54+1
1=1+1

Até que [t/s| <

£
Retorne: S (z) = s

Observa-se que o algoritmo supde que os coeficientes {c,} da série sdo conhecidos ou que
podem ser calculados a partir de alguma relacdo de recorréncia. Neste ultimo caso, linhas
adicionais dentro do laco devem ser adicionadas para o calculo de ¢; a cada iteracao. Observa-se
também que o algoritmo escreve os coeficientes da série como u,, = ¢, 2" /n! para realizar o calculo
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de r, (x) = 2™ /n! também através da relacao de recorréncia r, (z) = zr,_1 () /n (para n > 1, com
ro = 1). Este método reduz o efeito dos erros de arredondamento de uma maneira semelhante a
estratégia adotada no algoritmo 2.3 para o calculo de um polinémio.

O algoritmo 2.4 garantidamente funciona para uma série que apresenta convergéncia uni-
forme e monotoénica, o que nao é em geral verdade. Se a série convergir de forma lenta ou
alternada, uma analise mais detalhada do comportamento de R, pode ser necessaria. Uma ten-
tativa de aplicacao do algoritmo 2.4 para séries cuja convergéncia nao € conhecida de antemao
pode ser realizada se o teste de convergéncia for realizado, a cada iteracdo, para um numero
M (M > 1) de somas parciais prévias. Assim, o algoritmo somente aceita a ultima soma parcial
como uma boa aproximacao para S (x) se o teste for satisfeito para todas as M +1 somas parciais.

O programa 2.3 apresenta um exemplo de aplicacdo do algoritmo 2.4 para o calculo da fun-
cao f(z) = senz. O programa contém a funcio interna my_sin(x) a qual realiza o teste de
convergéncia em trés somas parciais consecutivas e somente aceita a ultima soma como apro-
ximacao para senx se todos os testes forem bem sucedidos. Escrevendo a série da funcdo como
senx =x ) u,(x), observa-se que u, (v) satisfaz a relacao de recorréncia

(—1)" 2% z?u,, ()
n = —— —> Up = — 5 :071,2,... .
un (¥) = "y = e ) =~y an sy )
Inicialmente calcula-se os dois primeiros termos da série u (r) = 1 € u; (x) = —22/6 € 0os termos

para n > 2 sao entao calculados no laco, no qual a relacdo de recorréncia é empregada. O
programa imprime também o valor da funcao intrinseca sin(x) para comparacio.

Listing 2.3: Implementa algoritmo 2.4 em Fortran para o cdlculo da fungio sen x.

program my_sin_p

use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, one, two
implicit none

real (dp) :: x

do
write (#, "(a) *,advance="no’) 'x= ' ; read=*, X
print ' (a,g0) ', 'my_sin(x)= ', my_sin(x)
print’(a,g0)’, 'F_sin(x)= ', sin(x)
end do
CONTAINS
function my_sin(x)
real(dp) :: my_sin
real(dp), intent(in) :: x
real (dp), parameter :: tol= epsilon (one)

real (dp) :: x2
real (dp), dimension(2) :: f2npl

real (dp), dimension(0:2) :: vs, vt
X2= X*X

vt= [ one, —x2/6.0_dp, zero |

vs= [ one, one + vt(1l), zero |
f2npl= [ 5.0_dp, 4.0_dp |

do

vt(2)= —vt(1)*x2/product(f2npl)
vs(2)= vs(1l) + vt(2)
if (all (abs(vt) <= tol=xabs(vs))) exit
f2npl= f2npl + two
vt= eoshift(vt, 1) ; vs= eoshift(vs, 1)
end do
my_sin= x*vs(2)
return
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end function my_sin
end program my_sin_p

2.3.2 ACELERACAO DA CONVERGENCIA DE SERIES

O algoritmo 2.4, o qual implementa o calculo de uma série de poténcias convergente dada
uma certa tolerancia no resultado, funciona bem para uma série uniformemente convergente.
Quando isto nao ocorre os termos da sequéncia {Sy},” podem convergir lentamente para o limite
S. Neste caso, existem alguns métodos que podem acelerar a convergéncia da série ao substituir
a sequéncia {Sy}, por uma outra sequéncia {Sy},” que ira convergir muito mais rapidamente
para S. Esta nova sequéncia € obtida a partir de uma determinada transformacédo aplicada a
sequéncia {Sy},” original. Algumas dessas transformacoes serdo apresentadas abaixo.

2.3.2.1 TRANSFORMACAO DE EULER

A transformacéao de Euler foi criada em 1755 pelo matematico Suico Leonhard Euler (1707 —
1783) e € particularmente util para séries alternantes, nas quais os termos das somas parciais
alternam em sinal; isto €, para uma série do tipo

S= (-1)"un(2),
n=0

com u, (z) > 0 para um certon > N.
Com as condi¢des acima, a série pode ser calculada como

5= 3 0 )+ 3 S Ay ),

n=0 n=0

para a qual, se N = 0 a primeira soma nao é realizada. A quantidade A™uy (z) € o n-ésimo
operador de diferenca adiantada de uy (x), o qual € definida como

n

Ay =3 () 1

k=0
0 2 3

Auy =un, Auy =uni1 —uny, Auy =uni2 —2unt1+un, A°uy =uni3 —3uni2 +3Uunt1 — uN-.

A operacao inversa de A" é

n

Unin = (Z)AkuN, (n=0,1,2,...).

k=0

2.3.2.2 O METODO A? DE AITKEN

O método A? de Aitken ou aceleragdo de Aitken se deve ao matematico escocés Craig Aitken
(1896 - 1967). Este método se baseia na hipétese de que a sequéncia de somas parciais {S,},
se comporta, a partir de um certo n > N, de forma semelhante a série geométrica (2.9).

Uma forma mais geral para a n-ésima soma parcial de uma sequéncia geométrica é

Sp =5+ bk™,

onde S = lim, ,» S,, b € uma constante e £k < 1. Para este tipo de sequéncia, observa-se as
seguintes identidades:
Snt1 — S e Spya— 8
S,—8 7 S-S

ASnJrl
AS,

AS, =bk" (k—-1), =k,
onde o operador de diferenca adiantada foi empregado (AS, = S,+1 — S,). Mas dadas as identi-
dades acima, observa-se que

AS, AS, (AS,)? (AS,)?

bk" = - - - .
k—1 ASpi1/AS,—1 AS,.,—AS, A9,
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Observa-se também que

nlgrréoSn—S—Sn—bk =5, - AZS,

Portanto, A nova sequéncia {5, },°, definida por

S/ - S _ (ASH)Q _ S _ (S’n+1 - Sn)2
e P Y S

tem o mesmo limite que a sequéncia original, mas se aproxima do limite muito mais rapida-
mente. A demonstracao da convergéncia acelerada de S/, em comparacédo com S,, é fornecida por
Stoer & Burlisch (2013) [11].

Este método fornece uma aceleracao de convergéncia para somas parciais que se comportam,
para um certo n > N, de forma semelhante a uma sequéncia geométrica, isto &, se

Spt1 =85 _ Spy2— S
S, —S T S-S

Uma discussio mais aprofundada destes métodos de aceleracao de convergéncia e de outros
métodos € fornecida por Dahlquist & Bjérck (2008) [12] ou Burden & Faires (2010) [13].

2.4 RELACOES DE RECORRENCIA

Muitas funcées especiais ndo dependem somente do seu argumento, mas também de um
indice que pode assumir valores inteiros. Os exemplos mais comuns de fung¢des desse tipo sado
as funcoes de Bessel J, (x), e os polinomios de Legendre P, (z), os quais dependem do indice
n = 0,1,2,.... Neste caso, usualmente essas funcoes satisfazem relacées de recorréncia (RR)
entre valores consecutivos do indice n. Por exemplo,

Tust (8) = 220 () + T () =0,
(n+1)P,(x) — (2n+1)zP, (z) + nP,_1 () = 0.

As relacées acima sao denominadas rela¢ées de recorréncia de trés termos ou equacées ho-
mogéneas de diferencas lineares de segunda ordem. A forma genérica dessas relacdes pode ser
escrita

Yn+1 + bnyn + anYn-1 =0, (2.11)

onde as quantidades y,—1, Yn, Yn+1, an € b, podem ser funcdées de uma variavel z (real ou com-
plexa).

A existéncia das RR oferece uma aparente vantagem no calculo de fungées que as satisfazem.
Por exemplo, se for necessario obter uma sequéncia de funcdes de Bessel J, (z), J1 (z), J2 (z), etc,
em principio bastaria calcular as duas primeiras na sequéncia a partir de suas expansoes em
série de poténcias (usando, por exemplo, o algoritmo 2.4) e depois calcular as demais usando
a relacao de recorréncia. Infelizmente, esta estratégia somente ira fornecer o resultado correto
para |z| < 2n. Quando esta condicdo nao € satisfeita, os resultados fornecidos pela relacao de
recorréncia para valores cada vez maiores de n irao rapidamente divergir dos valores corretos.

A razao para esse comportamento vem do fato de que uma RR de trés termos como (2.11)
estabelece uma equacao de diferencas finitas de segunda ordem que possui duas solugdes line-
armente independentes (LI), tal como ocorre com uma equacao diferencial de segunda ordem.
Denotando por f,, e g, duas solucées de (2.11), a condicao de independéncia linear entre as
mesmas € verificada se o seu determinante de Casorati for nao nulo, i. e., se

In 9n

D, =
fnfl In—1

Para muitas relacoes de recorréncia, pode ocorrer que

lim f—n =0, (2.12)
n—oo gn

em cuja circunstancia a solucio f, é denominada minima ou recessiva, enquanto que g, é
denominada a solucao dominante.
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Suponha entdao que uma RR com solu¢des minima/dominante esteja sendo empregada para
obter a solucdo minima f,,. Como a representacao numérica é sempre finita, em geral os nime-
ros que representam os valores iniciais fy € f; no computador nao sdo exatos, mas sim apro-
ximacgoes yy € fl dos mesmos, os quais sempre podem ser decompostos em uma combinacio
linear das soluc¢oes minima/dominante (exatas) como

ﬁ:ufl+’yrogl7 (22071)a

onde ro = fo/go, p =1+ €1 € 7 =€, onde |e1], |e2] = zps, s€NdO z¢ps 0 €psilon de maquina (se¢ao
1.3.2). Apos sucessivas aplicacoes da RR (2.11) para n crescente, a solucdo numérica paran = k
fica [15, sec. 4.2.1]

Ye = fr (0 +roge/ fr)

a qual possui uma diferenca relativa do valor exato fj, igual a

k To k
ek*y—flzelJreg—, sendom:f—.

T Tk 9k
Ap6s um numero grande de iteragoes (k > 1), o limite (2.12) mostra que r; — 0; ou seja, ¢, — oo.
De fato, observa-se que [15, sec. 4.2.1]

Yr/yr—1 _ 14 p(re —Te—1) k>1 L

i/ Jk—1 Yro + UTE—1 ’

ou seja, a razao de dois valores numéricos consecutivos (yx/yr—1) se aproxima da razao das
solucoes dominantes, a qual ndo € a solucao desejada. Isto ocorre independente dos valores
iniciais yy e ﬁ Em outras palavras, a solucdo numeérica converge para a solucdao dominante.
Neste caso, diz-se que a relacdao de recorréncia € instdvel ou mal condicionada para a solucao
minima.

Felizmente, se a relacdo de recorréncia € instavel para a obtencao de f, no sentido crescente
(ou seja, aumentando n), ela sera estavel no sentido decrescente (diminuindo n), porque neste
caso f, se torna a solucao dominante e g, a solucdo minima. Um método que pode ser empre-
gado nesta situacao € mencionado mais adiante. A tabela 2.1 apresenta o sentido de estabilidade
das relacoes de recorréncia de algumas funcdes especiais.

Tabela 2.1: Sentidos de estabilidade das relagdes de recorréncia de algumas Jungdes especiais [16].

Estabilidade das relacdes de recorréncia

Sentido crescente de n  Sentido decrescente de n

P (2), P (x) P (2), B (z) (x < 1)
@n (2), Q' () (x < 1) Qn (2), Q7' (2)

Yo (z), Ky (2) In (), In (x)
Jon_1y2 (@) Iy_1/2 (2) Jng1y2 (%), Ing1y2 (o)

Portanto, se o uso de uma relacdo de recorréncia estiver sendo considerado para o calculo
da funcao que a satisfaz, é importante verificar se a relacdo possui um par de solucoes mini-
ma/dominante. Um teorema importante que pode fornecer esta informacéo é apresentado a
seguir.

Teorema (Perron). Dada a relacdo de recorréncia de trés termos
Yn+1 + bnYn + anyn—1 =0,
se existirem as constantes nao nulas a, b, « e 3 tais que
an ~an®, b, ~bn®, paran — oo,
entao:
1. Se 8 > «a/2, existem duas solugées independentes da relacéo de recorréncia, f, e g,, tais que

a
In Gpamp In —bn?, paran — .

fn—l b ’ 9n—1
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2. Se 3 = a/2, sejamt; ety as raizes do polinomio caracteristico ¢ (t) = t> + bt + a.

(a) Se |t1‘ < |t2

, existem solugoes independentes f, e g, tais que

fa 5

~tin?, I tn®, paran — oc.
fnfl 9n—1

(b) Se |t;| = |t2]. entdo

a1
lim sup [ " } = |t1],

n— 00 n!b

para qualquer solugdo da RR.

3. Se < /2, entao

1
lim sup vl 1" = +/lal
n—00 nlo/2 ’

para qualquer solucéo da RR.
Nos casos 1 e 2(a), a solucao f,, é minima. Nos demais casos, o teorema é inconclusivo.

A demonstracao do teorema de Perron pode vista em Gil et al. (2007) [15, sec. 4.3]. O mesmo
texto mostra a aplicacao do teorema de Perron para varias relacoes de recorréncia, bem como
diversas outras propriedades matematicas e generaliza¢coes das mesmas.

2.4.1 O METODO DE MILLER PARA A SOLUCAO MINIMA

Na secao anterior, argumentou-se que a relacao de recorréncia (2.11) € mal condicionada
para a obtencao da solucdo minima f,. Contudo, a mesma RR torna-se bem condicionada para
fr» quando a mesma € calculada para n no sentido decrescente (chamada recorréncia retrégrada).

Suponha que é desejado obter a sequéncia { fn}g = fo, f1,..., fr composta pelas solucoes
minimas de (2.11) por recorréncia retrégrada. Suponha também que sejam tomados valores
iniciais fy € fy—-1, com N > k+2. Entao, paran =N —1,N —2,...,0, aplica-se de forma iterativa

1
fn—l - _; (fn-i—l + bnfn) . (213)

n

Nesta recorréncia, se y, € o resultado numérico obtido, entao [15, sec. 4.4]

yn/yn—l -1 ry 11— Tn—l/rn
= —+ ,
In/fno1 Tno11l—rN/re_1

(2.14)

onde novamente r,, = f,/g,. De acordo com (2.12), é razoavel se esperar que |ry| < |r,| nesta
recorréncia. Isto significa que o erro numérico introduzido na recorréncia retrégrada tende
de fato a diminuir com as iteracdes; a solucdo f, se comporta como a solucdo dominante na
recorréncia retrograda. Neste caso, existem trés possibilidades relevantes.

1. Os valores de fy e fy_; sao conhecidos ou podem ser obtidos por algum outro método.

Neste caso, basta tomar N = k + 2 e aplicar (2.13) em um laco.

Os outros dois casos se referem a situacées onde os valores de fy e fy_1 nao sdo conhecidos
ou nao podem ser obtidos. Nesta situacdo, é importante observar que (2.14) mostra que sao
as razées dos resultados numeéricos (y,/y,—1) que convergem as respectivas razdes dos valores
exatos, independente dos valores iniciais especificos. Por isto, nesta situacdo é comum tomar-se
fn =0e fy—1 = 1 (independente se f, € real ou complexo) e escolher N > k, sendo que k é o
ultimo elemento solicitado na sequéncia { fn}]g. De acordo com (2.14), se N for suficientemente
grande, entdo para todos os termos da sequéncia { fn}’g as diferencas relativas entre as razées
numéricas y,/y,—1 € os valores exatos f,/f,—1 estardo dentro de uma tolerancia (exatidao), a
qual pode ser fornecida como um parametro de entrada que ira determinar para qual valor
de N a acuracia exigida sera satisfeita. Desta forma todos os elementos da sequéncia foram
determinados a menos de uma constante de normalizacdo, a qual pode ser determinada de
duas maneiras distintas; o que leva as duas outras possibilidades.
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2. O valor de fy; # 0 é conhecido ou pode ser obtido por um outro método.
Neste caso, apds a aplicacao da recorréncia retrograda, resulta que f; = ayp; ou seja,
a = fo/yo € a constante de normalizacdo. Assim, a partir da sequéncia {yn}]g obtém-se
uma nova sequéncia {wn}g, com w, = (fo/yo)yn (n=0,...,k), a qual é a representacio
numeérica de { fn}g dentro da tolerancia exigida.
Resta agora estimar o valor de N > k para que a sequéncia {wn}g tenha todos os seus

termos acurados dentro de uma tolerancia. A partir de (2.14), a seguinte estimativa pode
ser empregada na maior parte das aplicacgées:

_ Uk/Yk
Jr/ fre—1

sendo que a razao ry/r; pode ser obtida a partir do teorema de Perron. O algoritmo 2.5
implementa este método.

N
= —,
Tk

€k

Algoritmo 2.5 Método de Miller quando f, # 0 € conhecido.
Entrada: ¢ (tolerancia), k e f,
Saida: { wn}g (aproximacao numeérica para { fn}]g )
Encontre N > k tal que |ry/rg| < €
Inicialize y, =0 e y,—1 =1
Paran=N —1,...,1 faca

1
Yn—1 = _; (yn+1 + bnyn)
Fim Laco
a= fo/yo
Paran =0,...,k faca
Wyp = AYnp

Fim Laco

3. A solucao minima satisfaz uma regra de soma.

Em situacdes onde f; ndo pode ser obtido por um outro método ou pode ser nulo, como
ocorre com func¢des que possuem raizes, a constante de normalizacdo pode ser obtida se a
solucdo minima da RR satisfaz uma regra de soma do tipo

S = i >\nfn7
n=0

com os coeficientes )\, conhecidos.

Neste caso, se {yn}’g € a sequéncia obtida a partir da recurréncia retrograda partindo de
N > k, resulta que f,, ~ ay,. Entao

P P
S ~ Z /\nfn ~ OLSp, onde Sp = Z )\nyna

n=0 n=0
para p < N o qual deve ser determinado levando-se em conta a velocidade de convergéncia
da série e a tolerancia exigida. Portanto, a constante de normalizacao € dada por o = S/S,,
. . N - k
a partir da qual obtém-se a sequéncia numérica {w, },, com w, = ayy.

Para otimizar o tempo computacional, a soma S, pode ser computada simultaneamente a
recorréncia retrograda. Definindo

1 p
Yn—1 me—n

e assumindo que nenhum y,, seja nulo, entao s, satisfaz

Yn

$n = H, (An + Sny1), sendo H, = ,
Yn—1
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a qual é computada de forma retrégrada até s;, de onde se obtém S, = (Ao +s1)yo. As
aproximacdes numéricas sdo entao w, = (5/S,)y, (n=0,...,k), as quais também podem
ser escritas como w,, = H,w,_1, partindo de wy = Syo/Sp, = S/ (Ao + s1).

Este método € implementado pelo algoritmo 2.6. Consideracées a respeito da convergéncia
do método, estabilidade do computo da regra de soma e estimativas para o valor de N
podem ser vistas em [15, sec. 4.6.2].

Algoritmo 2.6 Método de Miller empregando uma regra de soma.
Entrada: ¢ (tolerancia), ke S =" A,/
Saida: {wn}]g (aproximacao numeérica para { f,z}g)
Determine valor para N
Inicialize Hy =0e sy =0
Paran=N —1,...,1 faca

aﬂ,
Hn N bn + Hn+1
Sp = Hn ()\n + Sn+1)
Fim Laco
S
Ao + 81
Paran=1,...,k faca
Wy = Hnwn—l

Fim Laco

Wo

2.5 SERIES DE FOURIER-CHEBYSHEV

O valor de uma funcao também pode ser calculado a partir de uma série de Fourier [10,
cap. 19]. De particular importancia para métodos numéricos sdo as séries de Fourier defini-
das a partir de polinémios ortogonais [10, sec. 12.1] [17], particularmente os polinémios de
Chebyshev.?

Os polinémios de Chebyshev do primeiro tipo {7, (x)} sao ortogonais no intervalo (—1,1) com
$2)—1/

. = 2 N cps =
respeito a funcio-peso w (x) = (1 — . Suas principais caracteristicas sao:

e Paran>0e -1<z<1,
T, (z) = cos (ncos™ " z) .

Formula de Rodrigues:

ﬂxmzz(‘”n¢yﬂﬁ(iJn@_xa"”?

(2n — 1N

¢ Equacao diferencial:

(1—2*)y" —ay +n’y=0
* Relacao de ortogonalidade:
0. it
/1ﬂﬁWHmmm : Z'%‘7'7&0
= -_— /L =
—1 1 — 1'2 2’ . ]
T, 1=7=0.

Relacao de recorréncia:

Tpt1 () = 22T, (x) —Thoq (), (n2>=1).

* O polinémio T}, (z) (n > 1) possui n raizes em —1 < z < 1, localizadas em

2k — 1
:Ekcos< 5 7r>, (k=1,...,n).

n

5Definidos pelo matematico russo Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894).
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Os primeiros polinémios de Chebyshev sao

Ty (z) =1 Ts () = 42® — 3z
Ty (z) == Ty (z) = 8* — 82% 4+ 1
Ty (x) =222 — 1 Ts (x) = 162° — 202> + 5z.

A figura 2.1 mostra os graficos dos primeiros polinémios. Pode-se notar que —1 < T, (z) < 1,
para -1 <z < 1.

Chebyshev polynomials

Figura 2.1: Grdficos dos polinémios de Chebyshev Ty (z) o Ts ().

Seja entdo uma funcao f (z) definida no intervalo [—1,1]. A condicdo de ortogonalidade dos
polinémios de Chebyshev permite desenvolver a mesma na série de Fourier-Chebyshev

oo

n=0
pois, escrevendo

1 oo
f (33) = §CO + n;cme (33) )
multiplica-se ambos os lados por T, (z) /v1 — 22 e integra-se, resultando

Y@ Ta(x) 1 [P Ty (x) T, (x) > YT (2) T (2)
/717#—:62 dr = 2c0 717\/@ da:+mz_:1cm/1 Ve dx,

ch:i/_llf\(/xl)ij_—;;(;‘)dx:i/oﬂf(COSQ)T"(COSH)d€7 (n=0,1,...).

Para certas funcoes f (z), as integrais que devem ser calculadas para determinar os coeficientes
{c,} podem ser realizadas analiticamente. Caso as mesmas nio sejam conhecidas, pode-se
aproximar as integrais a partir dos métodos discutidos no capitulo 4.

Se o valor absoluto dos coeficientes ¢, cair rapido o suficiente para n — oo, uma boa aproxi-
magcao para f (z) sera uma série de Fourier-Chebyshev truncada por

1

N
SN ('T) = 560 + Z ey (I) .
n=1
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O teorema a seguir fornece uma medida do erro que resulta do truncamento da série para uma
funcao f (z) suficientemente bem comportada.

Teorema. Seja uma funcgdo f (x) que possuim + 1 derivadas continuas emx € [—1,1], param > 0.
Entao,
[f (@) = Sn (z)| ~ O (N7™)

a medida que N — oo, para todo —1 < z < 1.

A técnica da série de Fourier-Chebyshev pode ser aplicada para a mesma funcao f (z), mas
em intervalos arbitrarios do dominio. Para tanto, basta realizar a troca de variavel

1 1
t—g(b—&—a)—l—i(b—a)x,

a qual ir4a mapear o intervalo [—1, 1] para [a, b].

2.6 FRACOES CONTINUADAS

Sejam {a,};" e {b,}, duas sequéncias de nimeros reais ou complexos, as quais podem ser
funcées de uma variavel z (também real ou complexa). A partir destas sequéncias, € possivel
construir uma representacao para uma funcao f (z) dada pela fragdo continuada

ai

f(x)=1bo+ (2.15a)
a2
b +
b + L
2 bS + bﬁf.“
— ap a2 43 G4 (2.15b)

+ PR .
O by bot bg+ bat

onde a segunda forma € apenas uma representacao simplificada da primeira. Por exemplo, a
representacio da funcio tangente em fracdes continuadas ¢é

tanz = =

5

T

Fracoes continuadas muitas vezes convergem mais rapidamente que expansodes em séries
de poténcias e em uma regidao as vezes maior do dominio da funcao e distinta da regido de
convergéncia da série.

2.6.1 FRACOES CONTINUADAS A PARTIR DE RELACOES DE RE-
CORRENCIAS OU SERIES DE POTENCIAS

Fracoes continuadas para uma dada funcao f (z) podem ser obtidas de diferentes manei-
ras. Aqui serdo discutidas fracoes obtidas a partir de relagdes de recorréncias ou de séries de
poténcias. Se a funcdo satisfaz uma relacdo de recorréncia do tipo (2.11), a mesma pode ser

inicialmente escrita como
Yn an

Yn—1 by + yn—i-l/yn
Reescrevendo esta expressao para valores consecutivamente maiores de n e inserindo os resul-

tados no ultimo denominador, resulta

Yn an _ % Gny1 Gn42 Ony3
Yn—1 b Ap+1 bn_ bn+1_ bn+2_ bn+3_
n —
An+42
bn+1 -
An+3
bn+2 -
s
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Segundo o teorema de Pincherle [15, sec. 4.4], esta relacao de recorréncia converge se e somente
se a mesma possui uma solucdo minima. Métodos para o uso desta fracao continuada para o
calculo da relacao de recorréncia sao fornecidos por Gil et al. (2007) [15].

Para séries de poténcias, Cuyt et al. (2008) [18] fornecem diversos métodos. O primeiro
método a ser apresentado ¢ o método de Euler. Dada a série geral

F=> o, (2.16)
k=0

é possivel estabelecer-se uma sequéncia de aproximacoes parciais em termos de uma fracao
continuada a partir da sequéncia de somas parciais {f,,}, dadas por f, = > }_, cx.
De acordo com Cuyt et al. (2008), a fracdo continuada associada a série de f é

—cofer —egfea —cpfep

c1
=cyp+ — . cee 2.17a
f=co 1+ 1+ ca/er+ L+es/eat  1+epfep1t ( )
ou, na forma extensa,
C1
f=co+ . (2.17b)
—02/01
1+ 7
— C3/C:
1+62/61+ 3 2 /
— C4/C3
1—|—C cyg+ —mF
3/c2 1+cqfecs+---

A fracao continuada acima pode ser obtida a partir da sequéncia {f,},” usando-se inducao
matematica. Iniciando-se por fs,

C1 C1
fo=ctcet+teo=c+—"—=cp+——"7—.
1 —02/01
R 1+ —=r =
1+ e/cr 1+co/cq
Manipulando agora fs,
Cc1 [&]
fa=co+er+eat+c3=co+ =co+ -
1 —cafcr —c3/cq
1+
1+02/01+63/Cl 1+02/61+63/01
C1
:CO+
—82/61
1+ /
— C3/C2
1+co/c1 + ———
2/ ! 1+03/62

Finalmente, manipulando f; da mesma maneira, obtém-se

Jaimco+eteatezteg=--
&]
— (c2/c1)
— (c3/c2)
— (ca/c3)
1+ (ca/c3)

=co+

1+

1 —+ (62/01) +
1+ (cs/c2) +

Por inducao, resulta a férmula geral (2.17).
Assumindo-se agora uma série de poténcias com uma variavel independente,

f(z)= Zakzk.
k=0

Obviamente, por comparacdo com (2.16), observa-se que ¢, = a;z"* e, portanto, a fracao continu-
ada de f (z) é dada, a partir de (2.17), como

f(Z):a()ﬂL% —(az/a1) z —(ag/ag) z —(ax/ap_1) 2

1+ 1+ (az/a1) 2+ 1 + (as/az) 24+ 1+ (an/ax—1) 24+ (2.18)
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De acordo com Cuyt et al. (2008), os resultados dados por (2.17) e (2.18) sdo de utilidade limi-
tada, uma vez que as fragdes continuadas obtidas tém as mesmas propriedades de convergéncia
e divergéncia apresentadas pelas séries.

2.6.2 METODO DE VISKOVAKOV

Como um método mais poderoso, Cuyt et al. (2008) apresentam entdao a sequéncia de Vis-
kovatov, a qual € obtida a partir de (2.16), realizando-se diversas manipulacées. Dados os
coeficientes

doo =1, do; =0, (j=1)

dij = ¢jy1, (J 2 0)

dyj = —dij41 = —Cjr2, (j 20)

dij = dp—1,0dk—2, j+1 — dp—2,0dk—1,j+1, (k=3,7>0),
a fracao continuada de Viskovatov para a funcao f é

dio doo d3o dag dso

2.19a
doo+ d1o+ doo+ d3o+ dao+ ( )

f=co+

Os textos sobre fracoes continuadas muitas vezes escrevem este resultado de forma compacta

como [18, Eq. 1.1.1d]
oo dm
f=co+ K(d 2 ) (2.19b)
me1 m—1,0

A série obtida da sequéncia de Viskovatov apresenta propriedades de convergéncia distintas
da série original. Cuyt et al. (2008) argumentam que em geral esta série converge em uma regiao
mais ampla que o raio de convergéncia da série de poténcias original.

2.6.3 TRANSFORMACOES DE EQUIVALENCIA E CONTRACOES

Em Gil et al. (2007) [15, Chap. 6] sao discutidos métodos de manipulacdo de uma fracéo
continuada na forma (2.15). Uma transformagado de equivaléncia sobre f (z) consiste em escolher
um conjunto {¢;} (¢; # 0) adequado, de tal forma que

C1a1 C1C2G2 C2€3G3 C3C4G4 C4C505 C5Cea6
c1bi+ caba+ c3bz+ cabs+ csbs+ ceb + - -

f(2) =bo+

A contragao par da fragdo continuada equivalente acima é obtida escolhendo-se ¢, = b;l,
a1/by az/ (biba) az/ (b2b3) as/ (b3bs) as/ (babs) as/ (bsbs) a7/ (bsbr)
1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ IR

Mas este ultimo resultado também pode ser escrito como

f(z)=bo+

F(2) =bo+ a1/by [az/(b1ba)][as/(b2bs)] [aa/(b3ba)][as /(babs)] [as/(bsbe)][az/(bsb7)]
0 Taz/(b1b2)— T+as/(b2bs)]+]aa/(bsba)]= T+[as/(babs)]+lac/(bsbe )|~ T+[ar/(bebr)|+[as/(brbs)[— "

Esta é a contracao par de f (z), a qual pode ser escrita de forma compacta como

al/bl
14 92 — KOO ( [a2m /(b2m—1b2m)][azm+y1/(b2mbamy1)] )

b1b2 m=1 \ 1+[a2m+1/(b2mbem+1)]+[azmt2/(bam+1b2m+2)]

f(z) =bo+ (2.20)

Uma contracao par de uma fracdo continuada usualmente converge duas vezes mais rapido
do que a fracao original, desde que os novos coeficientes nao sejam demasiado complicados.
Dada agora a série

f(z)= Z apz®,
k=0

a fracao continuada de Euler da mesma é identificada a partir de (2.18) fazendo-se a substituicao
ap — «aj € a partir de (2.15) por

a] = Qa2 a; = — (Oéj/Oéj—l)Z (] = 2)
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by = g by =1 bj=1-a; (j 22).
Entao, a contracao par da série de poténcia fica dada por (2.20), resultando

a1z

1—3—?z/(1+%z)—
(02 [+ 0+ 2]
(5 0] [ -
e (L (2 0 ) () () )
s \1— sy (14 22s) (1+“a—+z)} — oaa, /KH“;;“ o) (1 22e22)] -

f(z)=a0+

2.6.4 COMPUTACAO DE FRACOES CONTINUADAS

Retornando a fragédo continuada escrita na forma (2.15), para realizar de facto a sua compu-
tacdo, € necessario transforma-la numa funcéao racional, i. e., se f; € o j-€ésimo aproximante de
f (2), entao

onde A; e B; sdo fungoes dos a’s e b’s:

A_1:1 B_1:0 A():bo B():].
Aj = bjAjfl + CLjAJ;Q Bj S bijfl + CL]'B]',Q (] = ].) .

De fato, dada (2.15), os primeiros aproximantes sao

ar _ bobi+a ar by (bibs +az) + arb
Jo=bo fi=bo+ bl Olb L fo=bo+ L bbbyt as) + ards
1 1 as b1bs + as
b+ —
b2
f - 4 ay _ bo [bl (bgbg + a3) + agbg] + a1 (b2b3 + a3) _ [(bgbl + 0,1) b2 + agbo} bg + (b0b1 + al) as
2 b 2 b1 (babs + a3) + asbs (biby + a2) bs + azb:
1
b -
2 + b3
Ja usando a forma racional,
7 :é:blb(ﬁ-al f :é:bz(blbo-i-al)-‘ragbo
! B b1 ? By bab1 + az
f A3 b3 [bg (blbo + al) + agbo] + as (blbo + al)
3= B3 b3 (b2b1 + ag) + asby '

Ou seja, de fato as relacoes de recorréncia para A; e B; estdo corretas.

Ha alguns métodos usuais para realizar essa computacdo. Como o melhor método genérico,
Press et al. (2007) [7] e Gil et al. (2007) [15] sugerem o uso do algoritmo modificado de Lenz, por
sua robustez contra overflows e estabilidade contra erros de arredondamento. De acordo com o
mesmo, o aproximante f; € dado por

fi = fi-1C;Dj;,
onde

d p, = Bz
Aj-1 77 B

C; =
Desta forma a possibilidade de overflows no numerador e/ou denominador é contornada.

Além disso, existem relagoes de recorréncia para C; € D;. Calculando primeiro

bAJ 1—|—(1]AJ 9 — b (b] 114] 2+ a;— 1A] 3)
372A373 + aj72A]74

CjCj-1 = 0;Cj1 =

= a/j7
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onde foi empregada a relagao de recorréncia para 4;. E,
Dj (bj + aij_l) =1.
Ou se€ja,

Qj 1
D=
Cj,1 J bj + aij,1

Cj:bj+

o que diminui consideravelmente o acimulo dos erros de arredondamento.

Existe ainda o perigo de que os denominadores das ultimas relacdées de recorréncia sejam
nulos ou préximos a zero. Para tanto, o algoritmo 2.7 implementa o método modificado de Lenz,
levando em conta essa possibilidade.

Algoritmo 2.7 Algoritmo de Lenz modificado para o computo de uma fracdo continuada.

Entrada: {a,}", {bn}, , € (tolerancia) e tiny
Saida: f; (j=0,1,...)
Jo=bo
Se by = 0 entao
fo = tiny
Fim Se
co = fo; do =0
Para j =1,2,... faca
dj = bj + ajdj_l
Se |d;| < tiny entdo
d; = tiny
Fim Se
¢ =bj+a;/cia
Se |¢| < tiny entdo
c; = tiny
Fim Se
d; = 1/d;
hj = dej
fi = fi-1h;
Se |h; — 1| < ¢ entdo
exit
Fim Se
Fim Laco
Obs: E sugerida a seguinte relacdo entre ¢ e tiny: 10730 < tiny < €|b;].
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DERIVACAO NUMERICA

3.1 INTRODUCAO

Derivacao e integracdo numeéricas sao alguns dos métodos que mais se utiliza em fisica com-
putacional. Com frequéncia é necessario calcular f’(z) ou [ f(z)dx para uma determinada fun-
cao f(z) para a qual pode existir ou ndo uma expressao analitica. O objetivo deste capitulo
€ introduzir alguns dos métodos mais empregados na derivacdo numeérica, mantendo-se como
objetivo a precisao numeérica dos métodos.

Ao contrario da integracao numeérica, que sera apresentada no proximo capitulo, a derivacao
possui alta suscetibilidade a erros de truncamento e, principalmente, de arredondamento. Isto
se deve a propria natureza da derivacao, definida por

& T )~ f@)

dzx h—0 h (3. 1)

Como sempre ha erros associados com o calculo de f(xz), estes serdo ampliados a medida que
se executa numericamente o processo de limite h — 0. Como a representacao finita de numeros
reais em computadores impde um limite inferior no valor de f(z + h) — f(z), erros de arredon-
damento rapidamente comecam a se acumular durante o processo de limite, levando o calculo,
finalmente, a um processo de cancelamento catastréfico, como se pode observar no exemplo da
figura 1.5. Portanto, derivacdo numérica somente deve ser realizada quando nao houver outro
meétodo para a solucdo do problema em estudo.

Nas proximas secoes serdao apresentados métodos que possibilitardo o calculo numeérico de
derivadas primeiras e segundas de funcdes que possuem ou niao uma expressio analitica co-
nhecida. Alguns destes métodos serdo posteriormente empregados no calculos de equacoes
diferenciais ordinarias ou parciais.

3.2 FORMULAS CLASSICAS DE DIFERENCA FINITA

Como ja foi adiantado no exemplo 1.12, a maneira mais 6bvia (e mais ingénua) de se calcular
numericamente uma derivada consiste em tomar literalmente a definicao (3.1) e substitui-la
por uma formula de diferenca finita, resultando na férmula de diferenca adiantada (forward
difference).

3.2.1 FORMULA DE DIFERENCA ADIANTADA (forward difference)

Esta formula consiste em tomar (3.1) e ignorar o processo de limite:

Aplicado desta forma, este procedimento esta fadado a ter uma exatidao limitada ou ao quase
certo fracasso, o que nao o impede de ser largamente utilizado no calculo numérico de equacoes
diferenciais parciais. Portanto a féormula (3.2) somente deve ser empregada quando considera-
¢oes de tempos computacionais forem importantes.

Ha duas fontes importantes de erros em (3.2): erro de truncamento e erro de arredondamento.

O erro de truncamento pode ser estimado a partir do desenvolvimento de f(z + h) em uma série
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de McLaurin em torno de z:
Pl ) = F@) £ @)+ 3 f @R f @+ o 3.3)

resultando
flx+h)— f(z)
h

Ou seja, o erro de truncamento € da ordem

= f'(x)+ %f”(m)h +0 (h?).

€ ~ |f”h| .

Para diminuir este erro (para valores finitos de f”), poder-se-ia tentar diminuir o valor de h,
0 que acabaria levando ao aumento do valor do erro de arredondamento a partir de um valor
critido de h, como se pode observar na figura 1.5.

O erro de arredondamento possui duas origens. A primeira seria o erro no processo de
arredondamento realizado na representacdo finita dos pontos =z e = + h, conforme discutido
na secdo 1.5.3. Mesmo se as representacoes de z, h, x + h, f(z) e f(x+ h) fosse considera-
das “exatas,” ainda resta o erro de arredondamento no processo de calculo da diferenca finita
[f(z+h) — f(x)] /h. Este erro € da ordem

f(x)

h

€q ~ €Ef ,

onde ¢; € a precisao fracional no cdlculo de f(z). Para uma funcdo bem comportada, €5 ~ €,
sendo ¢, a precisao da maquina (1.5). A suposicao que ¢, o< h~! pode ser inferido a partir da
figura 1.5. Assim, o erro total no calculo de (3.2) pode ser estimado como

€total (R) = € (h) + €4 (R) ~ | f"h| + €f ‘f(hx) . (3.4)

O valor de h que minimiza este erro pode ser estimado pelo calculo do minimo de €., resultando

f” = ‘/efxc,

hmin =~ €f

onde z. = /f/f" é denominado escala de curvatura de f(x) ou de escala caracteristica sobre
a qual f(z) varia. Na auséncia de uma melhor informacao, usualmente usa-se z. ~ z.
Portanto, o erro relativo na melhor estimativa da derivada, conforme dada por (3.2) é:

£\
St v (L) = v

onde se supos que f, f' e f” sejam todos da mesma ordem de grandeza. Pode-se ver que a
formula de diferenca adiantada fornece como melhor estimativa somente a raiz quadrada do
epsilon de maquina. Para precisdo simples, €,, ~ 1077, portanto, \/e,, ~ 1074, ou seja, 4 digitos
significativos corretos. Ja para precisao dupla, €, ~ 10719, resultando /e, ~ 1078, ou 8 digitos
significativos corretos. Esta estimativa esta coerente com os resultados mostrados na figura 1.5.

3.2.2 FORMULA DE DIFERENCA ATRASADA (backward difference)

Quando as condig¢des de contorno do sistema em estudo assim o exigirem, pode ser necessario
usar uma féormula de diferenca atrasada para estimar a derivada de uma funcéo. Esta formula
consiste simplesmente em tomar:

Neste caso,

f(ac)—f(x—h)_ / 1// 2
FU R = (@) = 5 @k + O (h?),

e, portanto, o erro total € igual a (3.4).
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3.2.3 FORMULA DE DIFERENCA CENTRADA (centered difference)

Uma melhor estimativa para a derivacdo é obtida a partir da _férmula de diferenca centrada

@ h = fa—h)

!
() 5T (3.6)
Utilizando (8.3), observa-se que
4+ h) — —h 1
Ou seja, o erro de truncamento deste método € da ordem
e ~ | /" ()| h?,

resultando na seguinte estimativa de valor de h que minimiza o erro total:

f///

Dmin ~ Y €f

~ JeFT,
e com um erro relativo igual a

n
€total 3 f2
~

¥ (7)™ ~ (eg)?%.

f/3

Assim, para precisao simples, 6%{3 ~ 107°, ou seja, 5 digitos significativos corretos, e para pre-
cisao dupla, 63,{3 ~ 10711, ou 11 digitos significativos corretos, aumentando sensivelmente a
exatiddao na estimativa da derivada. A vantagem desta férmula comparada com a férmula (3.2)
¢ claramente visivel na figura 1.5.

3.2.4 FORMULA DE 5 PONTOS

Uma aproximacao ainda melhor pode ser obtida partindo-se de (3.3) e (3.7), de onde vem

flx+h)— f(x—h)=2f(x)h + éf”l(l’)h?’ + %fv(ac)h5 +0 (h7)

F@ + 2h) — f(z — 20) = Af (2)h + gf’”(m)h?’ + 1—85f7’(:c)h5 Lo

Combinando-se adequadamente ambas as formulas, obtém-se
2
f(z—2h) = 8f(x — h) +8f(x+ h) — f(xz + 2h) = 12f'(x)h — gf“(as)h5 +0(h7),
ou seja,

flx—2h) —8f(x —h)+8f(x+h) — f(z+2h)
12h

= f'(z) — 3—10]‘”(15)}14 + 0 (h°).

Portanto,
—2h) — —h h) — 2h 1
12h 30
a qual € conhecida como férmula de derivada de 5 pontos.
O erro de truncamento agora € da ordem

e~ |f|nY,

o que implica na seguinte estimativa de h,,;, que minimiza o erro total:

5/ €f ‘fl
hmin ~ |f“| ’

€total 5 ‘f“‘|f|4 4/5
I T o
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. = . 4/5 _ . P . . .
Para precisao simples, €'rr{ ~ 107%, ou seja, 6 digitos significativos corretos, enquanto que em

precisao dupla, er/® ~ 10713, ou seja, 13 digitos significativos corretos.

Combinacédes ainda mais elaboradas levam a aproximacédes mais acuradas para a derivada.
Entretanto, o nimero de calculos da funcao f(z) em diferentes pontos aumenta com a ordem do
método empregado. Por conseguinte, ndo € usualmente vantajoso usar um método ainda mais
acurado que a férmula da derivada de 5 pontos (3.8).

3.3 FORMULAS DE DIFERENCAS FINITAS PARA A DERI-
VADA SEGUNDA

As formulas introduzidas na secao 3.2 podem ser estendidas para o calculo da derivada de
segunda ordem de f(z), com diferentes ordens de convergéncia.

3.3.1 FORMULA DE TRES PONTOS

Realizando-se a seguinte combinacao linear a partir de (3.3):
P+ ) = 2f() + flz — ) = [ @R + 2o [+ O (1) + -+
resulta,
h) —2f(x —h 1 ..

a qual ja parte de uma exatidao equivalente ao método de diferenca centrada (3.6) para a deri-
vada de primeira ordem.

3.3.2 FORMULA DE CINCO PONTOS

Uma aproximacédo ainda melhor € obtida a partir da combinacao:
2
—f(x—2h) +16f(x — h) — 30f(x) + 16f(x + h) — f(z + 2h) = 12f" (x)h?* — Bf”(z)hG,

resultando na férmula de cinco pontos para a derivada segunda:

F1(z) ~ _ flz—2h) —16f(z — h) +30f(x) —16f(z + h) + f(z + 2h) n if“'(z)h‘*. (3.11)
12h2 90

Expressoes para derivadas de ordens ainda mais altas também pode ser obtidas a partir de

combinacodes lineares de f(z) calculada em diferentes pontos. As mesmas férmulas também

podem ser empregadas para a implementacao do calculo numérico de derivadas parciais e de

operadores vetoriais. Estas generalizacdes siao apresentadas por Abramowitz & Stegun (1970)
[21, cap. 25] e Temme (2010) [22, sec. 3.4].

3.4 FORMULAS PARA O CALCULO DE DERIVADAS EM
PONTOS FORA DA REDE

As féormulas apresentadas nas secoes 3.2 e 3.3 sdo uteis quando a funcao f(x) possui uma
expressao analitica conhecida. Neste caso, para um valor arbitrario de h, sempre € possivel
calcular-se f(z £+ h). Entretanto, em muitas aplicacées praticas, a forma analitica de f(x) ndo é
conhecida, sendo esta definida somente em pontos regularmente espacados em uma rede, como
em uma tabela.

O problema consiste agora em determinar o valor da derivada de f(z) em pontos tanto sobre
quanto fora da rede. Agora, o parametro h ira representar o espacamento da rede, ou seja, f(z)
€ conhecida nos pontos z = x;, i = 1,2,...,n, tais que 21 < 2 < 23 < -+- < T, € Ty41 — T; = h.
Nestes pontos, f(z;) = f;. Deseja-se entao calcular a derivada em um ponto =z = x; + ph, sendo
que a quantidade p ndo necessariamente € inteira. Ou seja, quer-se obter f;, = f(z; + ph).

Nas secoes abaixo estdo listadas algumas férmulas oferecidas por Abramowitz & Stegun
(1970) [21] para derivagbdes em pontos fora da rede.
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3.4.1 DERIVADA DE TRES PONTOS

Pt |(p-3) Fa-mh (4 5) A] vo1srm@n <e<a)

onde f_; = f(xz; —h) e fi = f(x; + h). Assim, se p = 0, esta formula se reduz a derivada centrada
(3.6).

3.4.2 DERIVADA DE QUATRO PONTOS

1 [3p2—6p+2
J' (zi + ph) = —— %J‘q—(3p2—4p—1)fi+(3p2—2p—2)f1—

2h 3
N 0,096 (§)R%, (0 <p<1)
0,168f(§)R%, (-1<p<0)

3p? -1
3

f2

onde fo = f (x; + 2h).

3.4.3 DERIVADA DE CINCO PONTOS

1 [2p3=3p2—p+1 4p® — 3p? — 8p + 4
f' (@i + ph) = — fo2— 3 fo1+ (20° = 5)pfi

2h 6
4p® + 3p? — 8p — 4 234+ 3p2 —p—1
- 3 it 6

fol +0,06f7(€)R%,

onde agora f_, = f(x; — 2h) e, para p = 0, a férmula acima reduz-se a derivada de cinco pontos
(3.8).

3.5 EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON E ESTIMATIVA
DE ERRO

Nesta secao sera introduzida uma idéia muito util, empregada em diversos ramos da analise
numeérica, conhecida como Extrapolacdo de Richardson. Sera mostrado como se pode obter
uma aproximacao muito boa do erro absoluto de qualquer das férmulas apresentadas para
derivacdo numérica e como esta estimativa pode ser usada para incrementar substancialmente
a acuracia do resultado.

Este tratamento depende da possibilidade de variacao livre do espacamento de grade /. ou de
qualquer outro parametro de controle no método empregado e, portanto, nao é util quando a
funcao for conhecida somente em uma grade fixa, como no caso de valores experimentais. Para
estes casos, o programador esta restrito as formulas e as estimativas de erro apresentadas na
secao 3.4. Contudo, quando a forma funcional de f(z) for conhecida, o método da extrapolacao
de Richardson possibilita um resultado extremamente acurado, juntamente com uma excelente
estimativa de erro.

Considera-se, entdo, um algoritmo numérico destinado a executar uma determinada opera-
¢a0. Seja fexato 0 valor exato do resultado desta operacao e fI(f,h) a aproximacao a fexato Obtida
com o uso do algoritmo numérico, o qual € de ordem n e € regulado pelo parametro de controle
h. Pode-se entao escrever

fexato = fl(f, h) + .A[f]hn + B[f]hn+m 4,

onde A e B sao funcionais aplicados a f. Sendo o algoritmo de ordem n, o erro predominante é
dado pelo termo A[f]h"™, ao passo que o termo posterior na correcao € dado pelo termo B[f]h" ™™,
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para m > 1. Aplicando-se entao o algoritmo para valores do parametro de controle hy = h €
he =h/R (R > 1), resulta

fexato = fIU(f, h) + A[f]n"™ + B[f]A" ™ + ... (3.12a)
J —fl(f h)+A[f}(h)n+B[f](h)n+m+ (3.12b)
exato — 7E E E .

Os erros absolutos nas aproximacoes fi(f,h) e fI(f,h/R) sdao dados, em mais baixa ordem, res-
pectivamente por

EA<h) = fexato - fl(f, h) =~ .A[f]hn
EA (R> :fexato_fl (f7R) Z.A[f] (R) .

Subtraindo (3.12b) de (3.12a), obtém-se, até a ordem n + m:

0= gitgim) — fi (1,5 ) + AU - AL () O ().
ou h (Rn—l) . b
O:fl(fvh)_fl(faR)‘f'RnA[f]h +O(h )

Resolvendo a equacdo acima para h; € hy, obtém-se entao as estimativas de erro, exatas até a
ordem n + m:
Rn
w1
1

Alf] (g) = FA (g) ~ [fz (f, g) — fI(f, h)} T (3.13b)

A expressao (3.13a) consiste em uma estimativa do valor do erro do algoritmo empregando o pa-
rametro h;, ao passo que (3.13b) € a estimativa do erro do mesmo algoritmo usando o parametro
ho. Observa-se claramente que

Al = pAw) = |1 (1. ) - s (3.132)

EA (Z) < EA(h).

Uma vez obtida a estimativa de erro para a melhor aproximacao (usando hs), pode-se adicio-
nar esta estimativa ao valor aproximado fI(f, hs) para se realizar um refinamento no resultado;
isto €, uma vez que

oo =11 (5.5 ) +n (BY m (B) et (B)

substituindo-se (3.13b), obtém-se o valor extrapolado

h h h n+m h n+m-+~£
fexatozfl(va)+|:fl(f7R)_fl(f;h):| Rn11+6[f]<R) +C[f](R) -‘r,

ou

1 . h h n+m h n+m-44
fexato:]%n_l[R fl<va)_fl(f7h):|+B[f] (R) +C[.ﬂ <R) +7 (314)

o qual possui um erro da ordem h"t™,

Observa-se que com (3.13b), foi possivel obter-se uma estimativa mais acurada do erro re-
sultante da aplicacdo do método numeérico para um valor de parametro hs = h/R, sem haver a
necessidade de se considerar a forma operatorial de A[f]. Além disso, o valor extrapolado (3.14)
resulta ser de mais alta ordem (n + m) que a aproximacao original fi(f, k).

Parece, assim, que um unico processo de calculo fornece dois refinamentos: uma estimativa
de erro ao mesmo e um valor extrapolado de ordem mais alta. Contudo, Press et al. (1992) [6]
constantemente enfatizam que ordem mais alta ndo significa necessariamente maior exatiddo.
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O valor extrapolado pode ser de ordem mais alta, mas nao existe nenhuma estimativa do erro
associado ao mesmo; o erro calculado esta associado ao valor ndo extrapolado fi(f,hs). Para
se obter uma estimativa do erro de (3.14) € necessario aplicar-se uma vez mais o processo de
extrapolacdo, agora para a proxima ordem. Este processo sera agora sistematizado.
Escrevendo-se as aproximacodes nao extrapoladas realizadas inicialmente como

Flo ()= FL(1,R) S flo (Z) = /1 (f, ]’;) 7

pode-se escrever a aproximacao extrapolada uma vez, a expressao (3.14), como

fli(h) = fl (f, Z) + [fz (f, IZ) — fi(f, h)} R"1—1 _ R U’ZQR_) - FI(f. 1)
_ R"flo (h/R) = flo (h)
N Rr—1 ’

podendo-se entao escrever (3.14) como

foxato = f1a () + By (Z)Hm Lol (Z)HM P

Escrevendo agora esta ultima expressao para h/R,

h h n+m h n+m-+4
foxato = f1i (R) + B (32) Ll (32) .

e subtraindo ambas as expressoes, obtém-se as seguintes expressdes para 0s €rros:

n+m n-+m
pam =5 (5) = | (5) - mm) g 3.150)

n+m
BA, (Z) ~ Bl/] <}]§2> - [le <Z) - fi (h)] e (3.15b)

sendo que FA;(h) é a estimativa de erro para fl;(h), a qual nao havia sido obtida na iteracao
anterior, e EA;(h/R) é a estimativa de erro para fl;(h/R). Agora, o novo valor extrapolado passa
a ser fly(h), dado por

h h 1 R ™ 1, (h/R) — fly (h
fla(h) = fla (R) + [fll (R> —fh (h)} T fl;fﬁi 2 . fu( ), (3.16a)
€
h n+m-44~
Foato = fla(h) +C /] (RQ> b (3.16b)

Esta nova aproximacao possui um erro de ordem A"+,
Pode-se induzir assim que proximo termo extrapolado sera

- R7z+7rz+€fl2 (h/R) _ fl2 (h)

fls (h) = F : (3.17a)
e
h n+m+~£+p

fexatO:fl?)(h)"rD[f] (R3) + - (317b)

com estimativas de erros iguais a

B\ vttt h Rntmt
h A" h 1

s (3)=on(8) - (3) mol gt osm

E assim sucessivamente para ordens mais altas.
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Deve-se ressaltar por fim que o algoritmo fI(f,h) somente foi utilizado no célculo dos ter-
mos nao extrapolados flp(h). Os termos restantes sao obtidos apenas com o uso da regra de
extrapolacao. Contudo, para obter-se fli (h) para k > 0, € necessario conhecer-se os termos ex-
trapolados anteriores, o que implica, ao final das contas, que € necessario aplicar-se o algoritmo
a flop um total de k + 1 vezes, para valores de incrementos consecutivamente menores: fly (h),

flo (/R), flo (h/R2), ..., flo (h/RF).

Exemplo 3.1. Como exemplo de uso da extrapolacao de Richardson para o calculo de derivacao
numeérica, emprega-se a expressido para derivacdo centrada, juntamente com a sua estimativa

de erro (3.7),

h) — —h) 1
a qual mostra que o método é de ordem n = 2, enquanto que o préoximo termo € de ordem
n + m = 4. Também identifica-se A[f] = —f"(z)/6. Tomando-se o valor R = 2 e empregando-se a

formula acima para hy = h e hy = h/2, obtém-se as seguintes expressoes:

o) = LEF h);hf(x —h _ %f’“(m)h? +0(hY),
oy = HEEWA L) Lo (1),
Chamando entao
Ay = LEE IR g St D S hf2)
a estimativa de erro obtida para fi(f’, h2) € dada por (3.13b),
BA () 2 sy 17 ) = fLU )] = 5 (' he) = S ()] 3.192)

ao passo que o valor extrapolado para o calculo da derivada € dado por (3.14),

F/@) = SO h) 5 SO ) = S )]+ O (). (3.19b)

O resultado obtido com o emprego das expressodes (3.19a,b) pode ser visto na figura 3.1.
Nesta, a exemplo do que se fez na figura 1.5, calculou-se a derivada numeérica da funcao f(z) =
senz?> no ponto x = 0,5 a partir da formula de diferenca centrada. Neste caso, porém, pode-se
calcular também a estimativa de erro (3.19a) e o valor extrapolado (3.19b). Observa-se que a
estimativa de erro é tdo boa que se torna indistinguivel do valor exato do erro durante todo o
intervalo de valores de i para os quais o erro de truncamento € mais importante que o erro de
arredondamento. Além disso, observa-se também que o valor extrapolado refina o resultado em
mais de 2 ordens de grandeza. O programa em Fortran que gerou os dados apresentados na
figura 3.1 esta no Programa 3.1.

Listing 3.1: Programa em Fortran que calculou o erro e o valor extrapolado apresentados na Figura 3.1.

program derivadas_extrapola
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, half, one, two, three
implicit none

integer :: i
real (dp) :: h= 0.1_dp
real (dp), parameter :: x= half

real(dp) :: dfl, df2, df, erro_est, fl
fl= two#x*cos (x*X)
open(unit= 10,file= ’derivs_ext.dat’)
do i= 1, 45

dfl1= fp3(x, h)

df2= fp3(x, half+h)

erro_est= (df2 — dfl)/three

df= df2 + erro_est
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Figura 3.1: Grdfico log-log da estimativa de erro absoluto mo cdlculo da derivada centrada da funcio f(z) =

senz?, em x = 0,5, juntamente com o valor exato do erro e o valor extrapolado da derivada.

write (10, '(4(el0.4,1x)) ')one/h, abs(erro_est), &
abs(df2 — fl1), abs(df — f1)
h= half=h
end do
CONTAINS
function f(x)
real(dp) :: f
real (dp), intent(in) :: x
f= sin (x#*x)
return
end function f

function fp3(x,h)
real(dp) :: fp3
real(dp), intent(in) :: x,h
fp3= half+(f(x+h) — f(x-h))/h
return
end function fp3

end program derivadas_extrapola

Caso se queira empregar este método para uma funcao definida somente em pontos de rede,
os incrementos h; e hy devem necessariamente ser pontos desta rede. Neste caso, colocando
hi1 =2h e hog = h em (3.19b), resulta

P = SR+ S0 = 1 2m) + 0 (1)

_ [z —2h) —8f(x —h) +8f(x +h) — f(z+2h) 4
= o +0 (h'),

a qual € justamente a férmula de 5 pontos (3.8). Portanto, o uso do valor extrapolado nao € util
para pontos fixos de rede, uma vez que o valor de i nao pode ser variado.

A subrotina DFDX_RICH, listada no Programa 3.2 implementa o calculo da derivada numeérica
usando o Método de Richardson. A rotina tem como parametros de entrada o nome da funcéo
f(x) analitica a ser derivada, a qual deve ser fornecida por meio de uma funcao externa, o ponto
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onde calcular a derivada, o tamanho inicial do parametro h e o limite superior solicitado para
o erro relativo do resultado. Como saidas, a rotina fornece o valor numérico de f'(z) e uma
estimativa do valor do erro relativo. Como o resultado do Método de Richardson € equivalente ao
resultado do método de 5 pontos (secao 3.2.4), o menor erro relativo possivel € estimado igual
ao fornecido pela férmula (3.9). Portanto, se o valor solicitado para o erro relativo maximo for
menor que este valor, a rotina automaticamente ira interromper o processamento, pois os erros
de arredondamento irdo impedir a obtencao de um resultado com a exatidao solicitada.

Listing 3.2: Subrotina que calcula numericamente a derivada pelo Método da Extrapolagio de Richardson.

subroutine dfdx_rich (f, x, h_ini, errest, dfdx, err_sai)
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, half, three, fabst
implicit none

real(dp), intent(in) :: x, h_ini, errest
real(dp), intent(out) :: dfdx, err_sai
procedure (fabst) :: f

integer 38 il

real (dp), parameter :: errrel_min= 3.0e—13_dp

real(dp) :: h, dfl, df2, err_abs

if (errest <= errrel_min)then
print’ ("O erro relativo solicitado é muito pequeno." /. &
"Erros de arredondamento irao impedir que a rotina",/, &
" atinja a precisao solicitada.")’
STOP
end if
h= h_ini
dfl= df_cent(x, h)
do
df2= df_cent(x, halfxh)
err_abs= (df2 — dfl)/three
dfdx= df2 + err_abs
err_sai= abs(err_abs/dfdx)
if (err_sai <= errest)exit
dfl= df2
h= half=h
end do
return
CONTAINS
function df_cent(x, h)
real (dp) .. df _cent
real (dp), intent(in) :: x, h
df _cent= half=«(f(x+h) — f(x-h))/h
return
end function df_cent
end subroutine dfdx_rich

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 10/2006 Impresso: 18 DE DEZEMBRO DE 2019



INTEGRACAO NUMERICA

4.1 INTRODUCAO

Integracao numeérica, também denominada quadratura numérica, possui uma histoéria que se
estende desde antes da invencao do calculo. O fato de integrais de certas func¢des nao poderem,
em geral, ser calculadas analiticamente, ao passo que suas derivadas sao facilmente obtidas,
serviu de razdo para enfatizar esta area da analise numeérica ja nos séculos XVIII e XIX.

Em contraste com a dificuldade de se calcular analiticamente uma integral, o calculo numé-
rico pode ser realizado de forma relativamente simples, exatamente ao contrario do que acontece
com a derivacao.

A definicdo da integral de Riemann da funcao f (z) no intervalo a < z < b consiste no limite
da soma da area delimitada por regides retangulares a medida que a largura h dos retangulos
vai a zero e o seu numero total vai a infinito:

b [(b=a)/h]
/af(x)dz:}lllg}J h ; flzi) |,

onde [z] representa o inteiro mais préximo de x.

Um método histérico para medir numericamente a area sob f(z) consiste em tragar o seu gra-
fico sobre um papel milimetrado e contar o nimero de quadrados sob a curva. Por esta razao,
a integracdo numérica foi também denominada inicialmente de quadratura numérica ou, sim-
plesmente, quadratura. Como uma folha de papel possui densidade homogénea, outro método
consistia em recortar os eixos coordenados e a curva da funcao e pesar o papel; dessa maneira
também ¢é possivel estimar-se a area sob a curva.

A integral da funcao f(x) no intervalo a < z < b € aproximada numericamente de uma forma
equivalente a soma dos quadrados ou retangulos. As formulas abordadas neste capitulo podem
ser todas colocadas na forma geral

b N
/f@W:ZﬂMW+W~ @.1)
a i=1

Aqui, f(z) é calculada em N pontos situados no intervalo [a,b] (para férmulas fechadas, isto
é, que envolvem os limites) ou no intervalo (a,b) (para férmulas abertas, que nao envolvem os
limites). Os valores das funcdes calculados em cada ponto do intervalo, f; = f(z;) sdo entao
somados com o intermédio de um peso w;. A quantidade ey consiste na estimativa do erro de
truncamento do método empregado. Embora os métodos, em geral, somente fornecam o resul-
tado exato para N — oo, alguns deles fornecem o resultado exato para certas classes especiais
de funcoées (como polinémios, por exemplo) para N finito.

Os diferentes algoritmos de integracdo utilizam distintos conjuntos de pontos {z;} e de pesos
{w;}. Geralmente, a precisdo aumenta com N, mas erros de arredondamento eventualmente
acabam por limitar a exatiddo final. Uma vez que o “melhor” método depende do comportamento
especifico de f(z), ndo existe um método que possa ser universalmente considerado o melhor.
De fato, alguns dos esquemas adaptativos de integracao numérica, que podem ser encontrados
em bibliotecas tais como IMSL! e GSL,? irdo automaticamente testar diferentes métodos até
encontrar aquele que forneca o melhor resultado.

1https ://www.roguewave . com/products-services/imsl-numerical-libraries.
2https ://www.gnu.org/software/gsl/.
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X0 X1 X2 .ee XN XN+ 1

'

férmulas abertas usam estes pontos

férmulas fechadas usam estes pontos

Figura4.1: Férmulas de quadratura com abcissas igualmente espacadas aprorimam numericamente a integral de
uma funcdo entre xo e ry+1. Férmulas fechadas calculam o valor da funcio mos pontos extremos do intervalo,
enquanto que formulas abertas ndo usam estes pontos.

Nos esquemas mais simples de integracdo numérica, o integrando € aproximado por uns
poucos termos no desenvolvimento em série de McLaurin de f(x), sendo estes os termos a ser
integrados. Exceto no caso do integrando apresentar um comportamento nao usual em algum
intervalo de valores de z, termos sucessivos, obtidos com o aumento de N, irdo fornecer exati-
dao cada vez maior, até que os erros de arredondamento se tornem suficientemente importantes.
Nestes esquemas, denominados de Newton-Cotes, o intervalo total € dividido em subintervalos
iguais, conforme ilustrado na figura 4.1, com o integrando calculado em pontos igualmente es-
pacados z;. Estes algoritmos incluem a regra trapezoidal (primeira ordem) e a regra de Simpson
(segunda ordem).

Esquemas mais acurados de integracdo sao possiveis se os pontos nao necessariamente fo-
rem regularmente espacados. Métodos de quadratura Gaussiana possuem a habilidade de inte-
grar exatamente (exceto pelo erro de arredondamento) o produto de uma funcéo por um poliné-
mio de grau (2N — 1), utilizando somente N valores de f(x). Em geral, resultados obtidos pela
quadratura Gaussiana sao superiores aos obtidos pelos métodos de Newton-Cotes, desde que
nao haja singularidades no integrando ou em sua derivada.

4.2 FORMULAS DE NEWTON-COTES

As formulas de Newton-Cotes (1711) para a integracao numérica sdo caracterizadas por em-
pregar pontos igualmente espacados no intervalo de integracao (a,b). Seja N um numero inteiro
que determina o numero total de pontos onde a funcio f(x) deve ser calculada e h o espaca-
mento dos pontos, conforme pode ser observado na figura 4.1. Os pontos do conjunto {z;} que
serao realmente empregados no calculo da integracao numérica dependem se a quadratura sera
aberta ou fechada, conforme também esta representado na figura 4.1.

4.2.1 FORMULAS FECHADAS DE NEWTON-COTES

Formulas fechadas sao aquelas que utilizam os pontos extremos do intervalo [q, )], isto €,
zo = a € xny = b. Estas formulas sdo adequadas quando o integrando for bem comportado nos
limites de integracao; nao apresentando singularidades, por exemplo.

As formulas fechadas de Newton-Cotes que serdo aqui introduzidas sao ilustradas pela fi-
gura 4.2. Serao utilizados N + 1 pontos igualmente espacados, identificados pelo indice
(i=0,1,...,N), com o espacamento entre os pontos dado por

h_xN—xo_b—a
- N N
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R X1 X2 ver XN-1 XN

Figura 4.2: Nas férmulas fechadas, sio utilizados N + 1 pontos, que variam de o = a a Ty = b.

Os pontos de integracao das formulas de Newton-Cotes serdo definidos por:
xz;=a+ih, (i=0,...,N),
enquanto que os valores da funcao nos pontos z; serao representados por

fi = flw).

4.2.1.1 PoOLINOMIO DE LAGRANGE.

A funcéao f(x) serd agora aproximada por um polinémio interpolador, isto €, no lugar de f(z),
considera-se no intervalo [a, b] um polinémio de grau N, py(x), o qual possui os mesmos valores
da func¢ao nos pontos z;, isto €,

pN(xi)Zf,-, (7=O,,N)
Sem demonstracgao este polinémio € dado por
F(0)lg (2) + f(z)I (@) + - + [ (2n)pN (2)

N
S fald (), (4.22)
n=0

pN(z)

onde ¥ (r) sao os polinomios de Lagrange, definidos por

N

N(p) — (r—z0)(z—x1)...(r —zp_1) (@ —Zpg1) ... (x —2N) _ (x —z;)
ln ( ) (xn - 3:0) (xn - .131) CIEa (-rn - xn—l) (xn - xn-i-l) CIEa (xn - .13]\]) g) (mn - Tz) . (42b)
(i#n)

A verificacao de que py(x) € o polinémio interpolador segue diretamente da substituicido dos
pontos z;:

Vo e {0,1,...,N}, IN(z,) =1elN(x;) =0, para k # n = pn(z,) = fn.

O erro associado a aproximacao fornecida pelos polindmios de Lagrange, ey(z) = f(x) —pn(2),
¢ dado por:
N ()

N [(x = 20) (. —21) ... (x — 2N)], (4.2¢)

en(z) =
onde a € [a,b]. Desta forma, pode-se escrever
f(@) = pn(z) + en(2), (4.2d)

para z € [a,b].
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4.2.1.2 USO DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE NA INTEGRACAO NUMERICA

Fazendo uso entdo do polinémio de Lagrange de grau N para aproximar f(z) pelos N + 1
pontos ilustrados na figura 4.2, obtém-se:

/abf(a:)das = /ab[pN(l“)+eN(x)]dx

N b (N+1) () [
— Zfl/ 1N (2)da + f(NJrl()')/ [(x—w0) (x—21)...(x —2zN)]dz. (4.33)
i—0 Ja © Ja

Pode-se entdo escrever a integral na forma (4.1), onde os pesos da féormula de integracdo sao
obtidos por:

ws — bN;c . Yo —xo) (@ —x1) .. (= xi1) (& —mig1) ... (2 —N) .
Zi/a e 7/a (21— 20) (25 — 1) - (@1 — 20 1) (@1 = Ti11) o i — ) (4.3b)

ao passo que os erros de truncamento serdao dados por

f(N+1)(a

b
N = (N+1)')/ [(x —xo) (x —21)...(x —2N)]d2. (4.3¢)

Deve-se enfatizar aqui que a férmula (4.3a) € exata para um polinémio de grau menor ou igual
aN.

Desta forma, pode-se obter férmulas do tipo Newton-Cotes para polindmios de qualquer grau.
Historicamente, as primeiras férmulas foram estabelecidas para polinémios de graus baixos.
Algumas destas formulas serdo apresentadas a seguir.

4.2.1.3 REGRA TRAPEZOIDAL (N = 1)

A regra trapezoidal, ou férmula do trapézios, corresponde a interpolacao de f(z) a ser inte-
grada por um polinémio de grau 1. Como a interpolacao linear necessita de somente 2 pontos,
estes serao os extremos do intervalo de integracdo, isto €, zp =aez; =b,com N=1eh=b—a.

As formulas (4.3a-c) nos permitem encontrar os pesos:

b
B 1 o(x— ) _ 1(3L‘—b)2 1
Wo = / (azofasl)dx_ 20— a) =3h
b
B /’lcl (m—xo)d _}(95—(1)2 —lh
T i) T 2 —a) | 2

€ 0 €170

1"

€ =ep = ! 2(@) /g:l (x —x0) (x — 1) da = —%f//(a)h?’.

Portanto, a regra trapezoidal para integracdo no intervalo (zg, ) fica

b h 1 ., s
/ flz) = §(fo+f1) -1/ (a)h”. (4.4)

O nome formula dos trapézios vem do fato de se aproximar a funcao f(z) por um trapézio de
lados fp e f1 e de base h = b— a, conforme esta representado na figura 4.3. Pode-se observar que
este método, bastante simples, ja fornece um erro de ordem e ~ h3.

4.2.1.4 REGRA DE SIMPSON (N = 2)

Esta € uma das regras de integracdo mais conhecidas e utilizadas. A funcao f(z) é aproxi-
mada por um polinémio de grau 2 que coincide com esta em trés pontos: zy, z1 € z3. Portanto,
é necessario conhecer 3 valores de f(z), igualmente espacados, para aplicar esta regra.
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fix)
b s

-

: o X
-/ a—h

Figura 4.3: Integragio mumérica pela regra trapezoidal. A drea sob a curva f(z) entre zo e z1 € aprozimada
pela drea do trapézio amarelo.

Tomando N =2, g = a, 1 = (a+b)/2, z2 =be h = (b—a)/2 em (4.3a-c), obtém-se para os

pesos
2 (z—x1) (z—22) 1
wo /$0 (fﬂo*éﬂl) (iLOfJS'g) . 3
2 (=) (& — x2) 4
w; = dr = -h
! /m0 (1 — z0) (1 — x2) 3
wy = / (z = 20) (z — 21) dx:}h,
v (2= T0) (T2 — 1) 3
ao passo que o erro de truncamento fica dado por
1’ a :1;2
engg(' )/ (x —xzg) (x — x1) (x — x9) dz.

Contudo, surpreendentemente obtém-se e; = 0! Isto pode ser facilmente visto realizando-se a
mudanca de variaveis ¢t = z — 1 na integracao acima, resultando

1) h h

/ (m—xo)(x—xl)(x—xg)d:v:/ (t+h)t(t—h)dt:/ (> — h?) tdt = 0.

o —h —h

Isto nao significa que o erro na regra de Simpson € sempre nulo. Neste caso é necessario
tomar o proximo termo no calculo do erro ¢y de um polinémio interpolador de grau N, dado
inicialmente por (4.2c), porém agora acrescentando o préximo termo no desenvolvimento em
série de McLaurin de f(xz) em torno de z = zy:

F (o)

1 (x —x1).

Desta forma, o erro fica:

(v) a T2 9 . h i 5
P [ a0 a0 @) do = 7@ [ (402 (0 Byt = — 5 £ )

o —h

€5 =

Portanto, a regra de Simpson para integracao no intervalo (z,z2) fica

L 60 (@), (4.5)

/ f(z f0+4f1+f2) 90

A figura 4.4 ilustra a aplicacdo da regra de Simpson para o calculo da quadratura. Das
expressoes obtidas para os erros das duas férmulas polinomiais, (4.4) e (4.5), pode-se observar
que a formula dos trapézios é exata se f(x) for um polinémio de grau 1 (pois f”(z) = 0, Vz), ao
passo que a formula de Simpson € exata se f(x) for um polinémio de grau igual ou menor que 3
(pois f()(z) = 0, Va).
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A | f(x)

Figura 4.4: Integracdo numérica pela regra de Simpson. A drea sob a curva f(x) entre xg e x2 é aprozimada
pela drea sob a pardbola P(z).

4.2.1.5 REGRA DE SIMPSON DOS 3/8 (N = 3)

Existe uma regra de quatro pontos cujo erro € da mesma ordem de grandeza da regra de
Simpson (4.5). Tomando N =3, 29 = a, 3 =b e h = (b — a)/3, pode-se mostrar que

[

b
/ f(z)dx = %h (fo+3f143fo+ f3) — S—Of(i”)(a)hd. (4.6)

Pode-se ver que o erro ¢ da mesma ordem de grandeza que (4.5), porém a férmula necessita que
a funcao f (z) seja calculada em quatro pontos.

4.2.1.6 REGRA DE BODE (N = 4)

Esta regra usa 5 valores de f(z) regularmente espacados. Tomando N =3, g =a, z4 =b e
h=(b—a)/4, obtém-se

b
/a f(z)dz = 435h (7fo + 32f1 4+ 12fo + 32f3 + Tf4) — %f@” (a)h". 4.7)

Pode-se observar que agora o erro de truncamento (eg ~ h7) € bem menor que o erro obtido
pela regra de Simpson. Por outro lado, € necessario que a funcao f (z) seja calculada em cinco
pontos.

4.2.1.7 REGRAS EM ORDENS MAIS ALTAS (N > 5)

Outras expressoes, com erros de truncamento sucessivamente menores, podem ser obtidas
aumentando-se o grau dos polinémios interpoladores. Em contrapartida, é necessario calcu-
lar f(z) em um numero cada vez maior de pontos e a quantidade total de operacdes de ponto
flutuante também aumenta. A relacdo de compromisso entre a exatidao obtida, o esforco com-
putacional necessario e o erro de arredondamento resultante vai depender entao da aplicacao
em estudo. Essas outras formulas fechadas de quadratura podem ser obtidas, por exemplo, em
Abramouwitz & Stegun (1970) [21, secao 25.4].

Escrevendo-se uma forma geral para as férmulas fechadas de Newton-Cotes:

b N
[ f@xds = dny s+ en, @.8)
@ i=0

a tabela 4.1 apresenta os valores dos parametros d e h, dos pesos w; € dos erros de truncamento
EN.

Exemplo 4.1. Sabe-se que

2
In2= d?x =0,6931471805599453094172322145818 . ..
1

Usando as féormulas de Newton-Cotes (4.4 — 4.7), obtém-se as seguintes aproximacodes para In 2.
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Tabela 4.1: Férmulas fechadas de Newton-Cotes, dadas por (4.8).

N d wo wq wWa w3 Wy ws We wy EN
1 1/2 1 1 —15.f"(a)h?
2 1/3 1 4 1 — & FE (@)h®
3 3/8 1 3 3 1 — = fO (@)h®
4 2/45 7 32 12 32 7 — s S ()T
5  5/288 19 75 50 50 75 19 — 2 fO) () AT
6  1/140 41 216 27 272 27 216 41 — oo S () RO
7 7/17280 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751 —SBE fid(q)p?
Regra trapezoidal. Com h = 1:
dr 1 1
N (1 + ) =0,75; erro relativo: 8,2%.
1 T 2 2
Regra de Simpson. Com h = 1/2:
2dr 1 8 1
— =~ =14+ -4+ =] =0,69444...; erro relativo: 0,19%.
1 T 6 3 2
Regra de Simpson dos 3/8. Com h = 1/3:
2
d 1
! % ~ % (1 + Z + % + 2) = 0,69375; erro relativo: 0,09%.
Regra de Bode. Com h = 1/4:
2
d 1 4 2 4 7
o (74322 4122 4322 + L) =0,69317460 .. . ; erro relativo: 0,004%.
1oz 90 5 3 72

4.2.2 FORMULAS ABERTAS DE NEWTON-COTES

Uma férmula aberta nao utiliza os pontos extremos no intervalo de integracdo. Na figura 4.2
estes métodos utilizariam os pontos z1, z3, ..., zy_1, OU seja, fariam uso de N —1 pontos. A prin-
cipal motivacao para o emprego de uma férmula aberta ocorre quando o integrando apresenta
um comportamento nao usual préximo ao(s) limite(s) de integracao, como uma singularidade,
por exemplo.

Contudo, as féormulas abertas raramente siao empregadas, pelas seguintes razoes:

1. Férmulas abertas ndo podem ser facilmente compostas juntas para formar uma regra es-
tendida, como as férmulas fechadas, conforme sera discutido na secao 4.2.3.

2. Ha outras classes de formulas de quadratura abertas largamente superiores as férmulas
de Newton-Cotes. Um exemplo consiste nas féormulas de quadratura gaussianas.

3. O polinémio interpolador raramente reproduz fidedignamente a forma de f(z) préoxima aos
pontos singulares, o que reduz significativamente a utilidade de uma férmula aberta.

Devido a estas razoes, as formulas abertas nao serdo detalhadamente discutidas aqui. Somente
sera apresentada a formula geral para uma quadratura aberta,

b N-1
/ fx)de =dh > fow; + en, (4.9)
@ i=1

sendo que os parametros d e h € os pesos w; podem ser obtidos em [21, secdo 25.4] e sdo dados
na tabela 4.2. Dentre as férmulas apresentadas na tabela, a mais ttil € a regra do ponto médio
(midpoint rule), correspondente a M = 0, na tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Férmulas abertas de Newton-Cotes, dadas por (4.9). Na tabela, h = (b—a)/N e N =M + 2.

M d w1 wWa w3 Wy wWs We Wy EN

0 2 1 Lm(a)n?
1 3/2 1 1 % " (a)h3
2 4/3 2 -1 2 2 ) (a)h?
3 5/24 11 1 1 11 2o F0) () h®
4 6/20 11 -14 26 -14 11 2L FOD (a)nT
5 7/1440 611 -453 562 562 -453 611 S250 0D ()7
6 8/945 460 -954 2196 -2459 2196 -954 460 220 f(vii)(q)p?

4.2.3 FORMULAS FECHADAS ESTENDIDAS

Quando o intervalo de integracao € relativamente grande, pode nao ser conveniente aumentar
o grau do polindémio interpolador para estabelecer formulas de integracdo mais precisas, uma
vez que estas formulas tornam-se gradativamente mais complicadas com o aumento do grau do
polinémio.

A alternativa mais empregada neste caso € subdividir o intervalo de integracao e aplicar as
formulas introduzidas na secdo 4.2.1 repetidas vezes. Assim, sao obtidas as formulas estendidas
ou compostas.

4.2.3.1 REGRA TRAPEZOIDAL ESTENDIDA

Divide-se o intervalo de integracao [a,b] em N subin-
tervalos de igual comprimento h = (b—a)/N. Aplicando- ¥
se entdo a formula (4.4) N vezes para se realizar as in-
tegracoes nos intervalos [zg, x1], [21,22], ..., [xn_1,2ZN] €
adicionando estas integracoes parciais, obtém-se a for-
mula trapezoidal estendida:

b T T2 TN
[ t@de= [ ek [ p@dasr [ f@s
S R RV SRR Y My

U (@) f o) e (a)] B

h a a+h a+2h a+3h b
= §(f0+2f1+2f2+"'+2fN—1+fN)
1N Figura 4.5: Regra trapezoidal estendida para
_ 7Zf” (a) h3. a quadratura de f(z) em a < < b, com
12 ~ N =4.

Pode-se mostrar, usando o Teorema da Média, que

N
> (i) = Nf"(B), onde § € [a,b].
=1

A figura 4.5 mostra como a area sob f (z) (em azul) é aproximada pela area sob os trapézios (em
vermelho) quando N = 4.
Portanto, obtém-se a regra trapezoidal estendida:

b
/ f(@)dz = %h(fo +2f1+2fo+ - +2fn_1 + fN) — %(b —a)f"(B)h2. (4.10)

Pode-se notar que agora o erro de truncamento € proporcional a ez ~ h? ao passo que o erro
para a formula (4.4) é proporcional a h3. Portanto, em principio o erro aumentou na férmula
estendida. Contudo, deve-se salientar que os espacamentos nas féormulas (4.4) e (4.10) tém
valores distintos, o que nao possibilita uma comparacao direta entre ambos.

A regra trapezoidal estendida pode ser implementada por um programa de computador com
base no algoritmo 4.1. A rotina trapez.£90, a qual pode ser obtida em https://professor.ufrgs.
br/rgaelzer/pages/comp-phys, implementa o algoritmo 4.1 em Fortran.

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 10/2006 Impresso: 18 DE DEZEMBRO DE 2019


https://professor.ufrgs.br/rgaelzer/pages/comp-phys
https://professor.ufrgs.br/rgaelzer/pages/comp-phys

CAPiTULO 4. Integrac@o Numérica | 67

Algoritmo 4.1 Implementacao da regra trapezoidal estendida.

Dados: «,b (intervalo de integracdo), N (numero de subintervalos) e f (z) (funcao a ser inte-
grada).
h=({b-a)/N
r=a
soma = 0
Para:=1: N —1 faca
r=x+h
soma = soma + f (x)
Fim Laco
Irp = % [2soma + f (a) + f ()]

4.2.3.2 REGRA DE SIMPSON ESTENDIDA

Para implementar a regra de Simpson estendida, é necesséario dividir o intervalo [a,b] em um
numero par de subintervalos, o que corresponde a um numero total impar de pontos no conjunto
{z;}, isto é, a N par, uma vez que cada integracao parcial sera realizada com o uso de 3 pontos
para a interpolacao parabdlica.

Assim, se N € um numero par,

/ab f(x)dx /ﬂ: f(x)dz + /0:4 f@)dz+ -+ /w:’: F(a)de

g(fo+4f1 +f2)+g(f2 +4f3+f4)+"'+g(fN72+4fN71 + fn)

1 v 1 v 1 v
—og /" (@) B = o FU (o) B = — oo fO) (o) 1,
s /2
/f R (ot Afi 42 4 Afs 4 26+ 2 a4+ f) ——Zf““)

A aplicacao do Teorema da Média neste caso também fornece a seguinte expressao:

N/2

7 (@) = S F), a<y<h
=1

Assim,

b—a
180

b
/ f(z)dz = g (fo+afi+2fa+4fs+2fs+- +2fn_2+4fn_1+ fn) — FAO R (4.11)

Aqui também, embora o erro da regra de Simpson estendida seja aparentemente maior que na
regra (4.5), os valores de h em ambos os casos em geral sdo bastante diferentes. O algoritmo 4.2
mostra como a regra de Simpson estendida pode ser implementada em um cédigo computacio-
nal. Um exemplo de rotina que implementa esta algoritmo pode ser visto na funcao simpson. £90,
a qual pode ser acessada em https://professor.ufrgs.br/rgaelzer/pages/comp-phys.

Algoritmo 4.2 Implementacao da regra de Simpson estendida.
Dados: N par, h, f; = f (z;), parai=0,1,..., N.
soma =0
Parai—=1,3,5...,N — 1 faca
soma = soma + 2f; + fi41
Fim Laco
Isp = % (2soma + fo — fx)

Exemplo 4.2. Ainda calculando aproximacodes para In2 = 0,6931471805. .., pode-se agora aplicar
as formulas compostas.
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Regra trapezoidal estendida. Tomando quatro trapézios no intervalo [1,2], resulta N = 4, h =
0,25 e

2

d 2 4 1

In2= —xzo’ 5 1+§+7+§+7 =0,6970238...; erro relativo: 0,56%.
Lz 2 53772

Regra de Simpson estendida. Tomando duas parabolas na féormula estendida de Simpson, re-
sulta N =4,h=0,25e

In2 =

2
d 0,25 16 4 16 1
W& <1 + 5 + 3 + - + 2) =0,693253968...; erro relativo: 0,015%.

1z 3
Comparando os resultados deste exemplo com o exemplo 4.1, percebe-se que para cada regra
individual, o erro obtido foi menor, contudo, o erro é maior quando se comparam métodos que
utilizam o mesmo numero de pontos. Por exemplo, o método trapezoidal estendido obteve um
erro maior que a regra de Simpson estendida, a qual também utiliza 5 pontos para calcular a
quadratura.

4.2.4 FORMULAS ABERTAS ESTENDIDAS

Somente sera apresentada aqui a férmula estendida da regra do ponto médio (equacéo 4.9
com M = 0). Esta é uma das poucas féormulas que pode ser estendida com relativa facilidade
e que permanece util para a integracdo automatica, discutida na secdo 4.4. A féormula do
ponto médio estendida sera apresentada na forma de um teorema, o qual sera apresentado
sem demonstracao.

Teorema 4.1 (Regra do ponto médio estendida). Seja f(x) uma funcéo diferenciavel até a
ordem 2 em [a,b,n € Npar, h=(b—a)/(n+2) ex; =a+ (j+1)h paraj = —1,0,...,n+ 1. Existe
uma € (a,b) para o qual a regra do ponto médio estendida, paran/2 + 1 sub-intervalos, pode ser
escrita como
n/2
b—a

b
/ flz)dx = 2hZf (@25) + 5 " (a)h?. (4.12)
a =0

4.2.5 ESTIMATIVAS DE ERRO NAS FORMULAS DE NEWTON-COTES

Embora as férmulas de Newton-Cotes estudadas nas secdes anteriores apresentem todas
uma expressio para o erro de truncamento, na pratica, a aplicacao das expressoes nao é factivel.
Isto porque expressdes como as obtidas nas féormulas (4.10) e (4.11),

1 b— .
eri = 25 (b— )" (B, (a < f <) e esp =~ FOOA, (a <y <)

12
tém o seu calculo impedido pelo desconhecimento do valor exato de 5 e +.

Entretanto, ha maneiras de se realizar estimativas dos valores maximos que estes erros po-
dem assumir e, a partir dessas estimativas, pode-se calcular o valor ideal para h (o espacamento
entre os pontos) que permite satisfazer um requisito inicial de valor maximo para os erros.

Ou seja, se o intervalo de integracao for fechado e f(x) tiver derivadas continuas neste inter-
valo até uma ordem k£ > N, onde N € o grau da regra de Newton-Cotes empregada, sempre €
possivel escrever

1 1

e " 2 < _ 2 "
ersl = 50— a) (DR < 75 0-ah® wax 1) (4.13a)
b—a ; b—a .
— (iv) 4 < 4 (iv)
esel = T [ )|t < Tkt max |£0 @), (4.13b)

sendo que agora é necessario realizar estimativas para os valores maximos das derivadas de f(x)
dentro do intervalo considerado. Estas estimativas podem ser realizadas de diversas maneiras,
tanto numericamente quanto analiticamente. O exemplo abaixo ilustra a aplicacao destas esti-
mativas.
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Exercicio 4.1. Quantos subintervalos e qual o espacamento que devem ser empregados no

calculo de .
/ e_””2 dzx
0

para que a aproximacao tenha erro menor que 10~* nos casos (a) Regra dos Trapézios Estendida
e (b) Regra de Simpson Estendida?

Solucdo. O integrando nao possui primitiva, mas as suas derivadas podem ser calculadas em
qualquer ordem. Assim,

F(z) = —22e™* f(z) =2 (22> - 1) e
[ (z) = 4z (3 — 227) e FO(z) =4 (3 —122” + 42*) e
FO (@) = =8z (15 — 202° + da*) ",

(a) Para a féormula dos trapézios, de acordo com (4.13a) € necessario entdo encontrar o maximo
de f”(x) no intervalo [0, 1]. Isto € possivel uma vez que se conhece a unica raiz de f"’(z) neste
intervalo, » = 0. Portanto,

max |f"(x)| = |f" ()] =2

0<z<1
€ assim,
1
e <1071 = hrp < V6 x 104 ~ 0, 0245,

0 que corresponde a um numero de subintervalos

lerr| <

1
NTE Z Int () =41.
hre

(b) Para a formula de Simpson, de acordo com (4.13b) € necessario encontrar o maximo de f (i) (2)
no intervalo [0, 1]. Isto € possivel uma vez que se conhecem as raizes de f(*)(x) neste intervalo:

r =0, ry = %(5—\50) ~ 0, 9586.

Como
, . 5 5
‘f(“’) (rl)‘ —12e ’f(“’) (rg)‘ =16 (V10 - 2) exp (—2 + ﬁ) ~ 7,4195,
obtém-se
(iv) — | £Giv) —
[ax, ‘f (af)‘ ‘f (7“1)‘ 12
€, portanto,

}4
lesm| < % <107 = hgp < V15 x 10~4 ~ 0,197,

0 que corresponde a um numero de subintervalos

1
Nsg > Int < ) = 6.
hSe

Pode-se ver, portanto, que o numero de subintervalos necessarios para a regra de Simpson
atingir um determinado limiar de erro € substancialmente menor que o nimero requerido pela
regra trapezoidal.

4.3 QUADRATURA GAUSSIANA

Nas férmulas da secdo 4.2, a quadratura de uma funcao foi aproximada pela soma de seus
valores funcionais em um conjunto de pontos regularmente espacados {f (z;)}, multiplicados
pelos pesos {w;}. Observou-se que escolhas adequadas nos pesos permitem a obtencao de
formulas de quadratura de ordens cada vez mais altas.
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Nesta secao, serao introduzidas férmulas de quadratura nas quais ndao somente os pesos {w;}
na férmula genérica (4.1) poderao ser escolhidos, mas também as abcissas {z;} serdo determina-
das de tal forma que a quadratura resultante sera superacurada. Uma vez que as abcissas nao
serdo mais regularmente espacadas, as formulas obtidas terdo o dobro de graus de liberdade
que as formulas de Newton-Cotes possuem, resultando em férmulas de quadratura de ordem
essencialmente duas vezes maior que as férmulas de Newton-Cotes, com o mesmo numero de
calculos do integrando.

Esta idéia foi inicialmente introduzida por Carl Friederich Gauss em 1814, portanto cerca
de um século ap6s a introducao das féormulas de Newton-Cotes. Por esta razao, estas férmulas
sdo conhecidas como Férmulas Gaussianas ou Quadraturas Gaussianas. Na sua formulacao
original, Gauss utilizou fra¢cdées continuadas na obtencdo de suas formulas. Em 1826, Carl
Gustav Jacob Jacobi derivou novamente as férmulas gaussianas, agora utilizando polinémios
ortogonais. O tratamento sistematico de func¢des-peso arbitrarias W(z) usando os polindmios
ortogonais, da forma como hoje sdo usualmente empregadas as formulas gaussianas, € devido
em grande parte a Elwin Bruno Christoffel, em 1877.

O conceito de polinémios ortogonais frente a uma funcao-peso W(z) no intervalo (a, b) se deve
a definicao de ortogonalidade de duas funcgées reais f(z) e g(z), pertencentes ao espaco vetorial
das funcdes continuas por partes em (a,b) frente a uma funcao peso W(z). Uma condicao
suficiente para que f e g sejam ortogonais € que o seu produto interno seja nulo,

b
(flg) = / W (z)f(x)g(x)dz = 0.

Adicionalmente, se o produto interno +/(f|f), definido como a norma de f(z), for unitario, en-
tao f(z) € dita normalizada. Um conjunto de vetores {f;(z)}, ¢ = 0,1,2,..., simultaneamente
ortogonais entre si e individualmente normalizados € denominado de conjunto ortonormal.

O emprego de polinémios ortogonais para a obtencao das féormulas gaussianas sera apresen-
tado nas secdes a seguir.

4.3.1 IDEIA BASICA NA QUADRATURA GAUSSIANA

A idéia basica consiste em escrever a formula geral de quadratura (4.1) da seguinte maneira:

b b N
/ F(x)dx ;/ W(z)f(x)de ~ Zwif(wi),

onde o integrando € escrito F(z) = W (z)f(x), sendo que W (x) passa a desempenhar o papel de
funcao-peso na férmula gaussiana. A escolha da forma de W (z) pode ser feita de tal modo que
o integrando restante, f(z), resulte ser o mais suave possivel, ou de forma a salientar possiveis
singularidades em F'(z). Isto € necessario para que f(x) possa ser satisfatoriamente aproximada
por um polinémio. Um exemplo seria a quadratura adequada para aproximar a integral

1 2

exp (— COS l‘)
—1 vV 1-— .’172

A escolha natural para a funcao-peso seria

dx.

1
V1I—22

Esta escolha em particular define o uso da férmula de Gauss-Chebyshev, conforme sera visto
na secado 4.3.2. Ha um conjunto particular de formas para W(z) que constitui as férmulas
gaussianas tradicionais e que possuem valores tabelados para os pesos {w;} e as abcissas {z;}.
Algumas destas formas tradicionais serdo estudadas na secao 4.3.2.

Entao, se para um polinémio de grau k qualquer, p(z), vale a igualdade

W(zx) =

b N
/ pr(x)de =Y wipg (w5), (4.14)
@ i=1

determina-se o conjunto {z;, w;} de tal forma que a igualdade acima vale para qualquer polinémio
de grau < k. Em principio, esta escolha néao introduz vantagem nenhuma em relacdo ao uso
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dos polinémios de Legendre, usados nas féormulas de Newton-Cotes, pois estes também sao
exatamente representados por esta formula de quadratura, como se pode notar nas equacodes
(4.3a-c). A vantagem consiste na escolha de um conjunto de polinémios ortogonais e nas suas
raizes para as abcissas. Neste caso, conforme se demonstra no teorema abaixo, a férmula (4.14)
serd exata para polinéomios de grau < 2k + 1! Foi neste sentido que se referiu as férmulas
gaussianas como sendo superacuradas.

Teorema 4.2. Sejam:

1. ¢Yp(x), k=0,1,..., N, polinomios de grau k, ortogonais relativamente ao produto interno
b
(wilus) = [ i)y whdo =0, paraj i

2. As abcissas {z;} (i =0,1,...,N), as quais sdo as raizes de {1(x).

Se a_férmula de quadratura
b N
/ flz)dx ~ Zwipk (x;)
a i=1

Jor exata para polinomios de grau < N, entdo ela também serda exata para polinémios de grau
< 2N +1.

Demonstracdo. Se poy+1(z) € um polinéomio qualquer de grau < 2N +1, entao este pode ser escrito
como:

pan+1(7) = Ynt1()gn () + (),

onde gy (z) e ry(z) sdo polindmios de grau < N e ¥yy1(z) € um polinémio de grau < N + 1
pertencente ao espaco dos polinémios ortogonais. Integrando esta expressao no intervalo (a,b):

/abp2N+1(93)dw = /ab Yni1(r)gn(z)dz + /ab r(@)de,

observa-se que gy (z) sempre pode ser escrito na forma de uma combinacao linear dos polinémios
P1(x),...,¥n(z), pois estes formam uma base do espaco vetorial. Portanto,

b
/ Yn11(z)gn(z)dz = 0.

Assim, se for usada a quadratura exata para ry(z), dada por (4.14), resulta

b b N
/ pan+1(z)de = / ry(x)de = Zwﬂ“N (x;) .
@ @ i=1

Lembrando agora que ry(x) = pan+1(2z) — ¥Uni1(x)gn(x), obtém-se

b N
/ pani(@)dr = wi [pana (@) — b (@) an ()]

i=1

Agora, se as abcissas {z;}, i =0,1,..., N, forem escolhidas como as raizes do polinémio ¢ 1(z),
isto €, ¥n41 (z;) =0,Vi=0,1,...,N, resulta finalmente

b N
/ pon+1(z)de = sz‘p2N+1 ().
a i=1

O que demonstra ser a quadratura (4.14) exata para um polindmio de grau < 2N + 1. O
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4.3.2 FORMULAS GAUSSIANAS CLASSICAS

Deseja-se entdao um conjunto de polinémios {p;(z)} (j = 0,1,2,...), mutuamente ortogonais
frente a uma funcéo peso W (x) no intervalo (a,b),

b
(pilp;) = / W (@)ps (2)p; (x)de = 0, i # J.

Um procedimento garantido para gerar este conjunto é fornecido pela relacdo de recorréncia

p-1(z) =0 (4.15a)
po(z) =1 (4.15b)
p7+1 ) ( )p7(x) _bjpj*l(x)’ (.] :051727"')7 (4150)
onde
_ (xpjlp)) (4.16a)
(pslps)
by = —PilPi) (4.16b)
(pj—1lpj-1)
A férmula de quadratura gaussiana com N pontos, entio, é:
b N
/ W (z)f(x)de =Y w;f (x;) + R, (4.17)
a ]:1
onde o conjunto de abcissas {z;} (j = 1,...,N) consiste nas raizes de py(z),
pn(z;)=0,j=1,...,N, taisquea <z <zy <--- <y <b, (4.18)
o conjunto de pesos {w;} € dado por
w; = (pN-1lpN-1) 4.19)

py-1(25) Py (25)
e Ry € o erro de truncamento da quadratura, dado por

@N) b
RNW (a<t<b), = [ W (@) (@) da.

O calculo das regras de quadratura gaussiana classicas envolvem, entdo, duas fases:

1. a geracao dos polinémios ortogonais po(x), p1(z), ..., py(z) (4.15a-c), através da obtencao
dos seus coeficientes {a;,b;} a partir de (4.16a,b);

2. a determinacao das raizes de py(z) e o calculos dos pesos associados {w,}, equacao (4.19).

Para o caso dos polindémios ortogonais classicos, os coeficientes {a;,b;} sdo explicitamente co-
nhecidos e a primeira fase pode ser omitida. Contudo, caso se queira utilizar uma funcao peso
W (z) nao classica, os respectivos polinomios devem ser deduzidos a partir das relacdes de re-
corréncia (4.15a-c).

Caso se deseje calcular a quadratura de F(z) = W(z)f(z) em um intervalo (z1,z2), distinto
do intervalo (a,b) onde os polinémios p;(z) sao mutuamente ortogonais, basta realizar-se uma
mudanca na variavel de integracao,

. b—a y+ax2—bx1 y:xg—xl bxl—axg’
To — X1 To — T b—a b—a
de forma que
To T T T z N
2 —T1 2 —T1
[ W rwar =2 [ s = 20 S ) v Ry| | 420
T j=1

onde .
To — T r1 — ary .
- . =1,...,N
y] b—a $47+ b—a (] ’ ) )a

sendo {z;} as raizes de py(z) (4.18).
A seguir, serao vistas algumas das regras de quadratura gaussiana classicas.
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4.3.2.1 FORMULA DE GAUSS-LEGENDRE
Esta féormula pode ser utilizada quando W (z) = 1, juntamente com os polinémios de Legendre
P, (z):

Py(z)=1 Pi(x)=2 Py(z)= % (32> —1) Ps(z) =

(J+DPjsi(z) = (2 + V)zPj(z) — jPj—1(x),

0s quais sao ortogonais no intervalo (—1,1). Neste caso, a formula de Gauss-Legendre fica, a
partir de (4.17),

(52° — 3z),

DN | =

1 N
/f@mzzwﬂm+m, 4.21)
onde {z;} (j =1,...,N) sdo as raizes de Py(x),
Py (xz;)=0, j=1,...,N, taisque — 1<z <z9<---<zy<l1 (4.22)
€ 0S pPesos sao
2
wj = y _] = 1,...,N
(1—a2) [Py ()]
e o erro de truncamento é
22N+1 (1)
Ry = WY __peme), (c1<e<1).

(2N + 1) [(2N)]]

A tabela 4.3 mostra as abcissas e os pesos para as formulas de Gauss-Legendre até N = 7.
Valores de {z;} e {w;} para N > 7 podem ser encontrados em Abramowitz & Stegun [21, capitulo
25], ou em http://dlmf.nist.gov/3.5.v. Valores exatos para as raizes e os pesos somente podem
ser encontrados para um numero finito de polinémios. Para os restantes, é necessario obter-se
estas quantidades numericamente.

Tabela 4.3: Abcissas {z;} (raizes dos polinomios de Legendre) e pesos {w;} para integragio de Gauss-Legendre.

:f:iL'j w;
N =2
1/V3 1
=3
0 8/9
3/5 5/9
N =4
0.3399810435848562648 0.65214515486254614263
0.8611363115940525752 0.34785484513745385737
N=5
0.00000000000000000000 128/225
0.53846931010568309104 0.47862867049936646804
0.90617984593866399280 0.23692688505618908751
N=6
0.23861918608319690863 0.46791393457269104739
0.66120938646626451366 0.36076157304813860757
0.93246951420315202781 0.17132449237917034504
N=T7

0.00000000000000000000
0.40584515137739716691
0.74153118559939443986
0.94910791234275852453

512/1225
0.38183005050511894495
0.27970539148927666790

0.129484966168869693271

Caso seja necessario calcular a quadratura no intervalo (z1, z2) qualquer, a formula de Gauss-
Legendre fica, a partir de (4.20),

2 T —xp [ Ty — X1 al
Fly)dy = —— fl)de = — > "w;f (y;) + Ry, (4.23)
Xy —1 i—=1
J
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sendo N
Io — T T T
yj: 2 1$j+ ! 2(]:1,,N)
2 2
Exemplo 4.3. Calcula-se novamente a quadratura In2 = 12 i—“_” = 0,6931471805. .., porém agora

utilizando-se as formulas de Gauss-Legendre para um intervalo geral (4.23), com z; =1 e x5 = 2.
Os resultados abaixo serdao comparados com os resultados obtidos no exemplo 4.1.

Formula de dois pontos. Usando apenas 2 pontos, j = 1,2, N = 2, obtém-se

2 dy 1< 1 1>
— s (w—+wr— |,

1y 2 (7 Yo
onde ) ) 5
y1=zr1+ -, y2:*$2+§,
T1 € T9 Sao as raizes de
1 9 1 _—%
Pz(xj):§(3xj—1):0:> oy -1
RVE]
© 2
wi = , Jj=12=w; =wy=1.
T (-2 B L
Portanto,
3 1 3 1
== - —, :7—"—7
Y1 5 2\/5 Y2 B 2\/3
2
d 1 1 1
ym(+)=07692307692,
1Yy 2\y1 e

cujo erro relativo € de apenas 0,12%, o qual € um pouco melhor que o resultado obtido com
a regra de Simpson, para a qual foram necessarios 3 pontos.

Formula de 3 pontos. Usando-se 3 pontos, N =3 e

Zdy 1 1 1 1
— s |lwi—Fwr— +wz— |,

1y 2 Y1 Y2 Y3
onde
1 n 3 1 n 3 1 n 3
y1—2I1 9’ y272932 9’ y372I3 9’

sendo 1, x5 € x3 as raizes de Ps(z):

1
P3(.’L’j):§(5$?—3.’[]j):0:> re =0
r3 = %
© 2 ) 8
w; = 35 1=1,23 = w; =w3 ==, wy = —.
(1 —23) [P5 (x;)] 9 9
Portanto,
3 15 3 3 1f3
91*2 o\ 5 y272, y3*2 oV 5
€

2

dy 1/51 81 51

dy 1 <5 81 5) — 0,693121693,
1Y 2

9y1 9y 9y
o qual tem um erro relativo de 0,0037%, um pouco melhor que o resultado obtido com a
regra de Bode, a qual necessitou de 5 pontos.
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4.3.2.2 FORMULA DE GAUSS-CHEBYSHEV
Nesta formula sdo empregados os polinémios de Chebyshev:
To(x) =1, Ti(z)==x, To(x)=22>—-1, Ty(z)=42>— 32,
Tjt1(z) = 22Tj(2) = Tj-a1(2),
0s quais sao ortogonais no intervalo —1 < z < 1 frente a funcao peso

1
V1—a?
Neste caso, a formula de Gauss-Chebysheyv fica, a partir de (4.17),

W(x) =

/ mdm = ijf (z;) + Rn, (4.24)

j=1

onde {z;}, (j =1,2,...,N) sao as raizes de Ty (x) =0,

e {w;} sao os pesos, dados simplesmente por

w]-:—.

N

O erro de truncamento Ry no uso da formula (4.24) é

2N

Caso seja necessario calcular a quadratura no intervalo (z1, z2) qualquer, a formula de Gauss-
Chebysheyv fica, a partir de (4.20),

——— _dr = w;f (y;) + Rn, (4.25)
/¢ — / pe z J
sendo n

yj=x22x1xj+m12372,]':1,...,1\7.

A regra de Gauss-Chebyshev possui uma implementacdo numeérica bastante simples. A ro-
tina apresentada abaixo, funcio gauss_chebyshev (programa 4.1), ilustra como esta implementa-
cao pode ser realizada em Fortran.

Listing 4.1: Implementacio da férmula de Gauss-Chebyshev em Fortran.

function gauss_chebyshev(f, x1, x2, n)
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, half, pi, fabst

real (dp) :: gauss_chebyshev
integer, intent(in) i on
real (dp), intent(in) :: x1, x2
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procedure (fabst) o f
integer :: j
real(dp) :: x menos, x_mais, y, Xj, Wj

x_menos= half*(x2 — x1)
x_mais= half=(x1 + x2)
wj= pi/real(n,dp)
gauss_chebyshev= zero
do j= 1, n
xj= cos((j — half)+pi/real(n,dp))
y= X _menos*Xxj + X_mais
gauss_chebyshev= gauss_chebyshev + wj*f{(y)
end do

return
end function gauss_chebyshev

4.3.2.3 FORMULA DE GAUSS-LAGUERRE

Nesta formula sao empregados os polinémios de Laguerre :

2
G+ Ljp(z) =2 +1—2)Lj(x) — jLj-1(x),

1 1
Lo(z) =1, Li(z)=1-=, Ls(z)=z(2—4z+2°), Lg(x):6(6—18x+9m2—:1:3),

0s quais sao ortogonais no intervalo 0 < z < oo frente a funcao peso W(z) = e~ 7.
Neste caso, a formula de Gauss-Laguerre fica, a partir de (4.17),

0o N
/ e P f(x)dx = ijf (zj) + Rn, (4.26)
0 =
onde {z;} (j =1,...,N) sao as raizes de Ly(z),
zjtaisque Ly (z;) =0, onde j=1,..., Ne0<z; <22 <--- <2y
e {w;} sdo os pesos, dados por
i
wj

T N?[Ly o ()]

O erro de truncamento Ry no uso da férmula (4.27) é

Ry = gv]\’,))!f@”(& (0< €< o).

A tabela 4.4 mostra as abcissas e os pesos para as formulas de Gauss-Laguerre até N = 5.
Uma listagem mais completa pode ser encontrada em [21, capitulo 25] ou em http://dlmf.nist.
gov/3.5.v.

4.3.2.4 FORMULA DE GAUSS-HERMITE
Nesta formula sao empregados os polinomios de Hermite:
Ho(z) =1, Hi(z) = 2z, Hy(z) = 42® — 2, Hs(z) = 82° — 12u,
Hji(z) = 20H;(x) — 2jH; 1 (2),
2

0s quais sdo ortogonais no intervalo —oo < < oo frente a funcao peso W(z) =e .
Neste caso, a formula de Gauss-Hermite fica, a partir de (4.17),

0 N
/ e*ﬁf(x)dx = ijf (xzj) + Rn, (4.27)

— 00

=1
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Tabela 4.4: Abcissas {z;} (raizes dos polinémios de Laguerre) e pesos {w;} para integragio de Gauss-Laguerre.

T w3y
N =2
_ _2=v2
2-v2 4(-1+v2)"
24+v2
2 + \/§ 4(1+\/§)2
N=3
0.41577455678347908331 0.71109300992917301545
2.29428036027904171982 0.27851773356924084880
6.28994508293747919866 0.01038925650158613575
N =4
0.32254768961939231180 0.60315410434163360164
1.74576110115834657569 0.35741869243779968664
4.53662029692112798328 0.03888790851500538427
9.39507091230113312923 0.00053929470556132745
N=5
0.26356031971814091020 0.52175561058280865281
1.41340305910651679222 0.39866681108317592745
3.59642577104072208122 0.07594244968170759539
7.08581000585883755692 0.00361175867992204845
12.6408008442757826594 0.00002336997238577623
onde {z;} (j =1,...,N) sao as raizes de Hy(x),

e {w;} sao os pesos, dados por

Wy

x; tais que Hy (z;) =0, onde j =1,...

Nel<ri<zy<---<zxn

2N-IN /7

N2 [Hy_1 (z)]”

O erro de truncamento Ry no uso da formula (4.27) é

NlW/m
Ry = g /YO, (-0 << 0).

A tabela 4.5 mostra as abcissas e os pesos para as formulas de Gauss-Hermite até N = 6.
Uma listagem mais completa pode ser encontrada em [21, capitulo 25] ou em http://dlmf.nist.
gov/3.5.v.

Tabela 4.5: Abcissas {x;} (raizes dos polinémios de Hermite) e pesos {w;} para integragio de Gauss-Hermite.

:I::L‘j wj
N=2
1/v3 N
N=3
0.0 2/m/3
3/2 /7 /6
N=4
0.52464762327529031788 0.80491409000551283651
1.65068012388578455588 0.08131283544724517714
N=5
0,00000000000000000000 8y/m/15
0.95857246461381850711 0.39361932315224115983
2.02018287045608563293 0.01995324205904591321
N=6
0.43607741192761650868 0.72462959522439252409
1.33584907401369694971 0.15706732032285664392
2.35060497367449222283 0.00453000990550884564
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4.4 INTEGRACAO AUTOMATICA E ADAPTATIVA

Nesta secao serao abordadas, com um certo detalhamento, técnicas mais avangadas para a
quadratura numeérica, tanto via férmulas de Newton-Cotes quanto via férmulas gaussianas. As
técnicas aqui mencionadas fornecem, além do calculo da quadratura, também a obtencdo de
uma estimativa de erro, o que possibilita o desenvolvimento de algoritmos que implementam o
calculo de uma quadratura com a imposicao de um valor superior no seu erro, para qualquer
integrando, de uma forma automatica ou adaptativa.

As técnicas aqui mencionadas formam as bases tedricas de rotinas modernas para o calculo
de quadraturas, oferecidas por diversos pacotes comerciais de computacao numérica.

4.4.1 INTEGRACAO DE ROMBERG

Uma rotina de integracido automdtica € aquela que, aplicando uma determinada regra de qua-
dratura para valores consecutivamente menores de espacamento entre os pontos da abcissa, cal-
cula também uma estimativa de erro independente da forma especifica de f(z), interrompendo
a sua execuc¢ao quando o resultado estiver dentro de uma tolerancia exigida pelo programador,
a qual pode ser calculada pelas estimativas de erro absoluto ou relativo.

Este tipo de algoritmo € relativamente simples de ser implementado usando as regras de
Newton-Cotes; quando se utiliza a regra trapezoidal estendida (secao 4.2.3.1) para implementar
uma rotina integradora automatica, baseada no método de extrapolacdo de Richardson (secéo
3.5), esta rotina denomina-se Integracao de Romberg.

De acordo com o método de extrapolacdo de Richardson, deve-se aplicar o algoritmo de in-
tegracao para dois valores distintos do parametro h. A estimativa de erro entdo obtida pode
ser utilizada tanto para realizar controle de erro quanto para a extrapolacdo. Relembrando
os principais resultados desta regra, se a formula de quadratura é aplicada com o parametro
h, obtendo o resultado I (h) e posteriormente para o espacamento h/R, resultando I (h/R), as
formulas (3.13a, b) fornecem como estimativas de erro absoluto:

= [1(4) - 100] s e s (2) < [r(2) 1] oy, wasa

onde n é a ordem do erro da formula de quadratura. A féormula de extrapolacdo é entdo dada
por (3.14):

h h 1
[extrapolado =1 (R> + EA <R> = R" —1 [R I(h/R) — I(h)] . (428b)

4.4.1.1 INTEGRAIS DEFINIDAS DE ROMBERG

Sera apresentada inicialmente a regra de Romberg para integrais definidas, para as quais
pode-se fazer uso das formulas fechadas estendidas discutidas na secao 4.2.3. Para implemen-
tar uma integracao automatica neste caso, utiliza-se a regra trapezoidal estendida (4.10),

b
/ f(z)dzr ~ %h(fo +2fi+2fo+--+2fn_1+ fv) =Ire (h). (4.29)

Pode-se mostrar [6, Eq. 4.2.1] que o erro total ¢ dado por uma série de poténcias pares de h:3

B - —
(f — Y 2k ((§2k 1y J(\?k 1)>h2k+.“’

1 / !

720
sendo {B;} o conjunto dos niimeros de Bernoulli. Portanto, n = m = ¢ = ... = 2 nas férmulas
extrapoladas (3.14 — 3.17) e nas estimativas de erros (3.13, 3.15 e 3.18). Desta forma, o resultado
Iextrapolado POSsui um erro agora da ordem O (h*).

Inicia-se o procedimento escolhendo um valor inicial para o parametro i, calculam-se as qua-
draturas numéricas Itg(h) € ITg (h/2) a partir de (4.29). Estes valores iniciais sdo identificados

3Esta é a Férmula de Euler-MacLaurin. Uma derivacao simplificada da mesma pode ser encontrada em DeVries (1994)
[25, Cap. 4].
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por Ig]) (h) e Ig)) (h/2), respectivamente, com suas respectivas estimativas de erro obtidas para
R=2
h h
19 (h) =Irp (h) 1y (2> =Irp (2>
22 [0 (P) _ ;0 h L [o (" _ o

De acordo com (4.28), o valor extrapolado da quadratura passa a ser I}(;?) (h/2) + EAg (h/2). Esta
quantidade passa a ser identificada por I](%l) (h):

1 h
I (h) = 55— {2211(;’) (2> — 1Y (h)} :

o qual possui um erro da ordem O (h*). Contudo, nédo se conhece o valor deste erro; tudo o que

se obteve até este momento foi o erro EAq (h/2), correspondente a aproximacao Iz(:?) (h/2).
Para se calcular o erro de Iz(zl) (h), € necessario agora aplicar a férmula (3.15), o que implica
na necessidade do calculo de I}(;) (h/2). Desta forma, obtém-se FA; (h) e EA; (h/2), dados por:

EA; (h) = 242j : {I}Q) (Z) 1y (h)] e EA, (Z) = 241_ - [19 (Z) -1y (h)} .

O valor extrapolado agora passa a ser I}g) (h/2) + EA; (h/2), o qual é identificado por 11(%2) (h):

1 h
10 = 5o [0 (5) -1 W),

cujo erro € da ordem O (h®); porém, a melhor estimativa de erro é EA; (h/2), correspondente a

Ig) (h/2). Para se calcular o erro de Ig) (h) € necessario calcular Ig) (h/2), o que reinicia o ciclo.

Para sistematizar, pode-se afirmar que, aplicando-se a regra trapezoidal estendida para uma
sucessao de incrementos i cada vez menores, sendo que cada valor consecutivo de h € a metade
do valor anterior (R = 2), obtém-se de (4.29) as integrais de Romberg I}gf) (h), k=0,1,2,..., e as
melhores estimativas de erro, fornecidas por EA;_; (h/2), onde

IgJ) (h) =Irg (h)
1

1 [ 0 h 0 h 1 [ 0 h 0 )
1) (h) =5 221 (2) — 1Y )|, EA, (2> =3 Iy <2) — 1Y (n)
2 1 [ 1 h 1 T h 1 [ 1 h 1 )
1) (h) =017 24153)(2)—11(%)01) : EA,; <2> =T 1@(2)—1}%)(/1)
: 1 h | h 1 h |
¥ (h) =257 207 <2> — 1P )|, EA, (2> =57 1y ( ) — 1 (n)

Pode-se induzir o k-ésimo (k > 1) valor extrapolado e o seu erro:
&)y~ L [ yegue-n) (B (k—1)
I’ (h) =1 {4 I, (2>IR (h)],

h 1 (k1) (T (k—1)

Supondo entao que se queira aplicar a regra de extrapolacao (4.30) até £ = 4. Para se obter
Il(f) (h) é necessario calcular IS) (h), 11(23) (h/2), o que implica em calcular antes I}(f) (h), I}(f) (h/2) e
1 (h/2?), para as quais sao necessarias 19 (), 19 (ny/2), 14 (h/2%) e 14 (h/2%) e, finalmente,
19y, 19 (ny2), 1 (h/22), 1Y (h/23) e 1Y (h/2%). Ou seja, para uma extrapolacdo até o k-
ésimo termo, € necessaria a aplicacdo da quadratura trapezoidal para os intervalos h, h/2, ...,
h/2*, o que vai implicar em até N = 2* subintervalos.

(4.30)
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) :
. Iy (h)
0 2
Iz(a)<2> I (h)
1 h 3
11(3)(2) ¥ (h)

o (h @ (h (4)
W (z) i (3) )
W (h @ (h
W () W (3)

o (h (2) @ (N
1 (5) 5 () 5 (3)
W (h @ (R
'k (23) 'x <22>

o (h @ (h
'k (24) 'x (23)
W (h
'k (%)
o (h
'k (25)

Figura 4.6: Integrais de Romberg Ig) necessdrias para o cdlculo de I](;D (h) e EA4(h), de acordo com (4.30).
Nota-se que cada par de termos em uma dada coluna gera o termo centrado ma coluna & direita.

Para o calculo da estimativa de erro EAj;_; (h/2), é necessario que se conheca também I}(;?) (h),

Ig)) (h/2%). O diagrama da figura 4.6 ilustra a interdependéncia entre os consecutivos es-
tagios de extrapolacdo para k = 4. Generalizacdes para valores maiores de k sdo facilmente
realizadas.

Antes de qualquer preocupacao a respeito da implementacao do controle de erro e critério
de parada da rotina integradora, pode surgir agora a conviccao de que o numero de calculos da
quadratura (4.29) para as extrapolacdes se torna rapidamente tdo grande que uma aplicacao
pratica deste método se torna inviavel. Felizmente, isto ndo € verdade. Para a regra trapezoidal
entre limites fixos a e b, pode-se dobrar o nimero de subintervalos sem que se perca o trabalho
realizado previamente. A implementacdao mais grosseira da regra trapezoidal seria tomar, na
primeira chamada (N =1), h=b—a, fo = f(a) e f1 = f (b), calculando-se entido

19 () =2 (o + ).

O primeiro estagio de refinamento consiste entdo em realizar a segunda chamada (N = 2), na
qual basta adicionar o valor da funcao no ponto central e realizar as transformacoes
h b—a

(N=2): h—>§, xo=a, x1=a-+ 5

zo=0b, fi—=fo efi=[f(z1),

resultando

A h
1Y <2> =5 (fo+2fi+f2) = %Il(zo) (h) + 5

o segundo estagio (chamada N = 3) consiste na adicdo dos pontos em h/4 e 3h/4 , através das
transformacoes

h 1b—a b—a 3b—a
(N=3): h—>§, o = a, .7:1=a—|—§ 5 x2:a+T, x3:a+§ 57 T4 =b,
fz_)f47 f1—>f25 flzf('rl)7 ef3:f(‘r3)a
resultando h N ) h "
v (22>:23(fo+2f1+2f2+2f3+f4)=21}3) (2>+22(f1+f3)

e assim consecutivamente. A figura 4.7 ilustra a aplicacdo pratica desta idéia.
A implementacao desta idéia € apresentada no algoritmo 4.3. Este algoritmo deve ser cha-
mado pela rotina integradora para calcular os termos da primeira coluna do diagrama na figura
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N=1
i - i 2
I * & | 3
i & 2 = = | 4
& & B & & 5. 2 & &  (total after N =4)

Figura 4.7: Chamadas consecutivas da rotina que calcula a quadratura trapezoidal estendida incorporando a
informacdo de chamadas anteriores e calculando o integrando somente mos movos pontos mecessdrios para o
refinamento da grade. A linha final mostra o nidmero total de cdlculos do integrando apds as quarta chamada
da rotina.

4.6. A primeira chamada deve ser realizada com n = 1, incrementando-se o valor de n por
1 a cada chamada subsequente, totalizando k£ + 1 chamadas, sendo k£ o grau de extrapolacao
desejado na rotina de Romberg (4.30).

Algoritmo 4.3 Calcula o n-ésimo refinamento da regra trapezoidal estendida (4.29), sendo dados
f(z), os limites de integracdo (a,b) e o resultado da quadratura no estagio anterior (Igom). Os
pontos incluidos em cada estagio sdo sempre distintos de todos os outros pontos anteriores,
conforme ilustrado na figura 4.7. Quando chamado com n = 1, o algoritmo calcula a quadratura
usando h = b — a; quando chamado com n = 2,3,..., o resultado sera refinado pela adicdo de
2"=2 pontos interiores adicionais.

Dados: f (), a, b, n € Irom:

Se n =1 entao

Ijom = 3 (b= 1) [f (a) + [ ()]
Senao

Para j =1: n, faca
soma = soma + f (x)

r=x+06
Fim Laco
TRom = % [Trom + (b — a) soma/npy]
Fim Se

O algoritmo 4.3 esta implementado em Fortran na forma de uma funcdo no programa 4.2.

Listing 4.2: Implementacdo do algoritmo 4.3 em Fortran como uma funcdo.

function trapez_rom(f, a, b, n_ordem)

use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, half, one, two, fabst
implicit none

real (dp) :: trapez_rom
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integer, intent(in) :: n_ordem
real (dp), intent(in) :: a, b
procedure (fabst) o f
integer S |
integer, save :: npts
real (dp) :: h, delta, x, soma
real (dp), save :: I_te, fat2
h=b - a
select case(n_ordem)
case(0)
I_te= halfsh=(f(a) + f(b))
fat2= one
npts= 1

case default
delta= h/fat2
X= a + halfxdelta
soma= Zero
do i= 1, npts
soma= soma + f(x)
x= X + delta
end do
I_te= half*(I_te + hxsoma/fat2)
fat2= two=xfat2
npts= 2#npts
end select

trapez_rom= I_te
return
end function trapez_rom

Tendo sido estabelecido um algoritmo eficiente para o computo de I (h), ..., I\ (h/2%),
outro se faz agora necessario para implementar a integracio de Romberg, juntamente com um
controle de erro que interrompe o processamento quando o erro absoluto ou relativo fica abaixo
de um limite de tolerancia fornecido pelo programador.

A sub-rotina 4.3, apresentada a seguir, implementa o calculo da quadratura pelo método de
Romberg. A abordagem adotada consiste em percorrer as diagonais do diagrama apresentado
na figura 4.6 duas vezes consecutivas a cada teste no valor do erro relativo obtido. Ou seja,
partindo de Ig)) (h), calcula-se em sequéncia a diagonal composta por II(%O) (h/2) e Ig) (h), seguido
do calculo da diagonal composta por I}(f) (h/2?), Il(:il) (h/2) e I}f) (h), o que permite o calculo de
EA; (h/2) e do erro relativo. Se a estimativa de erro desejada foi alcancada, o resultado é I }g) (h);
caso contrario, as proximas duas diagonais sdo calculadas, sendo testados EA; (h/2) e Iz(;?) (h) e
assim consecutivamente.

Listing 4.3: Sub-rotina que calcula a quadratura numérica pelo Método de Romberg.

subroutine quad_rom(f, a, b, errrel, reslt, errest)

use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, one, three, four, &
fabst, trapez_rom

implicit none
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real (dp), intent(in) :: a, b, errrel
real (dp), intent(out) :: reslt, errest
procedure (fabst) o f

integer :: k, i, np

real (dp) :: quatroi, quatroiml, errabs

real (dp), dimension(:), allocatable :: Ikml, Ik, templ, temp2
if (b == a)then
reslt= zero ; errest= zero
return
end if
np= 100
allocate (Ikm1(0:np), Ik(0:np))
Ik (0)= trapez_rom(f, a, b, 0)
Ikm1(0)= trapez_rom(f, a, b, 1)
Ikml(1)= (four=+lkml(0) — Ik(0))/three
k= 2
do
if (k > np)then
allocate (templ(0:2#np), temp2(0:2+np))
templ (0:np)= Ikml
temp2 (0:np)= Ik
call move_alloc (templ,lkm1l)
call move_alloc (temp2, Ik)
np= 2#np
end if

Ik (0)= trapez_rom(f, a, b, k)
quatroi= one
do i= 1, k
quatroi= four*quatroi
quatroiml= quatroi — one
Ik(i)= (quatroi*lk(i—1) — Ikm1l(i—1))/quatroiml
end do

errabs= (Ik(k—1) — Ikml(k-1))/quatroiml
errest= abs(errabs/Ik(k))
if (errest <= errrel)then

reslt= Ik (k)
exit
else
k=k + 1
Ikml= Ik
end if
end do
return

end subroutine quad_rom

Cabe aqui mencionar que tanto a func¢ao trapez_rom quanto a sub-rotina quad_rom necessitam
de informacdes adicionais para que todas as interfaces e espécies de variaveis sejam explicitadas.
A melhor estratégia consiste em inserir estas rotinas em um médulo, o qual pode usar outros
modulos que contenham declaragdes globais de variaveis ou rotinas auxiliares. Outro ponto
que merece destaque é que a sub-rotina quad_rom faz uso de vetores alocaveis para acumular
os resultados das diagonais da figura 4.6. Embora raramente possa acontecer, € possivel que
o tamanho declarado para os vetores seja excedido devido as exigéncias na acuracidade do
resultado. Para evitar a ocorréncia de um erro do tipo out-of-bounds, a sub-rotina faz uso da sub-
rotina move_alloc, a qual ira duplicar o espaco disponivel para os vetores usados na sub-rotina
quad_rom, empregando dois vetores temporarios templ e temp2, os quais sio automaticamente
dealocados ap6s a execucao do move_alloc.

Todas as rotinas desenvolvidas neste capitulo, em conjunto com os médulos necessarios para
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implementa-las, podem ser obtidos em https://professor.ufrgs.br/rgaelzer/pages/comp-phys.

4.4.1.2 INTEGRAIS IMPROPRIAS DE ROMBERG

O termo integral imprépria normalmente se aplica quando ocorre no minimo um dos proble-
mas a seguir:

1. O integrando possui uma singularidade removivel; isto €, existe no minimo um ponto no
qual a funcao nao esta definida, mas possui um limite finito. Por exemplo, f(z) = senz/x
em z = 0.

2. O integrando possui uma singularidade integravel em um ponto conhecido, o qual pode ser
um dos limites de integracdo. Por exemplo,

1
d
/ —x, para0 < a <1.
0o T

3. O limite superior de integracao tende a co e/ou o limite inferior tende a —co. Neste caso, a
integral somente possuirda um valor se o integrando possuir o limite lim,, 1. f(z) = 0 e o
limite a seguir também existir,

R
lim |f(z)] dz £ oc.

R— o0 _R

Nesta secao sera discutida a implementacdao de um integrador automatico que possibilita o
calculo de integrais improprias que satisfazem as condi¢des acima, juntamente com o controle
de erro no calculo numérico da integral.

Para implementar o calculo de integrais improprias, uma regra de quadratura aberta se faz
necessaria para evitar o calculo do integrando em um ponto singular finito ou no infinito. Sera
entao empregada a regra do ponto médio estendida (4.12), pois esta possibilita uma implemen-
tacdo relativamente facil e eficiente do método de extrapolacao de Richardson. De fato, esta
regra possui a mesma vantagem que a regra trapezoidal estendida possui para a integral de
Romberg, qual seja, o fato de que os termos de erro de truncamento na férmula de quadratura
sdo sempre proprocionais a poténcias pares de h, conforme esta expresso pela Segunda Férmula
de Euler-MacLaurin [5, Eq. 4.4.1]:

By

EApue =2 1/'(0) = f@] b2+ +

Bsy,
(2h)!

sendo EApy g o erro absoluto resultando do uso desta regra.

Por outro lado, diferente do que ocorre com a regra trapezoidal estendida, para a qual os
pontos utilizados no calculo anterior podem ser aproveitados posteriormente, bastando para
isso dobrar o numero de sub-intervalos a cada iteracdo, na regra do ponto médio estendida isto
somente ocorrera se o numero de sub-intervalos for triplicado entre dois calculos subsequentes.
Por exemplo, se a primeira aproximacido para o valor de Ip)/g, isto €, o valor da quadratura
usando a regra, for obtida utilizando somente 1 ponto, em zy = a + h/2, sendo h = b — a (0 que
corresponde a tomar-se n = 0 em 4.12), este somente sera utilizado na préxima iteracao para
n = 4 (onde serao utilizados os 3 pontos em zy = a+h/6, 1 = a+h/2 e x5 = a+5h/6). Estes 3 pontos
somente serdo utilizados novamente se a préoxima iteracao ocorrer para n = 16, para a qual sao
utilizados os 9 pontos em z¢g = a + h/18, 1 = a+ h/6, x2 = a+ 5h/18, x5 =a + Th/18, x4 = a + h/2,
x5 =a+ 11h/18, v = a + 13h/18, ©7 = a + 5h/6 € x5 = a + 17h/18. Nesta ultima iteracdo, torna-se
necessario calcular 6 pontos adicionais. De uma forma geral, para a i-ésima iteracao (i > 2),
torna-se necessario calcular (2/3) x 3°~! pontos adicionais, sendo a relacao entre o namero total
de pontos (n,:;) para um dado valor de n dada por n = 2 (n,ts — 1), para nys = 1,3,9,27,...,3%, ...

(1 _ 2—2k+1) |:f(2k—1) (b) _ f(2k—1) (CL) h2k +n (4.31)

Quanto ao valor de Ip) g, se para n = 0 obtém-se (de acordo com 4.12)
h
Ing)wE = hfy, sendo fy = f (a+ 2) ,

este valor pode ser aproveitado no calculo para n = 4 da seguinte maneira,

h 1 1 5
I](;L])MEzg(fo—Ffl—i-fg), sendoxo:a—&—gh, x1=a+§hex2=a—|—6h.
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Entao

@

PME = {h(f0+f2)+11(>013/115} .

Wl =

Por sua vez, para n = 16 resulta

11[h
11(311?4)E =3 [3 (fo+ fot fa+fs+ fo+ fz) +II(34124E:| .

Observa-se aqui um claro padrao que pode ser utilizado para a elaboracdo de um algoritmo.

O algoritmo 4.4 sugere uma implementacao para o calculo de Ip)r fazendo uso do resultado
da iteracao anterior. Este algoritmo baseia-se na sub-rotina midpnt apresentada por Press et al.
(1992) [5, secao 4.4], mas ¢ bastante semelhante ao algoritmo 4.3.

Algoritmo 4.4 Calcula o n-ésimo refinamento da regra do ponto médio estendida (4.12), sendo
dados f(x), os limites de integracao (a, b) e o resultado da quadratura no estagio anterior (Ipyg).
Os pontos incluidos em cada estagio sao sempre distintos de todos os outros pontos anteriores.
Quando chamado com n = 1, o algoritmo calcula a quadratura usando h = (b — a)/2; quando
chamado com n = 2,3, ..., o resultado sera refinado pela adicdo de (2/3) x 3"~! pontos interiores
adicionais.
Dados: f(z), a, b, ne Ipyg:
Se n =1 entéao:

Ipye = (b—a) f (“52)

senao:
npts = 372
0= (b—a)/(3npts)
02 =26
r=a+46/2
soma =0

Para j = 1 : npts, faca:
soma = soma + f(x)
x =z 42
soma = soma + f(x)
r=x+90
final laco
Ipve = (1/3) [Ipme + (b — a) soma/npts]
final teste

Este algoritmo esta implementado na forma de uma funcdo em Fortran no programa 4.4.
Esta funcao faz uso do construto forall para torna-la apta a paralelizacdo do cédigo. Para
tanto, € necessario que a funcao a ser integrada seja pura.

Listing 4.4: Implementacgio do algoritmo 4.4 em Fortran como uma funcdo.

function pntmed rom(f, a, b, n_ordem)
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, half, two, three, six, fabst
implicit none

real (dp) :: pntmed_rom
integer, intent(in) :: n_ordem
real (dp), intent(in) :: a, b
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procedure (fabst) o f

integer :o i, npts

real (dp) :: h, del

real (dp), save :: I_pme

real (dp), dimension(2#(3#**(n_ordem—1))) :: x, f_eval
h=b — a

select case(n_ordem)

case (0)

I_pme= h+f(half*(at+b))
case default
npts= 3##(n_ordem — 1)
del= h/(six*npts)
forall (i= 1:npts)
x(2*i—1)= a + (6*i—5)+del
x(2+1)= a + (6*i—1)+del
end forall
forall (i= 1:2#npts)
f_eval(i)= f(x(i))
end forall
I[_pme= twoxdel*sum(f_eval) + I_pme/three
end select
pntmed_rom= I_pme
return
end function pntmed_rom

Torna-se necessaria agora uma sub-rotina, nos moldes da quad_rom (programa 4.3), para aci-
onar a funcao pntmed_rom e realizar a integracdo improépria utilizando o método da extrapolacao
de Richardson. O valor extrapolado e a estimativa de erro serdo novamente dadas por (4.28a,b).
Agora, porém, a cada ordem de refinamento o sub-intervalo anterior sera divido pelo fator R = 3.
Como o erro absoluto na regra do ponto médio estendida € dado por uma série de poténcias pa-
res de h, da mesma forma que para a regra trapezoidal estendida, pode-se usar a implementacao
desta ultima como guia para a integral de Romberg de integrais improéprias.

Portanto, chamando I}(;?)(h) = Ipyge(h) o valor da quadratura na ordem mais baixa da regra
do ponto médio, os valores extrapolados e as estimativas de erro nas ordens subsequentes serao
dados por:

. L [3270 (B 0 ()] h I [0 (h 0) /oo |
W =g [ (5) - w]. e (5) =gt [ (5) -0
2 I n(h 1 | h 1 [ /h 1 ]
17 () =37 34[53(3)_[;)@) ’ B <3> =317 f%)(s)‘fé)(h)
3 1 _ 2) (1 2 ] h 1 [ @2 (h 2 |
I () =55 3611(3)<3>11(3)(h) , EA, <3> S Iz(a)<3)11(z)(h)

Pode-se induzir entao o k-ésimo (k > 1) valor extrapolado e a estimativa de erro como
(k) 1 (k=1) (1 (k=1)
Iy~ (h) =gr— {9”}3 (3> — Iy (h)} ;

h 1 k-1) (N (k—1)

A dependéncia de cada quadratura extrapolada nos valores da ordem anterior pode ser visuali-
zada por um diagrama semelhante ao apresentado na figura 4.6, bastando para tanto substituir
R = 2 por R = 3. Devido as semelhancas entre os dois métodos, a implementacao do calculo
da integral de Romberg pela regra do ponto médio sera realizada por uma rotina baseada no
programa 4.3. Esta implementacao pode ser vista no programa 4.5. Esta sub-rotina pode servir
como uma alternativa ao programa 4.3 para o calculo de uma integral definida, usando, porém,
o método do ponto médio estendido.
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Listing 4.5: Sub-rotina para o cdlculo da integral de Romberg usando a regra do ponto médio estendida.

subroutine gpms rom(f, a, b, errrel, reslt, errest)

use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, one, eight, nine, &
fabst, pntmed_rom

implicit none

real (dp), intent(in ) :: a, b, errrel
real(dp), intent(out) :: reslt, errest
procedure (fabst) o f

integer :: k, i, np

real (dp) :: novei, noveiml, errabs

real (dp), dimension(:), allocatable :: Ikml, Ik, templ, temp2
if (b == a)then

reslt= zero

errest= zero

return
end if
np= 200

allocate (Ikm1(0:np), Ik(O:np))
Ik (0)= pntmed_rom(f, a, b, 0)
Ikm1(0)= pntmed_rom(f, a, b, 1)
Ikm1(1)= (nine+lkml(0) — Ik(0))/eight
k= 2
do
if (k > np)then
allocate (templ(0:2*np), temp2(0:2+*np))
templ (0:np)= Ikml
temp2 (0:np)= Ik
call move_alloc (templ,Ikm1l)
call move_alloc (temp2, Ik)
np= 2#*np
end if

Ik (0)= pntmed_rom(f, a, b, k)
novei= one
do i= 1, k
novei= nine*novei
noveiml= novei — one
Ik(i)= (novei*lk(i—1) — Ikml(i—1))/noveiml
end do

errabs= (Ik(k—1) — Ikml(k—1))/noveiml
if (abs(errabs) <= errrel=+abs(ik(k—1)))then
reslt= Ik (k)

exit
else
k=k + 1
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Ikml= Ik
end if
end do
return
end subroutine gpms_rom

Contudo, como ha mais de uma forma para uma integral imprépria, as implementacées irdo
diferenciar-se ligeiramente umas das outras, com graus de dificuldades distintos. A discussao
abaixo mostra qual é o tipo de integral improépria que pode ser facilmente implementado com o
método abordado nesta secao.

TipOo 1. INTEGRANDO COM SINGULARIDADES INTEGRAVEIS E LIMITES DE INTE-
GRACAO FINITOS

Neste caso, sera suposto que os limites de integracdo sejam escolhidos de tal forma que as
singularidades se encontrem exatamente nos limites de integracao. Isto pode ser alcancado
mediante uma divisao apropriada dos limites originais de integracao. A integral abaixo ilustra o
tipo de integral improépria considerado aqui.

/1 dzx
A
1V 1— 1‘2
O método néo ira funcionar quando a singularidade nao for diretamente integravel, como ocorre
no calculo do valor principal de Cauchy da integral:

2 dx ) 1=c dx S
ECRCSCR
1 =2 e=0t |/ 1—=2 l4e l —x
Neste ultimo caso, uma implementacao do calculo da parte principal € necessaria.

Mesmo no caso de uma integral do primeiro tipo acima, o método abordado nesta secao em
geral nao ira fornecer um resultado acurado. Como o integrando pode variar muito rapidamente
em uma vizinhanga estreita dos limites de integracdo e lentamente nas vizinhancas do ponto
médio, normalmente a contribuicdo das primeiras vizinhancas para a integral, em comparacao
com a contribuicdo em torno do ponto médio, pode ser grande e o método fornece um resultado
totalmente incorreto com uma estimativa de erro muito menor que o valor correto. Matematica-
mente, pode-se entender a razido deste comportamento pela formula de erro do método do ponto
médio (4.31). Se f(x) possui uma singularidade em um ou ambos os pontos extremos, entao
neste limite, |f/(z)| — oo, assim como as suas derivadas de ordem mais alta, resultando em um
erro absoluto gigantesco para a férmula do ponto médio.

A melhor maneira de resolver este tipo de integral imprépria consiste em utilizar uma férmula
gaussiana (ver secdo 4.4.2 abaixo), a qual ndo padece desta limitacdo das férmulas newtonianas.
Pacotes profissionais de quadratura numérica usam uma estratégia adicional que consiste em
sub-dividir o intervalo de integracao e analisar a convergéncia do método em cada sub-intervalo
separadamente. Uma rotina que utiliza este tipo de estratégia ¢ denominada adaptativa. Méto-
dos adaptativos sao rapidamente abordados na secao 4.4.3.

TIPO 2. INTEGRANDO SEM SINGULARIDADES E INTERVALOS INFINITOS DE INTE-
GRACAO

As integrais consideradas aqui sao dos seguintes tipos:

/_O:Of(x)da: ou /_;f(x)dm ou /aoof(x)dx, (a = cte.)

onde estd suposto que f(xr) nao possui pontos singulares no intervalo de integracdo e que

()] 2=
mente ocorre também que | ) (x)] 0, ou seja, as derivadas em todas as ordens de f(z)
também vao a zero neste limite. Neste caso, o erro da férmula de ponto médio (4.31) torna-se
pequeno e pode-se esperar resultados bastante acurados.

0 de forma rapida o suficiente para que a integral exista. Nesta situa¢do, normal-
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Ha mais de uma maneira de implementar o algoritmo 4.4 para uma integral impropria deste
tipo, dependendo da forma predominante de f(x) para |z| — oco. Para simplificar a analise, sera
considerado somente um caso particular para uma integral improépria deste tipo:

®a>0.
* f(x) — 0 mais rapidamente que x?, ou seja, para z — oo, 22 |f(z)| < 1/z%, sendo a > 1.

Caso estas condicdes sejam satisfeitas, pode-se realizar uma transformacao de variaveis do tipo
z — 1/u, a qual ira transformar o intervalo infinito em um intervalo finito, no qual pode-se usar
o algoritmo 4.4. A integral a ser calculada neste caso, portanto, € obtida a partir da mudanca de
variavel de integracao v = 1/(1 + ), ou seja,

o /(1+a) _
Iz/a f(x)dxz/ol o le)du.

u

O programa 4.6 apresenta a fun¢ao pntmed_int_rom, a qual consiste em uma variac¢éo de pntmed_rom
para o intervalo de integracao considerado. Ja a sub-rotina gpmi_rom, apresentada na listagem
de programa 4.7 implementa a integral de Romberg para uma integral improépria do tipo consi-
derado.

Listing 4.6: Funcdo que implementa a regra estendida dos pontos médios para um intervalo infinito.

function pntmed_inf rom(f, a, n_ordem)
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, half, one, two, three, six, fabst
implicit none

real (dp) :: pntmed_inf rom

integer, intent(in) :: n_ordem

real (dp), intent(in) :: a

procedure (fabst) o f

integer :: i, npts

real (dp) :: h, del

real (dp), save :: I_pme

real (dp), dimension(2#(3##(n_ordem—1))) :: x, {_eval

h= one/(one + a)
select case(n_ordem)
case(0)
[_pme= hs*func(half+h)
case default
npts= 3#*#*(n_ordem — 1)
del= h/(six*npts)
forall (i= 1:npts)
x(2+*i—1)= (6%i—-5)+del
xX(2xi)= (6%i—1)+del
end forall
forall (i= 1:2#npts)
f eval(i)= func(x(i))
end forall
[_pme= twoxdel*sum(f_eval) + I_pme/three
end select
pntmed_inf_rom= I_pme
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return

CONTAINS
pure function func(x)
real (dp) :: func

real (dp), intent(in) :: x
func= f(one/x — one)/(x*x)
return

end function func
end function pntmed_inf rom

Listing 4.7: Sub-rotina para o cdlculo da integral de Romberg de uma integral imprépria.

subroutine gpmi_rom(f, a, errrel, reslt, errest)

use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, one, eight, nine, &
fabst, pntmed_inf rom

implicit none

real (dp), intent(in) :: a, errrel

real (dp), intent(out) :: reslt, errest

procedure (fabst) o f

integer :: k, i, np

real (dp) :: novei, noveiml, errabs

real (dp), dimension(:), allocatable :: Ikml, Ik, templ, temp2
np= 200

allocate (Ikm1(0:np), Ik(O:np))
Ik (0)= pntmed_inf rom(f, a, 0)
Ikm1(0)= pntmed_inf_ rom(f, a, 1)
Ikm1(1)= (nine*lkml(0) — Ik(0))/eight
k= 2
do
if (k > np)then
allocate (templ(0:2*np), temp2(0:2+*np))
templ (0:np)= Ikml
temp2 (0:np)= Ik
call move_alloc (templ,Ikm1l)
call move_alloc (temp2, Ik)
np= 2#*np
end if

Ik (0)= pntmed_inf rom(f, a, k)
novei= one
do i= 1, k
novei= nine*novei
noveiml= novei — one
Ik(i)= (noveix*lk(i—1) — Ikml(i—1))/noveiml
end do

errabs= (Ik(k—1) — Ikml(k—1))/noveiml
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errest= abs(errabs/Ik(k))
if (errest <= errrel)then

reslt= Ik (k)
exit
else
k=k + 1
Ikml= Ik
end if
end do
return

end subroutine qpmi_rom

4.4.2 INTEGRACAO AUTOMATICA USANDO QUADRATURAS GAUSSI-
ANAS

A implementacao de uma integracao automatica utilizando quadraturas gaussianas nao € tao
simples em comparacido com as regras newtonianas, principalmente porque para as férmulas
da secao 4.3, diferentes valores de N resultam em distintos valores das abcissas {z;}, o que nao
permite o uso de calculos prévios da quadratura, como acontece com o método de Romberg. Isto
implica em um maior tempo de computacio para o calculo da quadratura.

Para tentar remediar este problema, diferentes técnicas de extensao da quadratura gaussiana
foram elaboradas, baseadas na definicao de nodos pré-definidos, ou seja, um conjunto de fixo de
valores de abcissas que sao sempre utilizados para distintos valores de N. O problema envolve
entdo a escolha adequada de pesos e dos pontos {z;} restantes que maximizam a exatidao do
resultado no menor tempo de computacao possivel.

Um destes métodos denomina-se Quadratura de Gauss-Radau, onde um dos nodos fixos é
um dos limites da integracdo. Outro método é a Quadratura de Gauss-Lobatto, onde ambos
os extremos a e b sao nodos fixos. Uma outra classe de métodos importantes sdo as férmulas
de Gauss-Kronrod, onde todas as abcissas utilizadas em um calculo prévio da quadratura sao
aproveitadas para valores subsequentes de N. Se o calculo inicial utilizou N = m pontos, entao
o proximo calculo utilizara N = 2n + m pontos: 0s n novos pesos € abcissas mais os m pesos
e abcissas anteriores. Kronrod mostrou que se n € m sao escolhidos tais que n = m + 1, uma
formula de quadratura automatica pode ser estabelecida para a regra de Gauss-Legendre. Neste
caso, a sequéncia de pontos novo utilizados ¢ N = 10, 21, 43, 87, .... Bibliotecas de software
numeérico, tanto comerciais quanto gratuitas, sempre disponibilizam rotinas do tipo Gauss-
Kronrod.

4.4.3 INTEGRACAO ADAPTATIVA

Retornando a férmula geral para quadratura numeérica (4.1),

b N
[ ta@)de =Y wif ).
a i=0

todos os métodos apresentados neste capitulo restringem-se a uma unica regra utilizada para
a determinacao das abcissas {z;} e os pesos {w;}. Um algoritmo de quadratura adaptiva, por
outro lado, escolhe os valores de {w;} e {z;} dinamicamente durante a computacao, de forma a
adaptar-se ao comportamente particular de f(z).

Quando o integrando apresenta um comportamento que dificulta o calculo da sua quadratura
(f(z) oscila rapidamente, por exemplo), a regra em uso, aplicada a todo intervalo de integracao,
pode encontrar dificuldades para obter um resultado com a precisao solicitada. Nesta situacao
torna-se necessario o uso de uma rotina adaptativa. Contudo, bons algoritmos de quadratura
adaptiva sao bastante complexos do ponto de vista da programacao e custosos para serem
desenvolvidos. Nesta situacao, € recomendavel que o programador busque uma rotina pronta
em alguma biblioteca de software numérico, ao invés de tentar desenvolvé-la por si mesmo.

No método de Romberg, o valor de & € reduzido pela metade a cada iteracdo consecutiva do
método, até que a precisao solicitada seja alcangcada. Por se basear em uma regra Newtoniana, o
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método exige que o valor de h seja o mesmo ao longo de todo o intervalo de integracao. Contudo,
o comportamento de f(z) pode nio requerer que s seja 0 mesmo ao longo de todo o intervalo para
que a precisao solicitada seja atingida. Em regides onde o integrando varia lentamente apenas
uns poucos pontos podem ser suficientes; ao passo que nas regiées onde f(z) varia rapidamente,
um numero maior de pontos € requerido.

f(x)

Figura 4.8: Funcio f(z) que apresenta distintos compor-
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tamentos ao longo do intervalo de integracdo.

Considera-se, por exemplo, o integrando
ilustrado na figura 4.8. Na regido d-e, f(x)
€ essencialmente constante, e o incremento &
pode ser grande. Contudo, na regiao a-d, f(z)
varia rapidamente, significando que o incre-
mento h deve ser pequeno. De fato, a regido
a—d pode ser dividida em trés regioes distin-
tas, como ilustrado. Inspecao visual do com-
portamento de f(z) pode identificar as regides
onde h deve ser pequeno ou grande. Porém,
construir o grafico de f(z) € um processo cus-
toso e demorado, principalmente quando € ne-
cessario o calculo de um numero grande de
integrais. Uma rotina adaptativa deve ser ca-
paz de identificar as regides onde h necessita
ser maior ou menor € automaticamente divi-
dir o intervalo de integracdo de acordo com
essa identificacdo. Boas rotinas adaptativas

variam nao somente os valores de h e dos pesos, mas tentam também diferentes regras de qua-
dratura, sempre visando a otimizac¢do no calculo numeérico. Em determinados intervalos, uma
rotina automatica do tipo Romberg pode atingir a precisao solicitada rapidamente, enquanto que
em outro intervalo o algoritmo pode optar por uma regra de quadratura gaussiana, por exemplo.
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SOLUCOES DE EQUACOES NAO
LINEARES

5.1 INTRODUCAO

Um problema que surge com muita frequéncia em computagao cientifica consiste no calculo
das raizes de uma equacao na forma

f(z) = 0. (5.1)

Ou seja, € necessario calcular o conjunto de valores de {z} onde f(z) € nula. Em muitas situ-
acoes, a funcéo f(x) pode ser conhecida explicitamente, como é o caso de um polinémio ou de
uma funcao transcendental. As vezes, contudo, f(z) pode vir a ser conhecida somente de forma
implicita, como ocorre quando f(z) € solucao de uma equacéao diferencial ou integral.

Em raras circunstancias é possivel calcular-se analiticamente as raizes de f(z). Situacbes
onde isso ocorre restringem-se, por exemplo, a equacgdes polinomiais do 12 ao 4° grau ou de
um polindmio qualquer fatoravel. Porém em geral somente solucées aproximadas para as raizes
sdo possiveis, resultando do uso de alguma técnica computacional para calcular a aproximacao.
Dependendo do contexto, solucdo aproximada pode significar um ponto z* para o qual (5.1) €
aproximadamente satisfeita, isto é, para o qual |f (z*)| € pequeno, ou um ponto z* que esta
proximo de uma solucgao de (5.1). Infelizmente o conceito de solucao aproximada é um tanto
vago. Uma solucdo aproximada obtida por um computador contera sempre um erro devido ao
arredondamento, ou devido a uma instabilidade numérica ou devido ao truncamento gerado
pelo método empregado. De fato, ha sempre infinitas solugdées aproximadas, todas igualmente
validas, embora a solucao de (5.1) possa ser unica.

Uma situacdo onde o efeito dos erros de arredondamento produzem falsas raizes é)ode ser
vista na figura 1.4 a esquerda. Esta figura mostra o grafico do polinémio pg(z) = (z — 1), escrito
na forma expandida, para valores proximos a z = 1. O grafico foi gerado a partir de um programa
de computador e, embora as 6 raizes de ps(z) sejam Unicas e todas iguais a 1, o grafico mostra
um numero grande de pontos onde a curva cruza o eixo das abcissas. Essas falsas raizes
foram produzidas pelos erros de arredondamento resultantes principalmente do cancelamento
de quantidades préximas entre si. Este exemplo isolado ja mostra algumas das dificuldades
envolvidas no calculo de raizes.

5.2 METODOS ITERATIVOS PARA O CALCULO DE RAIi-
ZES REAIS

Nesta secdo serdo apresentados os métodos iterativos elementares utilizados com maior
frequéncia para o calculo das raizes reais da funcdo f(x), isto €, para uma funcao transce-
dental unidimensional. Os métodos apresentados abaixo serdo sempre exemplificados com o
calculo da raiz real da equacao de 3° grau

p3(z) =2 -z —1=0. (5.2a)
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94 | 5.2. Métodos iterativos para o cdlculo de raizes reais

As raizes de p3(x) podem ser obtidas analiticamente; elas consistem em uma raiz real e duas
complexas conjugadas:

13/27—=3V69 /9 ++/69
o = 3;/ : V69 \/ +18 ~ 1.3247179572447460260 (5.2b)
1/3 i 1 1/3
. ——1(1“\/5) 27 369\ (1-4v3) (5 (9+V69))
776 2 2 232/3
~ —0.66235897862237301298 + 0.56227951206230124390i (5.2¢)
1/3 . :
ro= L (1o (2o 00) 059G (9+v69) "’
5776 2 2 232/3
~ —0.66235897862237301298 — 0.56227951206230124390i. (5.2d)

Os métodos iterativos mais conhecidos serdo agora apresentados e estes terdo a sua capacidade
de calcular a raiz z; analisada.

5.2.1 METODO DA BISECCAO

Boa parte dos métodos de calculo de raizes neces-
sita do conhecimento prévio de alguma informacao a
respeito da solucédo ou de f(x) para que possa conver-
gir para a solucéo correta. Para que o método da bisec-
cao funcione, é necessario inicialmente cercar a raiz (ou
raizes) entre dois valores de z. Assim, sabendo-se que
p3(l) = —1 < 0 e que p3(2) =5 > 0, conclui-se que ha um
numero impar de raizes dentro do intervalo [1,2]. As-
sim, a informacéo inicial que é necessaria fornecer ao
método da bisseccao € um par de pontos x = ag € x = by
distintos tais que

f (ao) f (bo) <0, (5.3)

em cuja situacdo sempre havera um numero impar de fx
raizes no intervalo [ag, by]. Esta situacao esta represen-
tada na figura 5.1, onde uma raiz da funcao f (z) (em
vermelho) € cercada no intervalo ay < x < by. F|~gura 5.'|.: M¢étodo da bisecgdo para a obten-
Se f(ao) f (bg) > 0, significa que ha um numero par Q(Lg da raiz ‘%Le, f(@). ,Como f(ao)f(l(bo) <0,
de raizes no intervalo (zero inclusive), o que torna ne- °%°¢75¢ u¢ A UM MUMETO VMPAT de Tarzes
.. . .~ neste intervalo. As aprorimacdes a1, az, b1
cessaria a procura de um outro intervalo. Se a condicao X S .
L B B i - e b2 foram obtidas pela aplicacdo do método.
(5.3) for satisfeita, ha um nuimero impar de raizes em
[ag, bo]. Contudo, se f(z) for continua em [ayg, bo], 0 seguinte teorema deve valer:

Teorema 5.1 (Teorema de Rolle). Seja f(x) uma fungdo continua no intervalo finito [a,b] e dife-
rencidvel no intervalo (a,b). Se f(a) = f(b) =0, entéo

(=0
para algum¢ € (a,b).

Este teorema implica em que se houver 3 ou mais raizes em [ag, by], a derivada de f(z) deve
possuir uma ou mais raizes neste intervalo. Caso seja possivel calcular analiticamente as raizes
de f’(x), este teorema pode ser util. Assim,

1
V3
Como néo ha raizes de p}(z) em [1, 2], isto implica que p3(z) possui somente uma raiz no intervalo.

O método da biseccao consiste entdo em tomar como primeira aproximacao para a raiz o
valor médio:

pi(r) =32 —1=0=12=+

ag + bg
2 b

&=
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sendo o erro absoluto igual ao valor do intervalo entre &; € um dos pontos extremos:

bg — a
EA; = |by— &| = 2—2,
2
No caso, z; =& £ FA; =1,5+0,5.
Comparando agora f (1) com os pontos extremos, necessariamente deve ocorrer

[ (&) f(ao) <0ou f (&) f(bo) <O,

o que ira definir um novo intervalo, [ag,&1] ou [€1,b9] que contém a raiz de f(z), reiniciando o
ciclo.
No exemplo,

ps (1,5) ps(1) = —0,875 < 0 ao passo que ps(1,5)ps(2) = 4,375 > 0.
Portanto, a raiz encontra-se no intervalo 1 < « < 1,5. Tomando a nova aproximacio € o seu erro:

1415

5 =125 EAy =025 = a5=6+EEA=1,2540,2.

£2
Verificando &;:
ps3 (1,25) p3(1) > 0 ao passo que ps3(1,25)ps(1,5) < 0.

Portanto, a raiz esta no intervalo 1,25 < z < 1,5.
A proxima iteracao fornece

1,254+ 1,5

5 =1,375; EA;=0,125 = x}=1,375+0,125.

&3
Verificando &5:
p3 (1,25) p3(1,375) < 0 ao passo que p3(1,375)ps(1,5) > 0.

Portanto, a raiz esta em 1,25 < z < 1, 375.
A quarta iteracao fornece

1,254 1,375

5 =1,3125, FA4=0,0625 =z} =1,312540,0625.

4
Verificando &;:
ps (1,25) p3(1,3125) > 0 ao passo que p3(1,3125)ps(1,375) < 0.

Portanto, a raiz esta em 1,3125 < x < 1,375.
Iterando pela quinta vez,

11,3125+ 1,375

5 =1,34375; EAs; =0,03125 = zf =1,34375+0,03125.

5

Verificando &5:
ps3 (1,3125) p3(1,34375) < 0 ao passo que ps(1,34375)p3(1,375) > 0.

Portanto, a raiz esta em 1,3125 < x < 1, 34375.
As proximas 2 iteragoes produzem

xg = 1,328125+0,015625; x3y =1,3203125 + 0,0078125.

Portanto, pode-se observar que os resultados das iteracdes estao monotonicamente conver-
gindo para a raiz z; ~ 1.3247179572447460260, mas apés 7 iteracdes somente 2 casas decimais
corretas foram obtidas. Esta é uma caracteristica do método da bisec¢cdo: uma vez que a raiz de
uma funcao continua foi cercada, ele certamente retornara o resultado correto, porém sua con-
vergéncia €é extremamente lenta. De uma forma mais rigorosa, como o comprimento do intervalo
que sabidamente contém a raiz € dividido pelo fator 2 a cada iteracdo, o método da biseccao
produz uma digito binario correto a cada passo; ou seja, o método fornecera um digito decimal
correto a cada 3,33 iteracoes, aproximadamente.
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Um algoritmo que implementa o método da biseccao deve iniciar com os dois valores ag € by
(bo > ap) para z, verificar se a raiz realmente esta no intervalo fornecido e retornar os valores da
raiz aproximada

b
&= a4 ;_ (sendo a = ag € b = by na primeira iteracao)
e o erro absoluto da aproximacao
EA= M
2

O erro absoluto deve entdo ser comparado com o valor maximo de erro tolerado, parametro que
também deve ser fornecido ao algoritmo. Se FA € maior que a tolerancia, o novo intervalo [a, }]
que contém a raiz é determinado e o procedimento é repetido novamente. Se FA é menor ou
igual que a tolerancia, o algoritmo retorna a ultima aproximacéo para a raiz. O algoritmo 5.1
implementa este processo.

Algoritmo 5.1 Implementacdo do método da biseccéao.
Dados: ay, by (by > ao), f (x): funcao continua em [ag, by] € tol (tolerancia maxima para o erro).
an = ag; b, = by
Paran=0,1,2,... faca

§=(an+bn)/2

Se f (a,) f (§) < 0 entdo
An41 = Qp; bn+1 Zf
erro = |{ —ay|/2

Senao
Up41 = f: bn+1 = by
erro = |b, — &| /2

Fim Se

Se erro < tol entao
Sai laco

Fim Se

Fim Laco

A sub-rotina 5.1 implementa o algoritmo 5.1 em Fortran. Deve-se notar que, além de im-
plementar os passos contidos no algoritmo, a rotina controla também se realmente ha pelo
menos uma raiz no intervalo fornecido e também se a tolerancia solicitada for exageradamente
pequena, como seria o caso se fosse fornecido o valor erro= 1072° ou menor para um resultado
em precisao dupla, que contém somente cerca de 15 casas decimais de precisdo. Este controle
é realizado pela variavel inteira de saida iflag.

Listing 5.1: Sub-rotina em Fortran que implementa o método da biseccdo.

subroutine bisec (f, a, b, xtol, xm, iflag)
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, half, fabst
implicit none

integer, intent (out) ;. iflag
real(dp), intent(inout) :: a, b
real (dp), intent(in) i xtol
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real (dp), intent (out) i Xm

procedure (fabst) o f

real(dp) :: erro,fa,fm

iflag= 0

fa= f(a)

if (fa=f(b) > zero) then
iflag= -1
print’(a,2(x,el5.7))’, ’'f(x) tem o mesmo sinal nos dois pontos extremos:’, &

a, b

return

end if

erro= abs(b — a)

do

erro= halfserro
if (erro <= xtol) exit
xm= half=(a + b)
if (xm + erro == xm) then
iflag=1
return
end if
fm= f(xm)
if (fa*fm > zero) then
a= xm
fa= fm
else
b= xm
end if
end do
end subroutine bisec

5.2.2 METODOS DA FALSA POSICAO E DA FALSA POSICAO MODI-
FICADO

Uma modificacdo do método da biseccao que permite acelerar a taxa de convergéncia no
calculo da raiz consiste em utilizar uma informacéao adicional de f(z), qual seja, o quao préximos
da raiz estao os pontos extremos do intervalo. No exemplo adotado: o calculo da raiz real de
ps(x), o intervalo inicialmente definido foi [1,2]; porém, ps(1) = —1, ao passo que p3(2) = 5. Isto
significa que a raiz provavelmente esta mais préxima de z = 1 que z = 2. Portanto, ao invés de
calcular & como o ponto médio entre 1 e 2, sera calculada a média ponderada:

wy = L2 s

p3(2) —p3(1)
o qual esta ligeiramente mais proximo de z; que o ponto médio & =1, 5.
Verificando agora em qual intervalo se encontra a raiz, descobre-se que ela esta em [w;, 2], ao
passo que p; (wy) = —0,578703704 . ... Repetindo o calculo da média ponderada,

Wy — p3(2).wy — ps (wq) .2
’ p3(2) — p3 (w1)

=1,253112033. ..,

a qual € também ligeiramente mais proxima de z; que &.

O método da falsa posicao pode ser sistematizado da seguinte maneira. Partindo de um
intervalo inicial que contenha pelo menos uma raiz de f(z), a n + 1-ésima aproximacao para a
raiz, obtida dos valores da n-ésima aproximacao, a,, f (a,), b, € f (b,) € dada por:

f (bn) Ap — f (an) bn
Fbn) =~ Flan) c4

O ponto w,, é a raiz da reta secante que passa pelos pontos (a,, f (ay)) € (bn, f (b,)). Se f(x) for
concava na raiz, ou seja, se f'(x) > 0 na raiz, os pontos w,, estardo sempre a esquerda da raiz.

Wy, =
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Figura 5.2: Método da falsa posi¢io para a solucio Teal Figura 5.3: Método da falsa posicio modificado para a
de (5.2a). solugdo real de (5.2a).

Se f(z) for convexa (f'(z) < 0 na raiz), os pontos w,, estardo sempre a direita da raiz. No caso
de ps(z), este € concavo em = = ;1 e por consequéncia os valores de w,, irdo se aproximar de x;
sempre pela esquerda, como se pode ver na figura 5.2.

Um aperfeicoamento do método da falsa posicao que permite acelerar ainda mais a taxa
de convergéncia a raiz é o chamado Método da falsa posicao modificado. Neste método, as
secantes sao substituidas por retas de inclinacdées cada vez menores até que a raiz para uma
determinada reta se encontre do lado oposto a aproximacao w, anteriormente obtida. Desta
forma, as aproximacdes convergem a raiz pelo dois lados, ao invés de um lado somente, como
no método da falsa posicdo. Este método ¢ ilustrado na figura 5.3, o valor da ordenada em by €
reduzido pela metade até que a raiz da reta se encontra do lado direito da raiz de f(z).

O algoritmo 5.2 mostra como o método da falsa posicao modificado pode ser implementado.
Ao contrario da biseccdo, o presente método nao pode determinar inequivocamente um valor
minimo para o intervalo onde a raiz se encontra. Na falta de uma melhor estimativa, o algoritmo
toma como primeiro critério de parada um valor minimo admissivel para o intervalo que contém
a raiz (xtol). Como o valor de f(z) é continuamente reduzido & metade em um dos extremos
do intervalo, um valor absurdamente pequeno para xtol pode inadvertidamente resultar em um
valor numérico nulo para F ou G, devido a representacdo de ponto flutuante. Para evitar esta
ocorréncia, o algoritmo utiliza um segundo critério de parada (ftol) que estabelece o menor valor
admissivel para |f(z)| em qualquer um dos pontos extremos do intervalo.

A sub-rotina 5.2 implementa o algoritmo 5.2. Além dos parametros de controle xtol e ftol
ja discutidos, introduz-se um parametro opcional ntol que controla o numero total de iteracoes
admitidas, quando presente. Este parametro pode ser importante quando o calculo de f(z) €
muito custoso do ponto de vista computacional. Ele pode servir também para indicar se o calculo
de f(z) esta sendo feito corretamente ou se a obtencao da raiz é particularmente dificil.

Listing 5.2: Sub-rotina em Fortran que implementa o método da falsa posigio modificado.
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Algoritmo 5.2 Implementacao do método da falsa posicdo modificado.

Dados: ag, by (by > ag), f(x): funcéo continua em [ag, bo|, xtol: tolerancia maxima no tamanho

de [a,b] e ftol: tolerancia maxima no valor de |f(z)].
Faca: F' = f(ao); G = f (bo): wo = ao
Paran=0,1,2,... faca
Se |b, — a,| < xtol ou |w,| < ftol entdo
Sai laco
Fim Se
Wpt1 = (Ga, — Fb,) /(G- F)
Se f (ay) f (wp41) < 0 entao
An41 = Qp; bn+1 = Wn+15; G= f (wn+1)
Se f (wy) f (wp41) > 0 entdo
F=F/2
Fim Se
Senao
An41 = Wp+1; F= f(wn+1); bn+1 = by
Se f (wy) f (wp41) > 0 entao
G=G/2
Fim Se
Fim Se
Fim Laco

subroutine fal_pos_mod(f, a, b, xtol, ftol, w,

iflag , ntol)

use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, half, one, fabst

implicit none

integer, intent(in), optional :: ntol
integer, intent (out) :: iflag

real (dp), intent(inout) ::a, b

real (dp), intent(in) ;. xtol, ftol
real (dp)., intent (out) LW
procedure (fabst) o f

integer :: n

real (dp) fa, fb, fw, signfa, prvsfw

fa= f(a) ; fb= f(b) ; signfa= sign(one, fa)
if (signfaxfb > zero) then

print’(a,2(x,el5.7))’, f(x) tem o mesmo sinal nos dois pontos extremos:’, &

a, b
iflag= -1
return
end if
w=a ; fw= fa ; n=1
do
if (abs(a—-b) <= xtol) then
iflag= 0
return
end if
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if (abs(fw) <= ftol) then
iflag=1
return
end if
w= (fa*b — fb=xa)/(fa — fb)
prvsfw= sign (one, fw)
fw= f(w)
if (signfa*fw > zero) then
a=w ; fa= fw
if (fwsprvsfw > zero) fb= half«fb
else
b=w ; fb= fw
if (fwsprvsfw > zero) fa= halfxfa
end if
if (present(ntol) .and. (n >= ntol))then
print’ ("Nao houve convergéncia em ", i5,
iflag= 2
return
end if
n=n + 1
end do

"

iteracdes.") ' ,ntol

return
end subroutine fal_pos_mod

Utilizando a rotina fal_pos_mod para o calculo da raiz de ps(x), obteve-se os seguintes resul-
tados:

wo = 1.00000000000000 wy = 1.32330827067669 wy = 1.32471556046769
w; = 1.16666666666667 w3 = 1.32654296624656 ws = 1.32471795317359.

Ou seja, em b iteracdes, o resultado ja concorda com z; em 8 casas decimais, enquanto que com
o método da biseccao o resultado possuia somente 2 casas decimais corretas apos sete iteracoes.

5.2.3 METODO DA SECANTE

O método da secante € um outro variante do método
da falsa posicao no qual, ao contrario da versao modifi-
cada, nao se procura cercar a raiz entre dois pontos. Ao
contrario, a formula (5.4) é empregada continuamente.
Além disso, o método da secante nao mais pressupoe
que a raiz esteja dentro de um intervalo [ag, bg]. O mé-
todo requer somente que sejam fornecidos dois valores
iniciais para a raiz, x_; € xg, a partir dos quais novas
aproximacoes para a raiz sao obtidas a partir de

T _ f(xn) Tp—1 — f(xnfl)xn
mH f(ﬂl‘n) - f(xn—l) ’

paran=20,1,2,....

Pode-se mostrar facilmente que na féomula (5.5), a
nova aproximacao z,; consiste na raiz da reta que in-
tersecta a funcao f(x) nos pontos z,_; € z,, isto é, a
reta secante a f(z) nestes dois pontos. Essas retas
secantes podem ser visualizadas na figura 5.4, a qual
mostra o comportamento das aproximacoes {z,i1} a
raiz de f(z) no método da secante.

Como agora f (z,-1) € f (z,) ndo mais necessitam ter sinais opostos, a férmula (5.5) esta su-
jeita a erros de arredondamento quando ambos os valores forem proximos entre si. No caso mais
extremo, pode até ocorrer que f (z,) = f (z,—1), em cuja situacdo o método falha completamente.

(5.5)

Figura 5.4: Método da secante.
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Uma maneira de escrever (5.5) que pode mitigar a ocorréncia dos erros de arredondamento €

Tp — Tn—1

f(xn) - f(mnfl)'

(5.6)

Tn41 = Tn — f (I")

E facil ver que (5.5) e (5.6) sao idénticas.

Como a raiz ndo mais permanece necessariamente cercada por dois valores extremos, nao é
possivel garantir que o método da secante venha a convergir sempre. Caso o método convirja, os
critérios usuais de parada sado os seguintes. Para uma determinada iteracao, identificada pelo
indice n, o método sera considerado bem sucedido se

|f ()] < ftol ou |z, — x,—1] < xtol. (5.7a)

Ou seja, o valor absoluto da funcéo ou a diferenca absoluta entre duas aproximacodes consecu-
tivas devem ser considerados menores que um valor de tolerancia. Quando nao se conhece a
ordem de grandeza do valor de f(z) em uma vizinhanca em torno da raiz ou a ordem de grandeza
da propria raiz, pode-se usar os seguintes valores relativos como critérios de parada:

|f ()|

fmax

Tp — Tp-1

< ftol ou ’
T

< xtol. (5.7b)

A sub-rotina 5.3 implementa o método da secante. Como critérios de parada foram escolhidos
o erro absoluto no valor da funcao e o erro relativo entre dois resultados consecutivos. Para
evitar um namero excessivo de calculos de f(z), o parametro ntol é obrigatério para a rotina
secante.

Listing 5.3: Sub-rotina em Fortran que implementa o método da secante.

subroutine secante (func, x1, x2, errabs, errrel, ntol, x, iflag)
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, fabst, troca
implicit none

integer, intent(in) :: ntol

integer , intent(out) :: iflag

real (dp), intent(in) :: x1, x2, errabs, errrel
real (dp), intent(out) :: x

procedure (fabst) ;. func

integer :: j

real(dp) :: dx, f, fl, xI
fl1= func(x1)
f= func(x2)
if (abs(fl) < abs(f)) then
x= x1 ; xl= x2
call troca(fl,f)
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else
xl= x1 ;
end if
do j= 1, ntol
dx= (xl-x)=+f/(f-f1)
xl=x ; fl=f
x= x + dx
f= func(x)
if (abs(f) <= errabs)then
iflag= 0
return
end if
if (abs(dx) <= errrel*abs(x))then
iflag= 1
return
end if
end do
iflag= -1
return
end subroutine secante

x= x2

Ao contrario dos métodos anteriores, o método da secante nao exige que os dois pontos
iniciais cerquem a raiz. na tabela abaixo, mostra-se um estudo das aproximacées realizadas
para a obtencao da raiz z; de ps(z). Em todos os casos, foram tomados os seguintes valores:
errabs = 0, errrel = 1077 e ntol = 50. Cada coluna corresponde a pares distintos de valores
para x1 e x2. Com excecao da primeira coluna, as demais partiram de valores que nao cercam
a raiz. Observa-se que o método da secante convergiu em todos os casos, embora no ultimo a
convergéncia tenha sido bastante lenta.

x1= 1, x2= 2

x1= 2, x2= 3

x1l= -1, x2= -2

1.00000000000000
1.16666666666667
1.39560439560440
1.31365666090990
1.32401611532221
1.32472525004811
1.32471795247273
1.32471795724471

2.00000000000000
1.72222222222222
1.46867825516563
1.36356158529402
1.32934949633224
1.32488078110669
1.32471865771829
1.32471795735102
1.32471795724475

-1.00000000000000
-0.833333333333333
-0.345454545454545
6.49850961972721
-0.327662162639576
-0.309617266171994
-1.34519594172679
0.235096865426605
2.46288916284303
0.449496710807014
0.662624843273948
-21.8117328908561
0.665601992393366
0.668577447291536

4.75696684459274
0.722810860257192
0.775378136138015
2.68909924536253
0.922191365232718
1.04120189173659
1.52276684371980
1.26997209752081
1.31554258824252
1.32520726281671
1.32471374864206
1.32471795532635
1.32471795724475

5.2.4 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Tomando novamente a formula do método da secante (5.6), o termo
Tp — Tp-—1
f(xn) - f(-rn—l)

se aproxima de 1/f'(z,) quando a diferenca entre z, e z,_; tende a zero. Portanto, é razoavel
que se realize esta substituicdo em (5.6), resultando a féormula do Método de Newton-Raphson,

LTn+1l = Tp — f’(x )
n

(5.8)

Este resultado pode ser determinado de uma maneira um pouco mais rigorosa, realizando-se o
desenvolvimento da funcao f(z) em série de Taylor em torno do ponto a, supondo que |z — a| < 1:

f(@) = f(a) + f'(a) (x — a).
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Se o ponto z é a raiz de f(x), resulta

Escrevendo a como o valor prévio da iteracao (¢ = z,,) € x como o valor seguinte (z = z,1), obtém-
se a formula (5.8). De fato, esta formula fornece simplesmente o ponto onde a reta tangente a
f (zy) € nula.

O método de Newton-Raphson ¢ um dos métodos mais utilizados para o calculo de raizes por-
que fornece uma convergéncia rapida quando as formas analiticas de f(z) e f/'(z) sdo conhecidas
€ nao sao custosas do ponto de vista computacional. Além disso, o método de Newton utiliza
somente um ponto anterior, ao contrario do método da secante que necessita de dois pontos.
Quando o calculo de f’(x) se torna proibitivo, costuma-se utilizar o método da secante em seu
lugar. Cabe aqui ressaltar que a formula (5.8) pode ser escritas na forma genérica

Tnt1=¢g(xn),n=0,1,2,..., (5.9)

onde g (z,) € uma determinada funcao de z,. Foérmulas do tipo (5.9) sdo conhecidas como
formulas de ponto fixo, porque, quando a sequéncia g, x1, 2, ... converge a um determinado
ponto &, resulta que

lim z, = lim x,+; =¢,

n— oo n—oo
em cuja situacao (5.9) se torna £ = g(¢£); ou seja, £ € um ponto fixo de g(z).

O método de Newton-Raphson nem sempre ira convergir. De fato, frequentemente ele ira
divergir ou, quando converge, tende para uma outra raiz, caso exista, distinta daquela em con-
sideracao. Esta ultima situacao pode ocorrer porque o método nao permite um controle no sen-
tido de convergéncia das iteracoes, ao contrario do que acontece com métodos como da biseccao
e da falsa posicdo. Busca-se, portanto, estabelecer condi¢cées que garantam a convergéncia do
meétodo para qualquer escolha de valor inicial z;, dentro de um dado intervalo. Estas condicées
sao fornecidas pelo seguinte teorema [26].

Teorema 5.2. Seja f(x) diferencidvel duas vezes no intervalo fechado [a,b]. Se as seguintes
condicoes forem satisfeitas:

L f(a)f(b) <0;
2. f'(x) #0, paraz € |a,b];

3. f"(x) <0 ou f'(z) >0, Va € [a, b];

s

nos pontos extremos a e b:

f(a)
f'(a)

f(0)
f'(b)

0> <b-—a.

>—(b—a) el<

Entdo o método de Newton-Raphson converge para uma solugcédo tinica ¢ de f(z) = 0 em [a, b] para
qualquer escolha de z € [a,b].

Alguns comentarios a respeito destas condi¢oes sao apropriados. Condicoes (1) e (2) garantem
que ha somente uma unica solucdo em [a,b]. Condicao (3) garante que o grafico de f(z) possui
somente uma unica concavidade em [a,b] (concava ou convexa) e que f/(x) € monétono neste
intervalo. Finalmente, a condicdo (4) garante que a reta tangente a f(z) em cada ponto extremo
do intervalo intercepta o eixo = dentro de [a,b]. Sucintamente, a condicao (4) exige que f(z) seja
suficientemente inclinada em [a, ] para que a raiz da reta tangente no ponto x,, esteja sempre
dentro do intervalo considerado. A rapida convergéncia do método de Newton-Raphson, uma
vez que as condicdes acima sao satisfeitas, € ilustrada na figura 5.5.

As condicdes deste teorema sdo também suficientes para garantir a convergéncia do método
da secante, desde que os dois valores iniciais zy, e x; estejam ambos dentro de [a,b]. Neste
caso, contudo, a convergéncia a raiz pode se processar de duas formas distintas, dependendo
da escolha feita para a ordem dos valores de z( € z;.
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f(x}

Figura 5.5: Convergéncia do método de Newton-
Raphson. Dado x¢ € [a,b], o método rapidamente
converge para lim,— e Tn = &.

Um algoritmo que implemente o método de
Newton-Raphson deve ter como parametros de en-
trada o(s) nome(s) da(s) rotina(s) que calcula(m)
f(z) e f'(z), o valor de z; que garantidamente
satisfaca as condi¢des acima e o(s) parametro(s)
de tolerancia do erro de truncamento do método.
Como critério de convergéncia, pode-se adotar no-
vamente um ou mais dos critérios (5.7a) ou (5.7b).

Para que se possa escrever uma rotina robusta,
portanto, seria necessario garantir as condicoes (1)
— (4). Contudo, nao ha como verificar numerica-
mente que as condicoes (2) e (3) estao sendo cum-
pridas para qualquer funcao f(z) apresentada a
rotina. Para compensar esta deficiéncia, uma es-
tratégia consiste em utilizar um algoritmo que mis-
tura os métodos de Newton-Raphson e da biseccao.
Sempre que a n + 1-ésima iteracao esteja dentro
do intervalo [a,}], realiza-se nova iteracdao usando

o método de Newton. Porém, se z,; estiver fora de [a,b] ou se |f (z,,4+1)| ndo estiver diminuindo
rapido o suficiente, calcula-se a proxima iteracio usando o método da biseccio. O programa 5.5
implementa justamente este tipo de algoritmo em Fortran.

Listing 5.4: Utiliza uma combinacio dos métodos de Newton-Raphson e da bisecgio para encontrar uma raiz

dentro do intervalo fornecido.

subroutine newton_bisec (f_dfdx, x1, x2,
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, half, two,

implicit none

errabs, errrel, ntol, raiz, iflag)

fdfabst

integer, intent(in) ntol

integer, intent (out) iflag

real (dp), intent(in) x1, x2, errabs, errrel
real (dp), intent(out) raiz

procedure (fdfabst) f dfdx

integer :: j

real (dp) df, dx, dxold, f, fh, fl, temp, xh, xl
call f dfdx(x1, fl1, df)

call f dfdx(x2, fh, df)

if (fl*fh > zero)then
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iflag= -2
return
end if
if (fl == zero) then
raiz= x1
iflag= 0
return
else if (fh == zero) then
raiz= x2
iflag= 0
return

else if (fl < zero) then
x1= x1 ; xh= x2
else
xh= x1 ; xl= x2
end if
raiz= half=(x1 + x2)
dxold= abs(x2 — x1)
dx= dxold
call f dfdx(raiz, f, df)
do j= 1, ntol
if (((raiz—=xh)=df-f)«((raiz—x1)+«df-f) >= zero &
.or. abs(twoxf) > abs(dxold+df) ) then
dxold= dx
dx= half=*(xh — x1)
raiz= x1 + dx
if (x1 == raiz) then
iflag= 0
return
end if
else
dxold= dx
dx= f/df
temp= raiz
raiz= raiz — dx
if (temp == raiz) then
iflag= 0
return
end if
end if
call f_dfdx(raiz, f, df)
if (abs(f) <= errabs) then
iflag= 0
return
end if
if (abs(dx) <= errrel*xabs(raiz)) then
iflag=1
return
end if
if (f < zero) then
xl=raiz
else
xh=raiz
end if
end do
iflag= -1
return
end subroutine newton_bisec
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Utilizando a rotina newton_bisec para encontrar a raiz x; de p3;(x) dentro do intervalo [1,2],
com errabs= 0, errrel= 107!° e ntol= 50, obteve-se as seguintes iteracoes:

wp = 1.50000000000000 wy = 1.32520039895091 wyg = 1.32471795724479
wy = 1.34782608695652 w3 = 1.32471817399905 ws = 1.32471795724475.

Pode-se notar que com somente 5 iteracoes, a aproximacao ws ja contém todas as casas decimais
corretas para uma variavel de dupla precisao.

5.3 RAIZES COMPLEXAS DE FUNCOES ANALITICAS

Os métodos discutidos até este momento permitem a obtencdo de uma raiz real isolada uma
vez que uma aproximacgao prévia da raiz ou outra informacido siao conhecidas. A informacao
prévia pode ser, por exemplo, o intervalo onde se sabe que um numero impar de raizes reside,
como no caso do método da bisecgao.

Estes métodos nao sao muito satisfatérios quando todos os zeros de uma funcao sao reque-
ridos ou quando boas aproximacodes iniciais nao estao disponiveis. Outra evidente limitacdo dos
métodos até agora apresentados consiste na obtencdo unicamente de raizes reais da funcao.
Muitos problemas em fisica, engenharia, matematica ou outro campo de ciéncias naturais e
exatas exigem o conhecimento também de raizes complexas de func¢des analiticas. Uma classe
muito util de funcdes onde todas estas limitacdes sdo evidentes é a dos polindémios, da qual
a funcao ps(z), apresentada em (5.2a) faz parte. Das trés raizes de ps(z), somente uma (z;)
é real, enquanto as outras duas (z; € z3) sdo complexas. Contudo, os métodos apresentados
possibilitaram somente a obtencao de ;.

Nesta secao, alguns métodos desenvolvidos para o calculo numérico de raizes complexas de
funcdes analiticas serdo abordados. Particular énfase sera concedida ao Método de Muller e
uma descricdo sucinta sera realizada acerca de métodos modernos que utilizam propriedades
matematicas oriundas da teoria de funcoes analiticas.

5.3.1 O METODO DE MULLER

Este método relativamente recente, desenvolvido inicialmente por D. E. Muller [27], tem sido
empregado em diversas aplicacdes distintas com bastante sucesso. Este método pode ser usado
para descobrir qualquer nimero pré-fixado de raizes, reais ou complexas, de uma funcao ana-
litica arbitraria. O método € iterativo, converge quase quadraticamente na vizinhanca de uma
raiz, ndo requer a forma analitica da derivada da funcao e obtém tanto raizes reais quanto
complexas, mesmo quando estas sdo multiplas.

Este método é global, no sentido de que o usuario nao necessita fornecer uma aproximacao
inicial. Nesta secao o método sera apresentado, omitindo qualquer discussao a respeito da sua
convergéncia, e uma rotina que possibilita a obtencao de raizes tanto reais quanto complexas
sera também incluida. O problema de encontrar as todas as raizes de um polinémio tera uma
atencao especial, uma vez que este problema surge com frequéncia em todos os ramos das
ciéncias naturais e exatas.

O método de Muller é uma extensdo do método da secante (secao 5.2.3). Para relembrar,
no método da secante sdo fornecidas duas aproximacées iniciais (z; e x;_1) para a solugio da
equacao f(x) = 0, sendo obtida uma terceira aproximacao (z;1+1) (Eq. 5.6). Esta aproximacao
consiste simplesmente na raiz da reta secante que passa pelos pontos {z;, f (z;)} e {z;—1, f (x;-1)}.

No método de Muller, sao fornecidos 3 pontos: {z;_o, f (z;—2)}, {xi—1, f(xi—1)} € {xy, f (z:)},
sendo a proxima aproximacdo a raiz, z;.;, obtida como uma raiz da pardbola que cruza os 3
pontos anteriores. Este método esta ilustrado na figura 5.6.

Para interpolar a parabola p(z):

p(zx) = ax® +bx +c

com a funcao f(x) nos trés pontos apresentados, basta determinar o valor das constantes a, b e
¢ de tal forma que p(z) corta f(z) nestes pontos, como apresentado na figura 5.6.
Uma maneira equivalente de escrever p(z) € a seguinte:

p(x) = f(z:) + flric, vl (v —2) + flrico, v, 2] (2 — 21) (2 — 24) (5.10a)
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y =fix)

Figura 5.6: O método de Muller. Par-
tindo de 3 pontos iniciais da Juncdo
f@): Azioe, f(@i2)}, {mior, f(zic1)} e
{zi, f (i)}, a pardbola p(xz) €é contruida,
sendo a préxima aprorimacdo para a raiz de
f(x) tomada como a raiz zi4+1 da pardbola
que mais se aproxima da raiz da funcdo.

y = plx)
sendo
x1) — f (@ Ty, 22| — f |0, T
f[a:o,xl]:f(l_) f (o) f o, 21, 9] = L0 T2 = w0 2]
T — Zo T2 — Zo
expressoOes particulares de
Ti,..- Tkl — flToy- ., Tl
f[xo}:f(xo)a f[moa"'axk]:f[l k] f[o i 1]7
T — X0
onde f [zo,...,2;] ¢ a k-ésima diferenca dividida de f(z) nos pontos z,...,z;. Pode-se verificar

facilmente que (5.10a) realmente interpola f(z) nos trés pontos escolhidos.
Uma vez que

2

(x—xi) (x—2) = (x—23)" + (m; —xi-1) (T — 24),

pode-se escrever p(z) também como
() = fa) 4+ ¢ (x—25) + f [mice, w1, @) (3 — 25)2, (5.10b)

onde
¢ = floim, @] + flrime, i1, @] (s — xio1)

A funcao p(x) apresentada em (5.10b) esta escrita na forma de um polindémio do 2° grau de
(x — x;). Buscando-se entdo uma raiz ¢ de p(x), tal que p (§) = 0, resulta

Ey — oy = —ci £\ —Af (i) f[wio2, wim1, 2]
' 2f [wi—2, xi—1, %] ’

a qual pode também ser escrita como

_ —2f ()
ci /2 —Af (z;) f[wimo, Ti1, 7]
Se o sinal de (5.11) for escolhido de tal forma que o denominador seja o maior possivel! e o valor

de ¢ resultante for tomado como a aproximacao z;,; da raiz de f(x), entdo a férmula do método
de Muller fica:

(5.11)

§+ — x5

2f (xi)
¢ £/ —Af (23) f[wico, wi1,2i]

onde, conforme mencionado, o sinal do denominador de (5.12) deve ser escolhido de forma
adequada.

iy = i — (5.12)

sto ¢é, de tal forma que nao possa ocorrer cancelamento, o que facilmente poderia gerar erros de arredondamento.
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Uma vez obtido z;,1, 0 processo € entao repetido utilizando-se z;_1, x; € z;11 em (5.12) para
se obter z;.2 € assim consecutivamente. Se os zeros obtidos a partir de (5.12) forem reais, entao
a situacdo é ilustrada graficamente pela figura 5.6. Contudo, as raizes podem ser complexas
mesmo que as aproximacdes iniciais sejam reais, bastando para isso que

C? — 4f (ml) f [1'7;,2, Ti—1, LL‘Z] < 0.

Isto significa que mesmo que a raiz procurada seja real, aproximacodes intermediarias podem ser
complexas. Porém, a medida que as iteracoes se aproximam da raiz real, a parte imaginaria de
z;+1 tende a zero.

O algoritmo 5.3 apresenta a implementacao do método de Muller.

Algoritmo 5.3 Implementacdo numérica do método de Muller.

Dados: z_5, z_; € zg, trés aproximacoées iniciais para a raiz £ de f(z) € ny.x: nNimero maximo
de iteracgoes.
Calcule: f(z_2). f(z-1) e f (o)
ho =29 —z_1;hoy=2_1 — 2>
flz—1,20] = [f (z0) — f (x-1)] /ho
fle—g, ] =[f (x-1) — f(z-2)] /h—1
Para i = 0 : n,,., faca
flrico,wimy, 2] = (f [wic1, 2] — fwim2, xiz1]) / (hi + hi—1)
ci = flricr,mi] + hif [Ti—2, wi—1, 2]
hiv1==2f(z;)/ {Ci + \/012 —4f (x;) f [:vi,xi,l,xi,g]} > (Escolha o sinal adequado)
Tit1 = 5 + hipr
Calcule f (z;41).
Se |f (zi+1)] < €1 (Erro absoluto) ou |z, 11 — z;| < €2 |z;41] (Erro relativo) entao
Sai laco > (Retorna ultimo valor obtido para x;11)
Senao
fliswiva] = [f (@it1) — £ (@3)] /hisa
Fim Se
Fim Laco

O programa 5.5 implementa o método de Muller, conforme delineado no algoritmo 5.3, em
uma sub-rotina em Fortran. O método de Muller encontra uma raiz de cada vez. Para encontrar
mais de uma raiz e evitar que as iteragoes venham a convergir para valores previamente en-
contrados, o programa 5.5 possui uma sub-rotina interna que implementa a técnica conhecida
como deflacdo. Se, por exemplo, uma raiz &; foi previamente obtida, a rotina calcula o préximo
zero nao a partir da funcao f(z) original, mas a partir da funcao deflacionada ou reduzida

f(2)
x*fl.

Desta forma, se a raiz ; for unica, lim,_,¢, f1(z) = 1 € o método devera convergir para uma raiz
& distinta. Pode acontecer de & = &; se esta raiz for dupla. contudo, a funcédo sera novamente

fi(x) =

reduzida para cada nova raiz encontrada. Assim, se os zeros &1, &, ..., & foram previamente
obtidos, o préximo zero sera obtido a partir da funcao reduzida
f(x)
fr(z) =

(x—&) (@ —&) - (x—=&)

Listing 5.5: Implementacio do método de Muller em Fortran.
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subroutine muller (fn, nnov, nprev, maxit, errabs, &
errrel, czeros, fator, fnreal, iterac)
use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, zero, half, one, two, &
four, ten, z0, fzabst
implicit none

logical, optional, intent(in) :: fnreal

integer, intent(in) :: nnov, nprev, maxit
integer, dimension(nnov), optional, intent(out) 1. iterac

real (dp), intent(in) :: errabs, errrel
real (dp), optional, intent(in) .. fator

complex (dp), dimension(nnov+nprev), intent(inout) :: czeros

procedure (fzabst) :: fn

logical :: tes_maxit, tes_g_mxit, tes_real, tes_iter

integer i ntot, i, n_it

real (dp) :: epsl, eps2, teste, h_ini= 0.1_dp, tinyl= tiny (one)

real (dp), parameter :: bigl= huge(one)

complex (dp), parameter :: z1010=(0.1_dp,zero), z2=(two,zero), z4=(four,zero)
complex(dp) :: c, den, divdfl, divdf2, dvdflp, fzr, z_inc, zrprev
complex(dp) :: fzrdfl, fzrprv, h, hprev, czero, sqr, him2, himl

if (nnov < 1)then
prints, °O argumento nnov deve ser >= 1.’
stop

end if

tes_real= .false. ; tes_iter= .false. ; tes_g_mxit= .false.
if (present(fnreal)) tes_real= fnreal

if (present(fator)) h_ini= fator+h_ini

if (present(iterac))tes_iter= .true.

if (bigl#tinyl < one)tinyl= one/bigl

epsl = max(errrel, tensepsilon (one))

eps2 max(errabs, tenxtinyl)

ntot= nnov + nprev

l_roots: do i = nprev + 1, ntot
n_it = 0
tes_maxit= .false.

czero = czeros (i)
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h = z1ol0*cmplx(h_ini, dp)
if (abs(czero) > h_ini) h= zlolO=xczero

him2= h
call dflac(czero, him2, i, fzr, dvdflp)
himl= —h

call dflac(czero, himl, i, fzr, fzrprv)
hprev = himl — him2
zrprev= czero + himl
dvdflp = (fzrprv — dvdflp)/hprev
1 iter: do
1 _div: do
z_inc= z0
call dflac(czero, z_inc, i, fzr, fzrdfl)
czero= czero + z_inc
if (tes_maxit)then
tes_g_mxit= .true.
exit 1_iter
end if
h= czero — zrprev

if (max(abs(fzr),abs(fzrdfl)) < eps2)exit 1_iter

teste= abs(h) — epslx*abs(czero)
if (teste < zero)exit 1_iter

if (abs(fzrdfl) < ten=abs(fzrprv))exit 1_div
h = cmplx(half, dp)=*h
czero = czero — h

end do 1_div

divdfl = (fzrdfl — fzrprv)/h

divdf2 (divdfl — dvdflp)/(h + hprev)

hprev = h ; zrprev = czero

dvdflp = divdfl

c = divdfl + hsdivdf2

sqr = c*c — z4*fzrdfl+divdf2

if (tes_real .and. (real(sqr) < zero)) sqr = z0
sqr = sqrt(sqr)

teste= sign(one, real(c)*real(sqr)+aimag(c)*aimag(sqr))
den = ¢ + cmplx(teste, dp)*sqr

h = —z2+«fzrdfl/den

fzrprv = fzrdfl

czero = czero + h
end do 1_iter
czeros(i) = czero

if (tes_iter)iterac (i — nprev)= n_it

end do 1 roots

if (tes_g_mxit) print*, 'Método nao convergiu em’, maxit, &
‘passos para 1 ou mais raizes.’

return
CONTAINS
subroutine dflac(zero, z inc, i, fzero, fzrdfl)
integer, intent(in) i
complex (dp), intent(in) 1. Zero
complex (dp), intent(out) :: fzero, fzrdfl
complex (dp), intent(inout) :: z_inc
logical :: t_den= .true.
integer ]
real (dp), dimension(2) :: v_sft
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complex(dp) :: root, den
l_den: do
if (n_it == maxit)then
tes_maxit= .true.
return
end if
n_it = n_it + 1

root= zero + z_inc
fzero = fn(root)
fzrdfl = fzero
l_deflac: do j = 2, i
den = root — czeros(j—1)

if ((abs(den) < tinyl) .or. &
(bigl*min(abs(den),one) <= abs(fzrdfl))) then

call random_number(v_sft)
v_sft= tenx*(v_sft — half)*epsl
z_inc= z_inc + cmplx(v_sft (1), v_sft(2), dp)
t_den= .false.
exit 1 _deflac
else
fzrdfl = fzrdfl/den
t_den= .true.
end if
end do 1 _deflac
if (t_den) exit 1_den
end do 1_den
return
end subroutine dflac
end subroutine muller

Usando a rotina muller para encontrar as trés raizes de p;(z), dadas em (5.2b-d), obteve-se
os seguintes resultados.

® Com errabs= 0 e errrel= 0.1d0, os resultados sao:

xl = (—0.662461653676260, —0.562201573489122)
x2 = (—0.662358990777978, 0.562279503661044)
x3 = (1.32471793173699, —6.241718792293410F — 008)

com erros relativos respectivamente iguais a

1.483654014681657F — 004, 1.700701981827868E — 008, 5.089998023306140E — 008

e Com errabs= 0 e errrel= 1.0d-5, os resultados sao:

x1 = (—0.662358978622395, —0.562279512062290)
x2 = (—0.662358978622373,0.562279512062301)
x3 = (1.32471795724475,9.491574411619214F — 027)

com erros relativos iguais a

2.878544463935637E — 014, 0.000000000000000E + 000, 7.164977540849939F — 027

* Com errabs= 0 e errrel= 1.0d-8, os resultados sao:

xl = (—0.662358978622373, —0.562279512062301)
x2 = (—0.662358978622373, 0.562279512062301)
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x3 = (1.32471795724475, 8.128422767397306 E — 027)
com erros relativos iguais a

0.000000000000000E + 000, 0.000000000000000E + 000, 6.135964808919362F — 027

Ou seja, observa-se que o método rapidamente converge para os valores exatos das raizes.
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PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

7.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serao discutidos alguns métodos de solucdo numeérica de Equacdes Diferenci-
ais Ordinarias (ODE) que fazem parte de Problemas de Valor Inicial (PVI).

Em ciéncias exatas ou naturais, grande parte dos problemas existentes sao descritos por
equacodes diferenciais, cujas solucgdes gerais devem ser particularizadas por condic¢ées iniciais
e/ou condi¢des de contorno. Quando ocorrem somente as primeiras, diz-se que o problema é de
valor inicial.

Um problema de valor inicial pode ser definido da seguinte forma. Sendo = > z, um parametro
que varia de forma independente no problema e y(z) uma funcao da variavel z, a funcao y(z)
sera determinada, em um problema de valor inicial, a partir da solucao da equacao diferencial
ordinaria de ordem n

F (4 @),y V@), ..y (@), y(@),2) = fla), (7.1a)
juntamente com as condic¢des iniciais
90 (y(@0) . (@) -,y " (20)) = ao (7.1b)
g1 (y(@0),y' (0), 3" D (@) = @ (7.10)
In—1 (y (z0) ¥/ (w0) ...,y Y (Jro)> = ap-1, (7.1d)
sendo F (---) um funcional qualquer de y(x) e suas derivadas até a ordem n, f(z) uma funcao
de 2, go(---),...,gn_1 (---) funcionais das condicées iniciais y (zo),...,y" Y (z0) € ag,...,an_1
constantes. Em problemas realisticos na fisica, geralmente os funcionais g, . .., g,—1 sdo lineares
em {y (z0),...,y" Y (20)} mas o funcional F' pode ser nao linear em {y(z),...,y"™ (z)}.

7.2 EQUACOES DE DIFERENCAS FINITAS LINEARES

A solucdo numeérica do problema (7.1) envolve a discretizacdo da ODE, ou seja, a transfor-
macao da equacao diferencial em uma equacao de diferencas finitas. Para exemplificar, pode-se
considerar o PVI linear

vy o= v (7.2a)
y(xzo) = ao, (7.2b)

cuja solucéo é y(x) = ape® %, Para discretizar este PVI de uma forma trivial, considera-se a
definicdo de uma derivada e omite-se o simbolo de limite:

J () — Y (z + h}z - y(w)’

sendo & um pequeno incremento em z. Desta forma, é possivel afirmar que a solucdo no ponto
x + h € obtida a partir do conhecimento da solucao em x através de

y(x+h) =1+ h)yx).
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116 7.2. Equacdes de diferencas finitas lineares

Partindo-se entdo do valor inicial yy = ag, obtem-se y; = y(z+ h)=(14+ h)yo=(1+ h)ag, y2 =
y(x+2h) = (1+h)y1 = (1+h)*ao, etc. Por inducio, pode-se deduzir que y, = (1+h)"ao. Es-
crevendo agora o n-ésimo valor de z como z,, = z¢y + nh € chamando z,, = = e y,, = y, temos

T — X0
h:

. Portanto, y = (1 + - :130> ag.
n

Empregando agora a identidade

lim (1 + E)n =€,

n—oo n
resulta que a solucao discretizada do PVI (7.2), quando n — oo, reduz-se a y = ape* ?°, a qual
€ justamente a sua solucao. Contudo, neste limite o resultado devera estar bastante contami-
nado pela propagacao de erros de arredondamento; além disso, deseja-se buscar métodos que
fornecam resultados mais acurados ja para as primeiras iteracoes.

Alguns exemplos de equacdes de diferencas finitas e suas solugodes sao

Yntl — Yn =1 = Yn =N +c
n(n—1)

Yn+1 = Yn =1 — yn:T+C

Ynt1—(n+ 1)y, =0 = Yn = cn!

Vamos considerar com algum detalhe uma equacao de diferencas finitas linear de ordem N
com coeficientes constantes

Yn+N + AN 1YntN—1 + -+ + @1Ynt1 + aoyn = 0. (7.3)

Esta equacao deve possuir N solucées linearmente independentes, as quais sao da forma y, =
8", Vn, sendo § uma constante. Substituindo esta solucdo em (7.3) resulta

BN fan_1 BN b g BT 4 a8 = 0.
Dividindo-se por 8", resulta a equacdo caracteristica
BY +an_ BN+ FaiB+ap =0, (7.4)

a qual fornece as raizes de um polinémio de grau N. Assumindo que todas as raizes /1, fa, ...,
BN sao distintas, a solucao geral de (7.3) pode ser finalmente escrita como

Yn = 1By + s+ +enfy, n=0,1,2,....

Se os valores de y, n = 0,..., N — 1 forem dados, estes, juntamente com (7.3), formam um
problema de valor inicial de diferencas finitas, o qual pode ser resolvido explicitamente re-
sultando na solucao particular para y,,.

Como um exemplo, a equacao de diferencas

Yn+3 = 2Yn+2 — Ynt1 +2yn =0

possui a equacao caracteristica

B -2 - B+2=0,
cujas raizes sao f; = 1, f2 = —1 e f3 = 2. Portanto, a solucéo geral é

Yn = Clln + co (_1)n + 032n.

Sendo agora dados yo =0, y1 =1 e y» = 1, entdo

Yo=c1+ecates =0

yp=c1—cat2c3=1

Yya=c1+cat+4deg =1

o qual forma um sistema linear nas constantes, cuja solugao € ¢; = 0, c; = —1/3 € ¢c3 = /3.
Portanto, a solucao particular é
1 (—1)" + 2"
Yn = 3 3

Se alguma das raizes da equacao caracteristica (7.4) for dupla (8;, por exemplo), entdo uma
segunda solucdo da mesma € nf57. No mesmo espirito, se algum par de raizes de (7.4) forem
complexo conjugadas (5, = 85, por exemplo), entao estas podem ser escritas na sua forma polar
e ¢101 + 282 pode ser reescrita na forma r” (Cy cosnf + Cs sennf), onde r = || e § = arg ;.

As propriedades das equacodes de diferencas finitas consideradas nesta secao serao tuteis para
os métodos desenvolvidos no restante deste capitulo.
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7.3 INTEGRACAO NUMERICA POR SERIE DE TAYLOR

Considerando-se inicialmente um PVI de primeira ordem na forma

y = f(z,y) (7.5a)
y(zo) = yo. (7.5b)

A funcao f (z,y) pode ser linear ou nao linear em y, mas é assumido que esta é diferenciavel em
qualquer ordem em z e y. Se 0f/dy for continua no dominio de interesse, entdo a solucao de
(7.5) é tnica.

Sendo entdo y(x) a solucéo exata de (7.5), pode-se desenvolver y(x) em uma série de Taylor
em torno do ponto z = xg:

y(2) = o + (& — 20) ' (20) + = (& — 20)? 4" (z0) + -+ . (7.6)

2!
O valor de yy € suposto dado, mas as derivadas na série acima nao sdo conhecidas uma vez que
y(x) € desconhecido. Contudo, dada a hipétese de f (z,y) ser diferenciavel, as derivadas de (7.6)
podem ser obtidas tomando-se a derivada total de (7.5a) em relacao a x, lembrando sempre que
y € funcao de z. Assim, obtem-se para as primeiras derivadas:

y=f

1! d /

Y zé = fo+ fyy
=fot+ fyf

d2
R A R N W R A
= frz + Qfxyf + fyyf2 + fyfm + fgf

Continuando desta maneira, pode-se expressar qualquer derivada de y em termos de f (z,y) e
suas derivadas parciais. Contudo, para derivadas de mais alta ordem a expressao resultante
torna-se cada vez mais extensa.

Por razdes praticas, portanto, deve-se limitar o niumero de termos em (7.6) a um valor pe-
queno e esta limitacao restringe o valor de = para o qual a série (7.6) truncada resulta em um
valor para y(x) razoavelmente acurado. Assumindo que a série (7.6) truncada fornece uma boa
aproximacao para um passo de comprimento 4, isto é, x — xg = h, pode-se calcular y em z( + h,
recalcular suas derivadas ¥/, y”, etc, em x = x¢ + h e entdao usar (7.6) novamente para calcular
y em xo + 2h; e assim sucessivamente. Prosseguindo desta maneira, obtem-se uma conjunto
discreto de valores {y,} que sdo aproximacdes da solucdo correta nos pontos z, = zg + nh
(n=0,1,2,...). No restante deste capitulo, a solucao exata de (7.5) no ponto z, sera denotada
por y (z,), enquanto que a solucdo aproximada sera denotada por y;,.

Para formalizar este procedimento, introduz-se o operador

h h2 WL
Tlc (l‘,y) :f(xay>+gf/(xay)—"_?f”(xvy)—’—+Tf(k_1) (l‘,y), k= 1a27-~-a (77)

onde ) (z,y) denota a j-ésima derivada total de f (x,y) com relacio a z. Assim, truncando-se a
série (7.6) até o k-ésimo termo, pode-se escrever:

y(xo + h) ~ yo + h {T (z0,y (x0)) } - (7.8a)

O erro local cometido ao se tormar o passo de z, para z,4; utilizando o método de Taylor na
ordem k, é fornecido pelo préximo termo da série de Taylor truncada:

hk+1
(k+1)!

hk
(k+1)!

y(k+1) (€) = f(k) (g,y(f)), Ty < &< xp+h. (7.8b)

Neste caso, diz-se que o algoritmo de Taylor € de ordem k. O algoritmo 7.1 implementa o método
de Taylor.
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Algoritmo 7.1 Algoritmo de Taylor de ordem k.
Para encontrar uma solucao aproximada do PVI

yl = f(xay)
y(a) = o

sobre o intervalo [a, b]:

1. Escolha um passo h = (b —a) /N. Defina
T, =a-+nh, n=0,1,...,N.
2. Obtenha as aproximacoes y,, de y (z,,) a partir da férmula de recorréncia
Ynt+1 = Yn + W1k (Xn,yn), n=0,1,...,N — 1,

onde T}, (x,,y,) esta definido em (7.7).

7.3.1 O METODO DE EULER

Arbitrando k£ = 1 em (7.8a,b), obtem-se o método de Euler e o seu erro local. Seguindo a
representacao apresentada no algoritmo 7.1, a férmula para o método de Euler fica:

Ynt+l = Yn+ f (:En; yn) y (79&)
1
E = ifl (:I:nayn) h2, Ty <€ < Tn+1- (7.9b)

Para este método, existe uma outra estimativa de erro que pode ser denominada de erro global
ou erro de convergéncia. Trata-se de um limite superior no erro cometido ao se utilizar repetidas
vezes este método com um passo fixo h, variando z entre z, e algum limite superior x = b. Sendo
T, = To + nh, este erro € mensurado como

€n =Y (l‘") — Yn,

isto €, o erro realizado no processo de discretizacdo empregado pelo método de Euler. Nesta
definicao, y,, € o valor aproximado dado pelo método de Euler (Eq. 7.9a), enquanto que y (z,) €
a solucao exata do PVI no ponto z,,. Uma estimativa maxima para ¢, € dada pelo Teorema 7.1
abaixo.

Teorema 7.1. Seja y, a solucdao aproximada de (7.5) obtida pelo Método de Euler (7.9). Se a
solugdo exata de (7.5), y = y(z), possui sua derivada segunda continua no intervalo [z(,b] e se
neste intervalo as inegualdades

|fy (x,9)| < L, ly"(z)] <Y

sao satisfeitas para certas constantes positivas L e Y, o erro de convergéncia e,, = y (z,,) — y, do
Meétodo de Euler no ponto z,, = x¢ + nh tem seu valor mdximo dado por

hY

len| < By [e(mn_wo)L —1].

O teorema 7.1 mostra que o erro é O(h), isto €, e, — 0 proporcionalmente a h se z = xz,, €
mantido fixo. Por outro lado, para um h fixo, o erro aumenta na ordem e** quando z = z,, se
afasta de xzg.

7.4 O METODO DE RUNGE-KUTTA

O Método de Euler ndo € muito util para a solu¢ao de problemas que demandam uma maior
acuracia; a sua utilidade surge quando o programador necessita ter somente uma idéia da
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yix)
Figura 7.1: Método do ponto médio ou

@ Método de Runge-Kutta de segunda or-
dem. Acurdcia em segunda ordem é ob-
O,-:’__-.-ﬂ‘f? -------- ® tida usando a derivada mo inicio do inter-

@ /-—'"' @ @ valo para encontrar uma solucdo interme-

didria no ponto médio do intervalo e, en-
tdo, usando a derivada mo ponto médio ao
longo de todo o intervalo.

ordem de grandeza e da tendéncia da solucao de (7.5). Por outro lado, o algoritmo de Taylor (7.1)
para uma ordem k alta é também impraticavel, pois necessita do conhecimento das derivadas
de ordem k — 1 de f (z,y).

O Método de Runge-Kutta foi desenvolvido com o intuito de obter maior acuracia que o Método
de Euler e, ao mesmo tempo, evitar a necessidade de se conhecer derivadas de ordens altas. Para
tanto, o método faz uso da estratégia de calcular os valores de f (z,y) em pontos intermediarios
para cada passo da integracao de (7.5).

A deficiéncia no Método de Euler se deve ao fato de que a férmula (7.9a) avancga a solucao
por um intervalo h usando somente informacées somente no inicio do intervalo, isto é, no ponto
x = z,. O método nao utiliza nenhuma outra informacao sobre a variacdo de f (z,y) no intervalo
[Zn, Znt1]- O mesmo pode ser dito do algoritmo de Taylor em qualquer ordem.

7.4.1 O METODO DE RUNGE-KUTTA DE SEGUNDA ORDEM OU O
METODO DO PONTO MEDIO

Numa tentativa de remediar esta deficiéncia, pode-se realizar primeiramente um passo tenta-
tivo até o ponto médio no intervalo [z,,, x,+1] € entao utilizar os valores de x e y neste ponto médio
para computar o passo real ao longo de todo o intervalo de comprimento h. Esta sequéncia de
2 passos intermediarios para um passo completo € quantitativamente descrito pelo sistema de
equacoes

kl = hf (wnvyn)
ky = hf (»Ln + h/Qa Yn + k’1/2)
Ynt1 = Yn+hka+O (hg) .

Como indicado no termo de erro, o uso do ponto médio torna o método acurado em segunda
ordem. A figura 7.1 ilustra a aplicacdo deste método. Ja o algoritmo 7.2 mostra como este
método pode ser implementado em um programa de computador.

O erro local do Método de Runge-Kutta de ordem 2 € O (h3) ao passo que o erro local do
Método de Euler € O (hQ). Isto significa que € possivel usar um passo h com o primeiro método
para se obter a mesma acuracia do segundo. O preco que se paga € que para cada passo h o
funcional f (x,y) é calculado 2 vezes, no inicio e no ponto médio do intervalo. Expressoes com
erros ainda menores podem ser obtidos utilizando-se informacdes de derivadas de ordens mais
altas no ponto médio. Contudo, em vez de se utilizar esta complicacdo adicional, o uso pratico
recomenda o emprego do Método de Runge-Kutta de ordem 4 (secao 7.4.2).

7.4.2 O METODO DE RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

Talvez o método mais empregado para a solucao de PVI's, o Método de Runge-Kutta de quarta
ordem faz uso das informacodes fornecidas por f (z,y) em 3 pontos (ou férmulas) intermediarios
antes de calcular a aproximacao para ;1.

Sem demonstracao, as formulas envolvidas neste método sao:

ka = hf(xn,+ /2,9, + *1/2) (7.10b)
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Vo Figura 7.2: Método de Runge-Kutta de

o 4l quarta ordem. Em cada passo a derivada

L 2 é calculada 4 vezes: uma vez no ponto ini-

“““'-. cial, duas vezes no ponto médio e uma vez

T no ponto final. Destas derivadas o valor

\2\ ‘L‘*‘__‘_ final da solucio do PVI é calculado.
i “"x,,_k,"*‘u+l
4 -‘-"—u
ks = hf(zp+/2,yn + k2/2) (7.10¢)
1

Y1 = Yot (k1 + 2ks + 2ks + kg) + O (B°) . (7.10e)

O método de ordem 4 requer 4 calculos de f (z,y) por passo h. Isto significa que este método
deve ser superior que o método de ordem 2 se o valor de h neste caso puder ser, pelo menos,
2 vezes maior que o valor para o método de ordem 2, para se obter a mesma acuracia. Caso
contrario, € melhor usar o algoritmo 7.2 ou algum outro método de solucao de um PVI. A figura
7.2 ilustra a aplicacdo do método e o algoritmo 7.3 mostra a sua implementacao.

7.5 SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

As formulas (7.10a-e) para a aplicacdo do Método de Runge-Kutta de quarta ordem supde
a existéncia de um PVI simples do tipo (7.5) o qual consiste em uma equacdo diferencial de
primeira ordem (linear ou nao linear) com uma condicao inicial simples. Contudo, grande parte
dos problemas que surgem em ciéncias exatas e naturais envolvem PVI's compostos por uma
ou mais equacoes diferenciais de segunda ordem ou ordens mais altas, com um correspondente
numero de condicoes iniciais. Desejamos entao estender o método apresentado na secao 7.4.2
(ou qualquer outro) para esta situacdao mais geral.

Para exemplificar a generalizacdo do método, vamos considerar o caso de uma ODE de ordem
N com N condicdes iniciais. A extensdo para o caso onde ha mais de uma equacdo diferen-
cial, inclusive de diferentes ordens, segue diretamente do exemplo apresentado. O PVI a ser

Algoritmo 7.2 O Método de Runge-Kutta de ordem 2.
Dado o PVI

v =f(x,y), y(xo)= o,

aproximacoées vy, para y (z,), sendo z,, = xo + nh para um passo h fixoen =0,1,..., sdo obtidas
usando-se a seguinte sequéncia de passos:

1. Calcule k; dado por
kl = hf (xnu yn) .

2. A partir de k1, calcule k, dado por
ko =hf |z, + Lyt 2k
2 — It Tn 2 Ly Yn 2 1 .

3. A partir de ks, calcule a solucéao y,,+; dada por

Yn+1 = Yn + ka.
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Algoritmo 7.3 O Método de Runge-Kutta de ordem 4.
Dado o PVI

Y = f(z,9), y(xo) = yo,

aproximacoées y, para y (z,), sendo z,, = xo + nh para um passo h fixo e n = 0,1,..., sdo obtidas
usando-se a seguinte sequéncia de passos:

1. Calcule k; dado por
kl = hf ($n7 yn> .

2. A partir de k1, calcule k, dado por
ky = hf + lh + 1l<:
2 — Ln ) yYn 2 1]-
3. A partir de ko, calcule k35 dado por
ks =hf | xn+ 1h + 1k
3 — n 2 yYn 2 2 -

4. A partir de k3, calcule k4 dado por
ky=hf (l'n +h,yn + kS) .

5. A partir de kq, ko, ks € k4, calcule a aproximacéao y,; dada por

1
Yn+l = Yn + 6 (kl + 2ko + 2k3 + k4) .

considerado pode ser escrito a partir de (7.1) como

y(N) = f (IJJ(I’),Z/(I), e 7y(N71)(1,)) ) (711&)

juntamente com as condic¢des iniciais

90 (v (@) ¥/ (@0) -,y (@) = ao (7.11b)

g1 <y (‘LO) >y/ (xO) goee 7y(N71) (10)> = a1 (71 1C)
(7.11d)

gN-1 (y (o), 9 (z0) ...,y MY (Sfo)) = an-1. (7.11e)

Definindo inicialmente y; (z) = y(z), podemos escrever:

Y1 (x) = y2() (7.12a)
ys(2) = ya(z) (7.12b)
Y3 () = ya(z) (7.12¢)
yn—1(z) = yn (@), (7.12d)
finalmente, fazendo uso de (7.11a),
y;\/’(x) :f(xvyl(x)ayQ(x)7 71/N(I))7 (7126)

com as condicodes iniciais (7.11b-e) escritas

g0 (Y1 (%0) ,y2 (%0) ..., yn (x0)) = ao (7.121)
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g1 (y1 (z0) ,y2 (x0) 5. - ., Y~ (20)) a (7.12g)

gn—1 (W1 (z0) 92 (x0) ..., yn (20)) = an-—1. (7.12h)

Ou seja, ao invés procurarmos uma forma do método de Runge-Kutta para resolver 1 ODE de
ordem N, o que iremos fazer é resolver N equacoes de ordem 1.

Quando o PVI for composto por mais de uma ODE de diferentes ordens, busca-se reduzir este
sistema sempre a um sistema de primeira ordem. Neste caso, ao invés de somente uma equacao
de primeira ordem do tipo (7.12e), teremos um sistema de N equacées do tipo:

v = fi(zynye, un) (7.13a)
yé = f2 (I7y13y27”' 5yn) (713b)
y?\/‘ = fN (a:7y1vy27"' ’Z/n)7 (7130)

onde neste sistema ja estdo incluidas as equacées auxiliares (7.12a—-d). E muitas vezes conveni-
ente pensar este sistema na forma vetorial,

Yy =f(z,y), (7.13d)

onde y e f sdo vetores com N componentes cada.

A subrotina rk4 (programa 7.1) implementa o Método de Runge-Kutta de quarta ordem, dado
pelo algoritmo 7.3, em Fortran. Nota-se que a subrotina resolve um sistema de EDO’s de pri-
meira ordem do tipo (7.13a-c) ou (7.13d). O programador deve fornecer a subrotina o valor
da variavel independente x, o valor do passo h e, no vetor y, os valores das solug¢des no ponto
x. A rotina retorna com a solucao numeérica do sistema de EDO’s no vetor ysai, o qual pode
ser o proprio vetor y, no ponto x + h posterior. A subrotina nao atualiza o valor da variavel
independente.

Exemplo 7.1. Movimento harmoénico amortecido. Suponhamos um corpo de massa m pen-
durado do teto por uma mola que exerce uma forca restauradora fr = —ky, oscilando sob a acao
da gravidade, mas imerso em um fluido viscoso tal que a forca de resisténcia a passagem do
corpo seja proporcional ao quadrado da velocidade do mesmo, f,, = Cv?. Este problema pode ser
escrito na forma de um PVI como:

. k c. ..
j=-9-—y——ylyl,
m m
y(0) =yo, 9(0) = vo.
Definindo y1(¢) = y(t) e 91(t) = y2(t), o PVI pode ser escrito a partir de (7.12) como:
Y1 =Y
. k C
Y2 =—9— —y1— —y21y2l,
m m
y1(0) = yo, y2(0) = vo,

ou seja, em vez de resolvermos 1 equacao de 22 ordem, vamos resolver 2 equacdes de 12 ordem.
Resultados deste PVI sao mostrados em ambos os painéis da figura 7.3, os quais mostram a
evolucao temporal da posicao (y(t)) e da velocidade (v(t)) do oscilador harménico. Quando C # 0
pode-se observar claramente o amortecimento na oscilacdo. O programa que gerou os dados
para os graficos da figura 7.3 pode ser obtido em https://professor.ufrgs.br/rgaelzer/pages/
comp-phys.
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Listing 7.1: Resolve um Problema de Valor Inicial usando o Método de Runge-Kutta de quarta ordem.

subroutine rk4(x, y, h, ysai, derivs)

use Metodos_Computacionais_Fisica, only: dp, half, two, six, &
vidfabst, verifica_tamanhos

implicit none

real (dp), intent(in) 0 X, h
real (dp), dimension(:), intent(in) :: y

real (dp), dimension(:), intent(out) :: ysai
procedure (vidfabst) ;. derivs

real (dp) :: h6, hh, xh

real (dp), dimension(size(y)) :: dydx, dym, dyt, yt
call verifica_tamanhos ([ size (y), size (ysai)], 'rk4’)
hh= hxhalf ; h6= h/six

call derivs (x,y,dydx)

xh= x + hh

yt= y + hh+dydx

call derivs(xh,yt, dyt)

yt= y + hh=xdyt

call derivs(xh,yt,dym)

yt=y + hxdym

dym= dyt + dym

call derivs(x+h,yt,dyt)

ysai= y + h6#(dydx + dyt + twoxdym)

return

end subroutine rk4
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I N ]
C/m= 0.00
=0.057
=010
=0.50

-15+

| |
-20
0

o
t(s) t(s)

Figura 7.3: Solug¢des muméricas do PVI do exemplo 7.1 utilizando a rotina rk4. Esquerda: y(t) x t. Direita:
v(t) X t.
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OUTROS METODOS

Neste capitulo serdo abordados alguns métodos computacionais que sao uteis em diversas
aplicacgdes distintas, mas que ndo se enquadram nos assuntos discutidos nos capitulos anteri-
ores.

CLASSIFICACAO (sorting)

Em muitas situacodes, o programador esta de posse de um conjunto de objetos de dados que
nao possui uma organizacdo ou ordenamento evidente. Neste caso, com frequéncia € necessario
ou desejavel organizar esses dados a partir de algum critério definido. Por exemplo, dado um
vetor contendo quantidades numéricas que se distribuem de forma aleatéria ou de uma forma
nao pré-determinada ao longo do vetor, deseja-se entao organizar esses dados em ordem cres-
cente ou decrescente. Este processo de organizacao de objetos de dados de acordo com algum
critério é denominado classificacao (sorting).

Existem diversos algoritmos para implementar sorting. Dado um conjunto de N objetos de
dados, os algoritmos mais eficientes que realizam sorting irdo demandar um nimero maximo
da ordem de N log, N operacdes de ponto flutuante para realizar a classificacdo dos dados. Dois
dos algoritmos mais eficientes conhecidos sdo o quicksort e o heapsort. Aqui sera discutido o
algoritmo de inserc¢do direta (straight insertion), o qual é o mais simples de ser implementado,
mas pode demandar até N? operacoes para a sua realizacio.

INSERCAO DIRETA (straight insertion)

O algoritmo de insercao direta, como mencionado, pode demandar até N? operacoes para
realizar o sorting, mas, em compensacao, € o mais simples de ser implementado.

Imagine um baralho de cartas embaralhadas. Para organizar as cartas em ordem crescente,
por exemplo, primeiro organiza-se as mesmas em uma linha; entao compara-se a segunda com
a primeira e organiza-se as mesmas na ordem escolhida. Depois compara-se a terceira com
as duas primeiras e realiza-se novamente a organizacido entre as trés. Este processo € entao
repetido até o final do baralho.

A figura 8.1 exemplifica a aplicacdo do algoritmo para um vetor contendo ntumeros inteiros
positivos. Neste exemplo, um conjunto de 7 nuimeros inteiros necessitou de um total de 11
permutacoes para a classificacdo, mas poderiam ser necessarias até 72 = 49 permutacoes.

O algoritmo 8.1 apresenta uma implementacido da insercdo direta para organizar um vetor
em ordem crescente. Os dados sdo de algum tipo numérico ou de algum outro tipo para o qual
possam ser definidas as expressoes relacionais.! O algoritmo permite a classificacio de uma
secao do vetor ou do vetor inteiro, sendo que inf (A) e sup (A) sdo, respectivamente, os limites
inferior e superior do vetor A.

A sub-rotina sort_pick (programa 8.1) implementa o algoritmo 8.1 em Fortran para classificar
todo o vetor real arr em ordem crescente. Na saida, o vetor € retornado a unidade invocadora
com os elementos de arr classificados.

Isto €, para o qual expressdes como a > b (a,b € A) facam sentido.
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151 D 38 38 38 D 27 27 27
2| 38 510 [51) [514 38 |38 38
3| 89 89 | |89 D 75 |5t D 44 44
4| 75 75 75 89 9 8 51 |- |51
5| 27 27 27 27 89 9 75 D 68
6| 44 44 44 44 44 89 ) |75
7| 68 68 68 68 68 68 89

=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 done

Figura 8.1: Aplicacio do algoritmo de insercdo direta para organizar um vetor de mimeros inteiros em ordem
crescente.

Algoritmo 8.1 Método da insercao direta para classificar um vetor de nimeros em ordem cres-
cente.
Entrada: Vetor A; inteiros p e r, tais que inf (4) < p < r < sup (4).
Saida: Vetor A, com os elementos da secdo A (p: r) classificados. Os demais elementos de A
nao sao alterados.
Parai=p+1,p+2,...,r faca
temp = A (i)
j=i
Enquanto que (j >pe A(j — 1) > temp) faca
A =AG-1)

J=J-1
Fim
A(j) = temp
Fim Laco

Listing 8.1: Sub-rotina sort_pick: recebe como entrada um vetor Teal arr e usa inser¢io direta para classificar
o vetor em ordem crescente. Na saida, o vetor arr é retornado com seus elementos classificados.

subroutine straight_sort(arr)
implicit none

real, dimension(:), intent(inout) :: arr
integer :: i, j, n
real :: a
n= size (arr)
do j= 2, n
a= arr(j)

do i=j -1, 1, -1
if (arr(i) <= a) exit
arr(i + 1)= arr(i)
end do
arr(i + 1)= a
end do

return
end subroutine straight_sort
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