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Capitulo 1

Representacao de Niimeros e Erros

Neste capitulo serdo considerados aspectos bésicos a respeito do cdlculo numérico: a representacio de
nimeros inteiros e de ponto flutuante em cédigo bindrio e as fontes de erros que invariavelmente ocorrem
quando se faz necessario usar uma representagdo finita para representar um nimero ou uma fungdo mate-
mética que, em geral é transcendental e/ou necessita de uma soma ou produto infinito de ntimeros para ser
exatamente representado.

1.1 Fontes de erros e incertezas

Embora sempre se busque solugoes “exatas” aos problemas que enfrentamos, raramente atingimos o nosso
objetivo. Erros e incertezas podem ser introduzidos em cada etapa da formulagdo e solugdo de problemas.
A natureza das incertezas que surgem quando se busca a solucdo de um problema serd abordada neste
capitulo. Simultaneamente, os erros introduzidos pela computac¢io numérica, destinada a buscar a solu¢do
desejada, serao examinados com um certo grau de detalhe.

O processo de solugdo de um problema é dividido em trés fases:

1. Formulagao precisa de um modelo matemético e o seu modelo numérico relacionado.
2. Construcao de um método destinado a resolver o problema numeérico.
3. Implementacao de um método para calcular a solugao.

Na discussao que sera feita a respeito das fontes de erro em calculo numérico, ndo serdo considerados erros
triviais que podem ser evitados, tais como copiar uma férmula erroneamente ou realizar um erro de sintaxe
na programacao, muito embora tais erros ocorram e perfacam uma fracdo consideravel do esforco e do tempo
dispendidos ao se trilhar as trés fases mencionadas acima.

Neste capitulo estaremos somente interessados nos erros que resultam ser inevitdveis, dada a propria
natureza da representagio finita de niimeros em um computador e/ou da implementagdo numérica de um
determinado calculo. As incertezas introduzidas contaminam a solugdo e é importante tentar-se balancear
as incertezas. Se a incerteza no modelo matemético é de 1%, entao nao faz sentido a implementagao de um
modelo numérico e de um método que atinja 6 digitos de precisao, por exemplo.

O diagrama da figura 1.1 ilustra o processo usualmente percorrido quando se busca uma solugdo para
um problema fisico real a partir de uma modelagem, inicialmente matematica, seguida por uma modelagem
computacional e, finalmente, passando pela implementacao do método numérico a partir da modelagem
computacional, seguida pela obtencao dos resultados. As incertezas ocorrem desde a fase de modelagem
matematica até a solucdo numérica. Neste capitulo, serdao abordadas algumas fontes de incertezas na etapas
de modelagem computacional e implementacao do método numérico.

1.2 Representacao de niimeros em diferentes bases

Nesta secao serdo discutidos alguns métodos para a mudanca de base na representacdo de ntimeros,
tanto inteiros quanto reais. E fato comum para grande parte dos computadores atualmente empregados
na modelagem computacional o emprego de uma base numérica distinta da base decimal, a qual o seres
humanos tendem a se apegar. Em geral, os nimeros sdo armazenados na base 2 (bindria), existindo ainda
plataformas que os armazenam na base 8 (octal) ou na base 16 (hexadecimal). A representagao de ntimeros
inteiros é ligeiramente distinta da representacdo de nimeros reais.

1



2 | 1.2. Representacdo de numeros em diferentes bases

Formulagao dos Modelos
Matematico e Numérico

Problema Real >

Construcdo do Método | ! Incertezas

Implementagao do Método Solugéo

Y

Figura 1.1: Diagrama que representa o processo de solugdo numérica de um problema fisico real, indicando em
que etapas entram as incertezas.

1.2.1 Representacao de niimeros inteiros e conversoes de base

De uma forma geral, um ntmero inteiro N é representado, na base b, por um conjunto de digitos a;,
(1=0,1,2,...), sendo que a; assume um intervalo de valores determinado pela base em uso. A tabela 1.1
indica estes valores para as bases mais utilizadas, inclusive para a base decimal.

H& no minimo duas maneiras de se representar o nimero N. O sistema posicional agrupa os digitos
na forma de uma seqiiéncia, na qual a magnitude da contribuicdo de cada digito ao nimero depende da
posicao relativa que este ocupa. Neste sistema, o nimero N é escrito como:

N = (anan_1...a100), .

A contribuicao de cada digito para o valor de N fica explicitada na forma polinomial, onde N é escrito

como:
N =apb" + an_1b" "'+ +a1b+ ao. (1.1)

Até este momento, N tem sido tratado de uma forma abstrata. Por uma questdao evolutiva, N tende a
ser visto como um ndimero na base 10 (decimal),

N = (anan—1...a100)19 = AnGp—1 -..a100.
Caso se passe a representar N sempre na base decimal, entdo deve-se abordar as outras representacdes do

ponto de vista de conversdes de ou para a base 10.

Método das divisdes sucessivas

Considera-se inicialmente a conversao de um inteiro da base decimal para a base bindria, uma vez que
esta sera a representagao mais provavel em um computador. Para realizar-se esta conversao de uma maneira
pratica, pode-se usar o método das divisdes sucessivas, no qual N e os sucessivos quocientes ¢; sao divididos
por 2, sendo coletados os restos r; = 0,1 até que o tltimo quociente seja ¢, = 0, 1:

Tabela 1.1: Intervalos de valores para os digitos a; da base b.

[ b]a
0, 1
800,1,23,4,5,6,7
10[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
16]0,1,2,3,4,56,7,8,90,A,B,C,D,E, F

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel Vers&o: 22 DE JUNHO DE 2011
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N 2
qQ 2
G2 | 2
43

O ultimo quociente (g,,) somente serd 0 se N = 0. Entéo,

N = (Qnrnfl ce 7A27'1T'0)2

ou

N=g2"+7r, 12"+ 47322 4 2 41920,

Como exemplos, temos

12 = (1100),
25 = (11001),
315 = (100111011),.

O mesmo método pode ser utilizado para converter N para qualquer base b; divide-se N e os sucessivos
quocientes g; por b até que o ultimo quociente seja um inteiro 0 < g, < b — 1:

Desta forma,

N = (annfl...TQ’I“lTQ)b
G 0" 7 B g b2 b g 00

Assim,
12 = (14)s = (C)yq
25 = (31); = (19),
315 = (473)g = (13B)4-

O programa 1.1 implementa o método das divisdOes sucessivas para a conversdao de qualquer nimero
inteiro da base 10 para a base 2.

1.2.2 Representacao de niimeros reais e conversoes de base

Dado agora um ntimero real X, o qual possui uma parte inteira X; e uma parte fraciondria Xy = X — X,
utiliza-se novamente o método das divisoes sucessivas para X;, enquanto que para Xy usa-se o Método das
Multiplicagées Sucessivas: multiplica-se Xy por 2, extraindo-se a parte inteira do resultado (a qual pode
ser 0); o restante é novamente multiplicado por 2, repetindo-se o processo até que o resto fraciondrio seja
0 ou que se obtenha um padréao repetitivo, em cujo caso o nimero fracionario serd periddico. Este método
serd ilustrado com dois exemplos.

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel Vers&o: 22 DE JUNHO DE 2011




4 | 1.2. Representacdo de numeros em diferentes bases

Programa 1.1: Converte um mimero da base 10 para a base 2. Caso o nidmero seja megativo, o bit de sinal é
utilizado.

program conversor

implicit none

integer , parameter :: base= 2

integer :: i, j, qn, rn, num, num_abs

real , parameter :: log2= 0.69314718055994530942
integer , DIMENSION(:) , ALLOCATABIE :: b

/

)

write (x,fmt= ’(a)’,advance=
read *, num
select case (num)
case (0)
allocate (b (1))
b= 0
case (:—1)
!

no’) ’Numero na base 10:

I Neste caso, o wvetor ira alocar um digito a mais e atribuir o valor 1
! ao wultimo digito, como convencao para sinal negativo.
/
num_abs= abs (num)
j= log(real (num_abs))/log2
allocate(b(0:j + 1))
gqn= num__abs
do i= 0, j
rn= mod(qn, base)
qn= qn/base
b(j — i+ 1)=rn
end do
b(0)= 1
case (1:)
j= log(real (num))/log2
allocate(b(0:j))
qn= num
do i= 0, j
rn= mod(qn, base)
qn= qn/base
b(j — i)= rn
end do
end select
j= size(b)
write (x, fmt= ’("A forma binaria e: ")’ , advance= ’'no’)
do i=1, j — 1
write (x,fmt= ’(il)’, advance= 'no’)b(i — 1)
end do
write (x,fmt= "(i1)’)b(j — 1)
/
end program conversor

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel Vers&o: 22 DE JUNHO DE 2011
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Exemplo 1.1. Seja Xy = 0,8125, entao

0,8125 0,6250 0, 2500 0,500
X2 X2 X2 X2 .
1,6250 1, 2500 0,500 1,0000

Ou seja,
0,8125 = (0,1101), .

O exemplos a seguir mostram a dificuldade de se obter a representacdo de um ntimero fracionario em
outra base.

Exemplo 1.2. Um exemplo interessante é o nimero X; = 0,1. Neste caso,

0,1 0,2 04 08 06 02
x2 x2 x2  x2 x2 = x2
0,2 0,4 0,8 1, 1,2 0,4

e o processo de multiplicagbes sucessivas repete a seqiiéncia de digitos 0011 ad infinitum. Portanto,

0,1 = (0,0001100110011...), .

Exemplo 1.3. Seja Xy = 0,5225, entao

0,5225 0,0450 0,0900 0, 1800 0, 3600 0,7200 0, 4400 0, 8800 0, 7600 0, 5200
X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2
1,0450 0, 0900 0, 1800 0, 3600 0, 7200 1,4400 0, 8800 1,7600 1,5200 1,0400

0,0400  0,0800  0,1600  0,3200  0,6400  0,2800  0,5600  0,1200  0,2400  0,4800

X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 .

0, 0800 0, 1600 0, 3200 0, 6400 1,2800 0, 5600 1,1200 0, 2400 0, 4800 0, 9600

Ou seja,
0, 5225 = (0,10000101110000101000... . ), .

Este exemplo mostra que em um computador, onde o espago para representagdo de um numero é finito, este
numero terd que ser arredondado.
A forma polinomial de um ntimero fracionéario é dada por:

Xp=0a12 v a2 2 faz273 4.
Portanto, um nimero real X = X; + Xy pode ser representado na base 2 por
X = a4, 2%+ a1 2" 4+ 4002+ a1 27 022 a3 273 -
= (anGn-1...00,010003...),.
Exemplo 1.4. Seja X = 75,8, temos

X; =75 = (1001011),

X; =0,8=(0,110011001100... ), .

Portanto,
75,8 = (1001011,110011001100. .. ), .

Para converter um nimero fracionario da base decimal para uma base b, também aplica-se o método das
multiplicagOes sucessivas, que, neste caso, consiste em multiplicar o niimero por b e extrair a parte inteira
(podendo ser 0). O resto fraciondrio é multiplicado novamente por b e a parte inteira é extraida. Este
processo deve ser repetido até sobrar o resto igual a 0 ou até se observar um padrao repetitivo.

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel Vers&o: 22 DE JUNHO DE 2011



6 | 1.2. Representacdo de numeros em diferentes bases

1.2.3 Conversao de niimeros inteiros da base b para a base decimal

Para introduzir a conversao para a base decimal, serd usada novamente a base binaria como um primeiro
exemplo. Seja o nimero N, representado por

N = (am -+~ azarap),
a sua representacao na base decimal pode ser obtida simplesmente pela soma do polinémio
N=an2™+ - +a2%+a; 2" + ay.

A operacionalizacdo desta soma pode ser obtida pelos seguintes algoritmos:

1.2.3.1 Algoritmo de Horner.

O ntmero N pode ser obtido na base decimal através do célculo da seqiiéncia

bm = Qm,
bm—l = am-1-+ Qbma
bm—? = GQm-2+ 2bm—17
bl = a;+ 2b27
by = ag+ 20b;.
E entao,
N = be.

1.2.3.2 Divisao de Ruffini.

Equivalente ao método anterior, diferindo somente na disposicdo dos coeficientes a; e b;:

Am Am—1 Tt ag a1 aop
2 2b,, <o 2b3 2by 2Dy
b but e b b b
e, novamente,
N = bg.

Exemplo 1.5. Seja o ntimero (11101),. Entéo, a partir da seqiiéncia de Horner,

b4 = Qa4 = 1)
b3 = az+2b4y=1+2.1=23,
by = ax+2b3=1+23=7,
b1 = a1—|—2b2:O—|—27:14,
bo = ao+2b1:1+214:29
A partir da divisdo de Ruffini,
1 1 1 0 1
2 2 6 14 28
‘ 1 3 7 14 29

Portanto,
(11101), = 29.

Esta metodologia pode ser generalizada para converter qualquer ntimero inteiro na base b para a base
decimal. Considere o nimero
N = (am ...aza10a0), -

Usando o Algoritmo de Horner, por exemplo, temos a seqliencia

Cm =  Qm,

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel Vers&o: 22 DE JUNHO DE 2011
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Cm—1 = Qm-1-+ bcm7
Cm—2 = Gmpm-1-+ bcmfla
C1 = a1+ bCQ,
co = ag+be

e, novamente,
N = Co.

1.2.4 Conversao de niimeros fracionarios da base b para a base decimal
Considere um nimero fracionario com representacao finita na base bindria:
X¢=(0,0102...00),.
O seu valor na base decimal serd dado por
Xy =2 't a2 24+ 4,27

Esta soma pode ser calculada diretamente ou utilizando qualquer um dos dois métodos enunciados na se¢ao
1.2.3, com algumas modificagoes.

1.2.4.1 Algoritmo de Horner.

No caso de um ntmero fracionario, o algoritmo fica

bn = Qp,
1
bnfl = Qp_1+ §bn7
1
bn72 = Qap_2+ ibnfla
1
b2 = Qg+ §b37
1
by = a1+ §b2,
1
bO = §b1
Entao,
N = bg.
1.2.4.2 Divisao de Ruffini.
No case de um numero fraciondrio,
Ay A1 " as a1 0
1 1 1 1 1
- by, -+ =b —b —b
2 2 2° 2% 7!
‘ bm bm—l o b2 bl ‘ bO ‘

Exemplo 1.6. O ntimero (0,10111),, pelo Algoritmo de Horner, fica

by = a5=1,

by = a4+%b5:1+%.1:g,

bs = a3+%b4:1+%;:£,
1 17 7

by = a2+§b3=0+§i:§,
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b = +1b i T2

e - 2T T8 T 16
1 23

bo = gh=3

Portanto,

23
(0,10111), = 22 = 0,71875.

Uma outra situagdo que pode ocorrer é quando o nimero binario for infinito, por exemplo, através de
uma seqiiéncia de digitos periédicos:

Xy = (0, ajag...anfifs .. ﬂm)g )

onde (15 ... 0B, indica que a seqiiéncia de digitos 8102 ... Bm se repete ad infinitum. Na base decimal, tal
nimero é dado por

Xp=0a12 4224+ 4@, 27"+ B2 B2 R B2

+ BT 2 g, 9
4 B onEmel g o-n=2m=2 . 4 g o-n—3m
+

Observa-se que este nimero pode ser escrito como

B2t 4 o272 4 B 27 ) 27

127 + B2 4 4 B, 27 2

8,27 4 B2 24 q B, 2T ) 9—n—2m

Bi127 4+ 2272 4+ By 27 270

b

4 +ﬁm27m)27n(1+27m+272m+273m+)

Xf:a12_1+a22_2+-~-+an2_"

(
( 9—n—m
(
(

n
n
n
n
n
Xp=0a12 42 %+ 40, 27" (81271 + B 277

Usando agora a identidade,

1
—— =1+az+2?+23+., (para|z| < 1),

11—z
temos
Ipomagmypgdmy . oL 2"
1—2-m  2m_1]
obtém-se
Xf:a12*1+a22*2+~~+an2*”+(512*1+Bg2*2+~~+ﬂm2*m);m_l.

As duas expressoes entre parénteses tém a mesma forma e podem ser calculadas diretamente usando
qualquer um dos métodos descritos anteriormente.

Exemplo 1.7. O ntmero fracionario
Xy = (0,11010),, = (0,11010010010.... ),

tem o seu valor na base decimal dado por

2 1 1 12 23

X;=(12"1+122 0271 +1.2724023 =(=+= ==

7= + )+ ( + + )2371 5T1)T17 7~ 38
= 0,8214285714285 - - - = 0, 82142857142.

Em geral, se o nimero fracionédrio tem representacao infinita periddica na base b,

Xf = (0, a1 . anﬁlﬁ2 ﬁm)b )

entdo o seu valor decimal serd dado por

bm—’ﬂ

Xp=arb ' Haob+ 4o, b+ (Brb +Bob T B b 1

onde as expressoes entre parénteses podem ser calculadas diretamente ou utilizando quaisquer um dos
métodos descritos anteriormente.
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1.3 Operacoes com nimeros binarios

Como a maioria dos computadores usa a base b = 2, estes executam operagoes aritméticas em nimeros
que estdo na representagdo bindria. Para tanto, as seguintes tabelas de operacgbes sdo automaticamente
satisfeitas.

1.3.1 Adicao binaria

Uma adi¢@o no sistema binério é realizada da mesma forma que a adigdo no sistema decimal, lembrando
que, no sistema binario, ha apenas 2 digitos. Esta operacao é realizada de acordo com a seguinte tabela de
adigao:

+ |0 1
010 1
1 (1|10

Para somar ntimeros com mais de 2 algarismos, o mesmo processo de transporte para a coluna posterior,
utilizado na adic@o decimal, é empregado. Por exemplo, se 1 = (01), e 3 = (11),, entéo

143 =(01), + (11), = (100), = 4.
Outro exemplo, se 10 = (1010), e 15 = (1111),, entéo

10 + 15 = (1010), + (1111), = (11001), = 25.

1.3.2 Subtracao binaria

A subtracdo é analoga a adicéo, sendo realizada de acordo com a tabela:

—|10]1
0101
11110

Deve-se ressaltar que a operacao 0 - 1 resulta em 1, porém com o transporte de 1 para a coluna a esquerda,
que deve ser acumulado ao subtraendo e, por conseqiiéncia, subtraido do minuendo. Por exemplo, se
7= (111), e 4 = (100),, entao

7—4=(111), — (100), = (11), = 3.

Outro exemplo, se 10 = (1010), e 8 = (1000),, entdo
10 — 8 = (1010), — (1000), = (10), = 2.

1.3.3 Multiplicacao binaria

Procede-se como em uma multiplicagao no sistema decimal, de acordo com a tabela de multiplicacao:

0
|1 0|
0

r—l‘OX
H‘O»—l

Por exemplo, se 26 = (11010), e 2 = (10),, entéo
26 x 2 = (11010), x (10), = (110100), = 52.

A divisdo bindria é um procedimento um tanto mais complicado e nao serd abordado aqui.

1.4 Representacao de nimeros em computadores digitais

Nesta secao serao apresentadas algumas das representacdes usadas para armazenar niimeros inteiros ou
reais na memoria de um computador. As representacoes de niimeros inteiros ou reais apresentadas na segao
1.2 nao sao suficientes; é necessario distinglir-se, por exemplo, o sinal do nimero. Como ndo existe a
representacao de um sinal + ou — na memoria de um computador, o recurso utilizado é acrescentar um bit
adicional, para computadores bindrios, ao nimero para representar o sinal. Este bit é denominado bit de
sinal.

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel Vers&o: 22 DE JUNHO DE 2011
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1.4.1 Representacao de niimeros inteiros

A representacdo mais direta de ntimeros inteiros é denominada Sinal-Mdédulo. Nesta representacao, o
valor absoluto do ntimero inteiro é obtido diretamente a partir dos algoritmos discutidos na secdo 1.2,
enquanto que o sinal é representado por um digito adicional colocado & esquerda do nimero. Quando a
representacao é bindria, o bit de sinal é dito ocupar a posicao do bit mais significativo.

Entao, supondo que a meméria do computador disponha de g digitos para a representacdo, um nimero
inteiro na base b serd representado pelo computador através da seqiiéncia de digitos

Ag—10g—2 - . . 100, (1.2)

sendo {ag,a1,...,aq-1} € {0,1,...,b— 1}, com a,_1 representando o sinal do nimero. Esta seqiiéncia de
digitos é denominada palavra. Por exemplo, no sistema bindrio convenciona-se usar a,—1 = 0 para “4” e
_ woo»
aq—1 = 1 para “—".
A conversao do nimero internamente representado por (1.2) para o sistema decimal é realizado através
de uma férmula semelhante & forma polinomial (1.1):

q—2
N:sXZakxbk, (1.3)
k=0

sendo
e N o nuimero inteiro na base decimal.
e sosinal (ou +1 ou —1).
e ¢ — 1 o nimero de digitos disponivel para representar o valor absoluto de V.
o b a base, as vezes denominada de radiz (um inteiro maior que 1).
o ai um digito valido na representagao (0 < ax < b), k=0,1,...,q— 1.

Os valores em questao para as quantidades em (1.3) dependem da arquitetura e do compilador em uso.

Exemplo 1.8. O compilador Intel Fortran 95 [1] possui 4 modelos de representagio de inteiros com 1, 2,
4 e 8 bytes, também denominados de espécies. Sendo para todos os casos b = 2, o valor absoluto do maior
ndmero inteiro que pode ser representado internamente para cada espécie NP, (p = 1,2,4,8) é, a partir

max?

de (1.3),
127, para p = 1;
8p—2
NP :ZQk:1+2+22+"'+28p_2:28p_1—1: 32.767, para p = 2;
R 2.147.483.647, para p — 4:

9.223.372.036.854.775.807, para p = 8.

Outras representacoes de nimeros inteiros em computadores existem, como por exemplo as representa-
¢oes complemento de 1 ou complemento de 2 [17]; porém, estas ndo serdo discutidas aqui.

A representacdo de um nimero inteiro em um computador é exata. Operagoes aritméticas entre niimeros
inteiros também é exata, sob as seguintes condigoes:

1. o resultado nao pode se encontrar fora do intervalo de ntimeros inteiros que podem ser representados;

2. a divisao somente pode ser realizada entre niimeros exatamente divisiveis, isto é, a parte fracionaria
deve ser nula.

1.4.2 Representacao de niimeros reais

A representagdo de nimeros reais em computadores, também denominada representacdo de ponto flutu-
ante. Em uma representacdo de ponto flutuante, um nimero é representado internamente através de uma
notagao cientifica, isto é, por um bit de sinal s (interpretado como positivo ou negativo), um expoente inteiro
exato e e uma mantissa inteira positiva M, sendo que um nimero limitado de digitos é permitido para e e
M. Tomando todas estas quantidades juntas, estas representam o ntimero

Tr=s8X (O,dldgdn) X be, (14)
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s expoente de 8 bits mantissa de 23 bits
1 AN
3 = 0 10000000  10000000000000000000000
3 = 0 10000010  11000000000000000000000
1
1= 0 01111111  10000000000000000000000
1077 = 0 01101001 11010110101111111001010

Figura 1.2: Representagdes de ponto flutuante para alguns nidmeros em uma palavra tipica de 32 bits (4 bytes).

o qual estd escrito em uma forma legivel para seres humanos. Além das quantidades ji definidas, em (1.4)
os digitos di, do, ..., d, sdo limitados pela base b e o expoente é limitado ao intervalo e, < e < emax-
Adicionalmente, n > 1 é denominado de niumero de digitos do sistema e define o tamanho da mantissa
M =0,d1dsy...d,.

Contudo, um computador somente pode representar os valores de e e E através de digitos na base b. Um
computador digital (b = 2), por exemplo, dispoe sempre de um tamanho de palavra finito, isto é, o ntimero
total de bits que podem ser utilizados para representar s (1 bit), a parte exponencial e a mantissa é sempre
fixo, para uma dada espécie de varidvel real. Um ntimero real de precisao simples, por exemplo, é tipicamente
representado por uma palavra de 4 bytes ou 32 bits, sendo que 1 bit é utilizado para representar o sinal,
enquanto que 8 bits sao utilizados para representar a parte exponencial, restando 23 bits para representar
a mantissa. Desta forma, tal nimero sera representado na memoéria do computador como

xr = 867666564€3€2€1€0d23d22 N dgdl,

onde {s,eq,...,e7,dy,...,dos} = {0,1}. A figura 1.2 ilustra representagdes em 4 bytes de alguns nimeros.
Uma descricdo mais aprofundada acerca da representacdo bindria de ntimeros em computadores digitais
pode ser obtida em [17, secdo 2.5].

A conversdao do ntmero z representado em (1.4) para a base decimal pode ser realizada pela férmula
polinomial

x:sxbedekxb‘k.
=1

Como exemplo, a tabela 1.2 mostra os valores de n, enin € émax para o compilador Intel Fortran.
Para uma base b qualquer, denotando este sistema pelo simbolo

z [bv Ty €min, emax] )
observam-se as seguintes caracteristicas:

e O menor nimero positivo que pode ser representado neste sistema é

Tonin = 0, 1 x bemin = pomin =1,
Valores para i, validos para o compilador Intel Fortran sdo apresentados na tabela 1.2. Isto significa
que qualquer nimero x tal que
—Zmin < £ < Tmin

nao podera ser representado pelo computador. Esta ocorréncia é denominada underflow. Os compi-
ladores podem ser instruidos ou a parar o processamento neste ponto, disparando uma mensagem de
erro, ou a seguir o processamento arredondando x = 0.

[ Espécie | REAL (4) \ REAL (8) REAL (16) \
n 24 53 113
€min -125 -1021 -16381
Emax 128 1024 16384

Tmin | 1,1754944 x 10738 | 2,225073858507201 x 10~398 | 3,362103143112093506 - - - x 10~ 1932
Tmax 3,4028235 x 10%® | 1,797693134862316 x 10398 | 1,189731495357231765 - - - x 101932
Teps 1,1920929 x 10~7 | 2,220446049250313 x 10~16 | 1,925929944387235853 - x 10737

Tabela 1.2: Valores de 1, €min, €max, Tmin, Tmax € Teps Para o compilador Intel Fortran.
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O maior nimero positivo que pode ser representado neste sistema é

Zmax = 0,(b—1) (b= 1) ... (b— 1) xb*mx = (b— 1) x (Z b"“) X pemax = (1 — p™) pemax,
k=1

n vezes

Valores para .5 validos para o compilador Intel Fortran sdo apresentados na tabela 1.2. Isto significa
que qualquer nimero x tal que

T < —Zmax OU T > Tyax

nao podera ser representado pelo computador. Esta ocorréncia é denominada overflow. Os compi-
ladores usualmente tomam duas possiveis providéncias quando detectam um overflow; ou param o
processamento do programa emitindo uma mensagem de erro, ou continuam o processamento atri-
buindo a z o valor simbdlico x = —Infinito ou x = Infinito.

O maior nimero que pode ser somado ou subtraido a 1,0, com o resultado permanecendo indistingiiivel
de 1,0 é

Teps = b, (1.5)

Os valores de z¢ps para o compilador Intel Fortran sdo também apresentados na tabela 1.2. A quan-
tidade z¢ps também é denominada de epsilon da mdquina (ey,) ou de precisdo da mdquina.

Somente um conjunto finito F de ntmeros racionais podem ser representados na forma (1.4). Os
numeros neste conjunto sdo denominados nimeros de ponto flutuante. Para uma representagao
normalizada (d; # 0), este conjunto contém precisamente

2(b—1) (emax — €min +1) 0" 14+ 1

nameros racionais.

Exemplo 1.9. Considere um modelo simplificado de representagdo numérica de ponto flutuante dado por
x[2,4,—5,6]. Para este sistema:

0 menor nimero positivo possivel é:

1
o= =5 = —5-1 = —
Tmin (07 1000)2 X2 2 64’

ou seja, a regiao de underflow consiste no intervalo

O maior nimero positivo possivel é:
Tmax = (0,1111), x 26 = (1 —27%) 26 = 60;
ou seja, as regides de overflow consistem nos intervalos

r < —60, z > 60.

O maior ntimero que pode ser somado ou subtraido de 1,0 e que mantém o resultado inalterado é:

O ntmero de elementos em F é:

2.1.(6+5+1)2* 1 +1=193.
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(R 1 2 3

Figura 1.3: Ndmeros normalizados positivos representdueis em z[2,3,—1,2]. Os riscos verticais posicionam os
nimeros. Para cada ndmero positivo, existe um correspondente niimero negativo.

Exemplo 1.10. Considere o sistema de nimeros de ponto flutuante x [2,3, —1,2]. Para este sistema:
e 0 menor nimero positivo possivel é:

1

Lmin = 27171 = =

ou seja, a regiao de underflow consiste no intervalo

1< <1
—— <z <.
4 4

¢ O maior nimero positivo possivel é:
1 7
Tmax = (1—-27%)2% = <1>4;
8 2

ou seja, as regides de overflow consistem nos intervalos

< 7 - 7
< —=, > —.
2 2
¢ O maior niimero que pode ser somado ou subtraido de 1,0 e que mantém o resultado inalterado é:

_ 1
$6p5:21 3: Z

¢ O numero de elementos em F é:

21.(24+1+1)2°7 1 41 =33.

A fracdo positiva dos ntimeros possiveis em z [2,3,—1,2] estd indicada na figura 1.3. Cada risco vertical
posiciona um numeros representivel neste sistema.

1.5 Erros na representacao e na algebra de ponto flutuante

Nesta secao serd feita uma breve descricao dos principais erros envolvidos na representacao de pontos
flutuantes e nas operagoes algébricas entre os mesmos.

1.5.1 Precisao e acuracia

Os conceitos de precisdo e acurdcia sdo amiide confundidos entre si. A diferenca entre ambos é oriunda
da diferenca entre o hardware e o software & disposicdo do programador.

Precisdo® refere-se ao quio préximo um nimero representado pelo computador representa o nimero que
ele ambiciona representar. A precisdo de um nimero é governada pelo nimero de digitos empregados
na representacao e na algebra. Assim, a constante m serd representada com maior precisao utilizando
8 bytes do que utilizando 4 bytes para armazenar o niimero (ver tabela 1.2).

Acuricia® refere-se a quao préximo um ntimero representado pelo computador (como resultado de uma
série de operagdes, por exemplo) estd do valor correto do niimero que ele almeja representar. A acuricia
é governada pelos erros (de truncamento e arredondamento) no método numérico empregado. Assim,

se os numeros m = 3,1416304958 e mo = 3,1415809485 almejam ambos a representar o nimero
m = 3,141592654 ..., o ntimero me possui maior acuricia que 71, embora ambos possuam a mesma
precisao.

Com freqiiéncia, em linguagem coloquial refere-se a precisdo quando na verdade o correto seria referir-se a
acuracia de um resultado. As sec¢bes a seguir indicam como se pode medir a acuracia de um nimero através
do calculo dos erros absoluto e relativo do mesmo.

Do inglés precision.
2Do inglés accuracy.
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1.5.2 Erros absoluto e relativo

Sao duas medidas relacionadas entre si, largamente empregadas na andalise de erro numérico.

1.5.2.1 Erro absoluto

Seja X o valor exato (ndo conhecido) de um nimero e fI(X) o seu valor aproximado (conhecido) por
uma representacao de ponto flutuante. O erro absoluto (EAx) é definido como o valor absoluto da diferenca
entre o valor exato e o valor aproximado:

BA, = X — f1(X)].
Ou seja, conhecendo-se fI(X) e EFAx, pode-se afirmar que
X = fl(X) L+ FA,.

Em geral, somente é possivel estimar-se o valor do erro absoluto.

Por exemplo, Arquimedes estimou o valor de 7 através da média do perimetro de poligonos que estavam
contidos em uma circunferéncia de raio unitario e de poligonos que continham a circunferéncia. Fazendo
uso deste método, Arquimedes foi capaz de estimar

1137 1335
in=23,1409--- =3+ — <7 < =3+ —— =3,1428....
fmin T 8069 TS Tmer =9 g3q7 =
Desta forma, Arquimedes obteve erros absolutos iguais a FA, = 6,830 x 10™* para min, EA, = 1,2339 x
10~% para Tmey € EA; = 2,7546 x 107 para a média entre Tmin € Tmaez. Portanto, Arquimedes poderia
afirmar que

1 1
=3 (Tmin + Tmaz) £ 3 (Tmaz — Tmin) = 3, 14187 4 0,00096.

1.5.2.2 Erro relativo

Seja X o valor exato de um ndimero e fI(X) o seu valor aproximado, o erro relativo (ERx) é definido
como o erro absoluto dividido por |fI (X)|:

ERx

_ EBEAx X—fl(X)’
AN A1)

Voltando ao exemplo anterior, os erros relativos das estimativas de Arquimedes foram: FR, = 2,1741 x
10~% para Tmin, FRy = 3,9262 x 104 para Tes € ER, = 8,7674 x 107° para a média.

Em geral, a melhor medida para se estimar a precisdo de uma aproximacao é o erro relativo, pois este
indica diretamente o nimero de digitos significativos corretos na aproximacao.

1.5.3 Erros na representacao: arredondamento e truncamento

O tamanho finito da palavra utilizada em um computador digital para a representacdo de niimeros de
ponto flutuante provoca o surgimento de diversos tipos de erros, tanto na representacdo destes nimeros
quanto na algebra que os envolve. Uma estratégia que reduz estes erros, empregada na maior parte dos
computadores, consiste em empregar numeros de ponto flutuante normalizados, isto é, nimeros cuja mantissa

M esta sempre dentro do intervalo

1
-<M <1,
b

ou seja, 0,5 < M < 1 para computadores de base b = 2. Esta providéncia diminui o ntimero de zeros a
direita da virgula e maximiza o nimero de digitos nao nulos utilizados para representar um dado nimero.

Entretanto, mesmo em um sistema com representagdo normalizada, nem todos os nimeros reais podem
ser representados. Utilizando novamente o exemplo do sistema z [2,4, —5, 6], o nimero racional

y =0,12345999...
ndo pode ser exatamente representado. A forma de y em base 2 é:

y =0,12345999... = (0,000111111001101...),.
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Para escrever y de acordo com o sistema x (2,4, —5, 6], deve-se primeiro normalizar de acordo com as ope-
racoes:

(y)2 — 2—4+2—5+2—6+2—7+2—8+2—9+2—12+2—13+2—15+
= 23 x (27 42242 427t 4270 4270y 279 270 07124 )
= (0,111111001101...) x 273,

o qual estd agora na forma normalizada. De acordo com (1.4), podemos identificar entao
M =0,111111001101.. ., e=-3.

Contudo, para o sistema =z
(

2,4,—5,6] pode-se usar somente 4 digitos na mantissa. Desta forma, uma
aproximagao possivel para (y)

[
Y)o ﬁca
fl((y)y) = (0,1111) x 272,

o qual corresponde ao seguinte nimero na base 10: fI(y) = 0,1171875..., resultando em erros absoluto e
relativo:
EA, =6,272x 107°, ER, =5,3525 x 1072 = 5,35%.

Este procedimento de aproximacio é denominado truncamento.? Uma definicio mais rigorosa do método
de truncamento sera apresentada a seguir.

Dado um ntmero X ja na forma normalizada que ndo possua representagio exata no sistema x [b, 1, €min, €max]-
Sejam agora X o maior niimero representdvel no sistema e que seja menor que X e X o menor nimero re-
presentavel no sistema e que seja maior que X. Entao,

X <X <KX,
Pode-se escrever X como
X = (O,dldg .. dn) x b® +gX X bein,

onde
0<g: <1

é a parcela de X que nao pode ser incluida na sua representagdo. Existem entdo 2 maneiras de se realizar
a aproximagao:

Truncamento. O truncamento consiste em simplesmente ignorar gx. Assim,
fl(X)=(0,d1ds...dy) x b°,
o qual é representavel no sistema. Neste caso, os erros absoluto e relativo sao

EAx = [X = fl(X)] = lgx | xb" < b7,

FEAx gx X pe—n b B
ERx = = < =b "t
X fIX) ™~ (0,dydy...dy) x b¢  (0,1),

pois (0,d1ds...d,) > (0,1), = b~'. Desta forma, obtém-se limites superiores para ambos os erros.
No exemplo acima, pode-se escrever:

(y)y = (0,1111) x 273 4 g, x 27*7*  sendo g, = 0,11001101 ...
Realizando entdo o truncamento, obtém-se fI((y),).

Arredondamento. No arredondamento,? executa-se a seguinte operacio:

(O,dldg . ..dn) X be, se |gX| <
(0,drdy ... (dn, + 1)) xb°, se |gx| =

1
—pen
(<2).
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AX) = { (1.6)

N D=

Neste caso, o erro absoluto da operacao sera

lgx| x 67", se |gx| <

lgx — 1] x b°7", se |gx| >

BAx = X — fl(X)| —{

[N S

3Traducdo livre do termo em inglés chopping.
4Tradugéo livre do termo inglés rounding.
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de onde se obtém uma estimativa superior e o erro relativo sera

Lot se |gx| < 3 1pe—n
ERx < (O,dldg . dn) x be’ 2 < §b _ lb_n_i_l
x L ) (0,1), x b° 2 ’
se |gx| > 3

(0,dids ... (dy + 1)) x b€’

o qual fornece uma estimativa superior para o erro relativo. No exemplo acima, como g, > 1/2, deve-se
somar 1 ao digito d4 resultando, com o auxilio da tabela de adi¢do de binarios apresentada na segao
1.3.1,

fL((y)y) = (0,1111) x 273 4 (0,0001) x 2% = (1,0000) x 273 = (0,1000) x 272,

Neste caso, obtém-se
fl(y) = 0,125,

o qual possui um erro relativo de 1,2% de y, bem menor que o erro obtido com o truncamento, que
foi de 5,35%.

Computadores mais recentes modificam ligeiramente o arredondamento em relagio a férmula apresen-
tada em (1.6). Nesta, o tltimo digito significativo (d,) néo serd alterado se |gx| < 1/2 e este serd
alterado se |gx| = 1/2. H4, portanto, uma ligeira preferéncia para a alteracdo de d,, no processo de
arredondamento, o que insere um erro sistemético no processo. Atualmente, se |gx| = 1/2, o valor de
d, seré alterado somente em metade das situagdes, com base em algum critério. Este critério pode
ser a paridade de d,,, por exemplo. Assim, para b = 10 o nimero 12,5 seria arredondado para 12,
enquanto que 13,5 seria arredondado para 14. Este critério é também denominado arredondamento
par [7].

1.5.4 Numero de digitos significativos

Quando se conta o numero de digitos em um valor numérico, nao se deve incluir os zeros no inicio do
nimero, uma vez que estes zeros somente auxiliam a localizar a posicao ideal do ponto decimal. Caso se
queira contar o numero de decimais, entao os zeros a direita do ponto decimal devem ser incluidos. Por
exemplo, o nimero 0,00147 é dado com trés digitos mas possui cinco decimais. O nimero 12,34 é dado com
quatro digitos, mas possui apenas dois decimais.

Quando se trabalha com uma representagao de um ntmero obtida por meio de um processo de arredon-
damento ou truncamento, uma maneira alternativa para se estimar a qualidade da aproximacdo, ou seja a
acuracia do niimero, consiste em computar o nimero de digitos significativos corretos da representagao. Se
f1(X) é uma aproximagcao de X com k digitos significativos corretos em uma representagao de base b, entao

X - fl(X)
=

)

1, _

_ | €X| <= b k+1
2

onde k é o maior nimero inteiro positivo para o qual a inegualdade acima é verificada.

Exemplo 1.11. Sejam b=10, X =1/6 e fl(X) =0, 16667; entao

1/6 —0,16667

1
—2%x1075 < 21075+,
1/6 ‘ x 10 2 0

ex! = |
Ou seja, o nimero de digitos significativos em f1(X) é k = 5.

1.5.5 Erros na algebra de ponto flutuante

Adicionalmente aos erros resultantes do truncamento ou do arredondamento na representagdo de nu-
meros de ponto flutuante por computadores, as operacoes algébricas que necessariamente sdo realizadas
pelo computador introduzem dois outros tipos de erros no resultado destas operacdes e que tendem a se
acumular & medida que o ntimero de operagoes de ponto flutuante sdo realizadas pelo computador. Estes
erros sio os erros de arredondamento® e os erros de truncamento.’ FEstes tipos de erros adicionais
serdao brevemente discutidos nesta secao.

5Neste caso, o termo “erros de arredondamento” possui um significado distinto do processo de arredondamento utilizado na
representacido de nimeros reais, discutida na se¢ao 1.5.3. O termo, neste contexto, consiste na tradugio usualmente empregada
para o termo em inglés round-off errors.

6 Aqui também, o termo “erros de truncamento” néo se refere ao processo de truncamento discutido na secdo 1.5.3, mas sim
ao tipo de erro que em inglés é denominado truncation errors.
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1.5.5.1 Erros de arredondamento

A origem deste tipo de erro estd também relacionada com a representacio finita das palavras em um
computador e surge com a realizacdo de operacoes de ponto flutuante pelo mesmo.

Um exemplo simples ilustra o surgimento deste tipo de erro. Suponha-se que se esteja usando um sistema
numérico de base 10 com 5 digitos na mantissa, semelhante & representagao (1.4). Deseja-se agora calcular

o valor da funcao
1 —coszx sen x

flaz) = =

sen x 1+ cosx

para x = 0,007. Rotinas intrinsecas fornecidas pelo fabricante do compilador utilizado encarregam-se de
calcular o valor das fungoes trigonométricas dentro da precisdo disponivel, por meio de um processo de
arredondamento. Assim,

sen(0,007) = 0,69999 x 1072
cos(0,007) = 0,99998.

A primeira expressao para f(x) fornece:

1—cosz _ 1-0,99998 0,2 x 10~
fx) =

- - =0,28572 x 1072
senz  0,69999 x 10-2 _ 0,69999 x 102 s

enquanto que a segunda expressao fornece:

_senx  0,69999 x 1072
" 14cosz  1+0,99998

f(z) =0,35000 x 102,

sendo que este ultimo resultado é o correto, dentro da precisdo de 5 digitos disponivel. O erro relativo
entre o primeiro valor (errado) e o segundo (correto) é de 22,5%. Na primeira expressdo, devido & escolha
feita na precisao, restou somente um digito relevante no numerador apds a subtracdo. Isto levou a uma
perda de precisao e a um resultado erréneo devido ao cancelamento de dois niimeros muito préximos entre
si. Este problema seria evitado caso o sistema de representacao dispusesse de, pelo menos, mais um digito
significativo na mantissa; porém, o ponto a ser frisado aqui é que muito facilmente este tipo de erro de
arredondamento ocorre, devido ao tamanho finito da palavra no computador. Por outro lado, caso fosse
solicitado o valor de f(z) para « ~ 7, seria a segunda expressao que forneceria um valor incorreto, enquanto
que a primeira forneceria um valor correto.

Este exemplo simples demonstra a perda de precisao numérica devida a erros de arredondamento, onde o
numero de digitos significativos é reduzido na subtracao de dois niimeros proximos entre si. Isto mostra que
nao é possivel confiar cegamente no célculo realizado; deve-se sempre analisar cuidadosamente o algoritmo
empregado na procura de possiveis fontes de erros.

Considera-se entdo um nimero real X, o qual possui uma representacdo de méquina fI(X), que pode
ser escrita como

fIX)=X(1+ex),

onde ex é o erro associado com a representacao de X. De forma equivalente, pode-se escrever
fl(X) =X+ 0x,
sendo dx = Xex. Entdo, |0x| = EAx. Pode-se ver que
fl(X)—X:fl(X)—X:fl(X)—X 1
X fUX) = d6x flX)  1-ox/fl(X)

X)) - X Sx 52 X)) - X X
10y <”f1<X>+fz<X>2+'“>” o (U i)

) fl(X)X(lfl(X)X X )1zfl(X)X+<fl(X)X>2 X
YT FUX) fUX) FIX) X)) fixy

ou seja, lex| ~ FRx < €max, onde €yax ¢ denominado de unidade na tltima posigdo’, ou uup. Isto é,
com k digitos na mantissa e com a base b,

€ExX =

uup ~ b= F.

"Do termo em inglés unit in the last place, ou ulp.
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Dados agora dois niimeros reais positivos X e Y, deseja-se estimar os erros relativos das operacoes
algébricas entre ambos:
XopY,

sendo op um das operagdes: “+7, “—=" “x” ou “+”, conhecendo-se os erros relativos e x e ey correspondentes:
flX)=X(1+4+ex) e flY)=Y (1+4ey).
Os resultados destas operagoes de ponto flutuante sao escritos:
fFIX+Y), fI(X-Y), fl(XxY), fl(X/Y).
Assumindo que nédo ocorra overflow nem underflow, supoe-se que seja possivel escrever
JUX 0pY) = (Xop¥) (1+€0p).
sendo

_ Jl1(XopY) — (X opY)
Cor = (XopY) ’

com |eqp| = ER,p, 0 erro relativo da operacao.

Grande parte dos computadores atualmente empregados utilizam o padrao IEEE para operagoes arit-
méticas de ponto flutuante no sistema bindrio. Entre outros recursos, este padrao especifica que todas as
operacoes aritméticas devem ser idealmente realizadas como se o computador dispusesse de precisao infinita
e somente apds obtido o resultado este deve ser transformado para o sistema de ponto flutuante em uso
através de um processo de arredondamento [7]. Este procedimento pode ser implementado fazendo-se uso
de digitos de guarda (guard digits) [7] e ele permite estimar o erro em cada operagiao de ponto flutuante
como

|60p| &~ max (|€X| ) |€Y|) .
Desta forma, obtém-se o menor erro relativo possivel na operacéo algébrica e este ird se propagar lentamente
com o aumento do numero de operacoes. Grande parte dos computadores em uso atualmente seguem o
padrao IEEE, o qual exige o emprego dos digitos de guarda. Caso este padrao nao seja empregado, os erros

decorrentes de operagoes de ponto flutuante aumentam de forma extremamente rapida com o nimero de
operagoes. Neste ultimo caso, para cada operacao algébrica, obtém-se:

Adicao. Resulta:
fIX+Y)=fl(X)+flY)=(X+Y)+ (6x +0vy),

a qual pode ser escrita:

Ox + Oy

FUX +Y) = (X +Y) (HM) =(X+Y) <1+X€X+Y6Y

X+ )z<X+Y><1+e+>,

sendo
Ox + oy

TR AN

Ou seja, os erros absoluto e relativo do processo de soma de ponto flutuante sao:

EA,

16x + 0y | = |fl(X)ex + fL(Y) ey,
€ :’ dox + dy ’:’ €x N ey _
* FUX) + fL(Y) L+ fl(Y)/fl(X) 1+ flL(X)/flL(Y)

Ha& trés situacdes possiveis na tltima expressao acimas:

ER+ =

1. fi(X) > fl(Y). Neste caso, obtém-se
ER+ ~ |€X| .

2. fl(X) < fl(Y). Neste caso,
ER+ ~ |€Y| .
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3. O[fl(X)] =O][fl(Y)].® Agora,

1
ER+ ~ §|€X+€Y|

Conclui-se, portanto, que ERy ~ O [max (ex, ey )].
Subtracao. De forma similar ao caso anterior, resulta:
FIX =Y) = fL(X) = fL(Y) = (X =Y) + (6x = dy),

a qual pode ser escrita:

X —Y)=(X-Y) (1+6))§_§/Y>:(X—Y) <1+W)z(x—m(1+e),

sendo
0x — Oy

fUX) = 1Y)

Ou seja, os erros absoluto e relativo do processo de soma de ponto flutuante sao:

€_ =

EA_ = |[ox —dy|=fl(X)ex — fl(Y)ev],
— 0y €X €y

Ox B
‘fl(X)—fl(Y)"1—fl(Y)/fl(X)+1—fl<X)/fl(Y) '

Considerando os mesmos casos anteriores,

ER_ = Je_|=

1. fl(X) > fl(Y). Neste caso,
FR_ =~ ‘Gx‘.

2. fl(X) < fI(Y). Neste caso,
FR_ =~ |6y| .

3. O[fl(X))=0[flL(Y)]. Agora, 1 — fl(Y)/fl(X)<1lel— fl(X)/fl(Y) < 1, resultando
ER_ > lex +ey].

Este resultado mostra claramente como o erro relativo pode se tornar muito grande quando X ~ Y.
Isto ocorre porque a subtracdo de dois nimeros muito préximos entre si resulta em um ndmero cuja
representacao ocorre nos ultimos digitos da mantissa, resultando em um grande erro de arredonda-
mento.

Multiplicagao. Neste caso,
X xY)=fl(X)x flY)=(X+0x) X (Y +0y) =X XY 4+ X xdy +Y X dx +dx X dy.
Supondo que [5x x 0y | < (|f1(X) x dy|,|f1(Y) x 6x]|), obtém-se
JUX XY) = (X xY)+ (fl(X) x by + fI(Y) x 6x).

Por outro lado,

Q

i = e (1028

Ox oy
) TR

(XxY)(1+ )E(XXY)(l—i—eX).

Assim,

EAx = |fl(X)xdy + fL(Y) x 0x],
x| = |2 4 X
X)) LY

Portanto, FRy ~ O [max (ex, €y)], da mesma forma que a adigdo.

ER ’%|€X+Ey|.

8 A notacio O(z) indica a ordem de grandeza de x. Uma definigdo rigorosa é apresentada na péagina 22.
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Divisao. Neste caso,
fl(X)=X+0x,

) X)) X+4dx  X+d0x 1 X+0x (. by
filx=y) = flY) Y+é Y 1+4+6&/Y Y (1 fl(Y))
N X +dx _X5y+5x5y N{ Ox B flL(X)
Y AYY? Y AN )R
. N . JU(Y)ox — fI(X)dy
flX=Y) =~ (X.Y)+< Y )

Ao passo que

e Y Ay - A b by
ﬂ(XTY)_(XTY)@X LYY )N(X*Y)(”m)‘fl(w)

(X+Y)(1+es).

Entao,
BA. = fl(Y)5x—fé(X)5Y7
JUY)
ER. = 6+|5X6Y‘%|6X6y.

LX) FiY)
Ou seja, FR- é da mesma ordem de grandeza que ER,.

Para exemplificar o efeito deletério que os erros de arredondamento podem apresentar em um calculos,
em principio, completamente exatos, Rice [15, Capitulo 3] mostra o grafico do polindmio de sexto grau
P(x) = (x — 1)8, calculado na sua forma expandida

P(z) = 2% — 62° + 152" — 202° + 152 — 62 + 1.

A figura mostra P(z) tracado em torno de x = 1, em cujo ponto P(1) = 0, teoricamente. Entretanto, o
célculo realizado sem o emprego de digitos de guarda (figura 1.4 esquerda) evidencia um efeito muito mais
significativo dos erros de arredondamento nas operagoes bésicas realizadas em nimeros de ponto flutuante
que o efeito observado quando se faz uso de um computador e um compilador [1] que seguem as normas
IEEE 754, as quais prevéem o uso dos digitos de guarda (figura 1.4 direita). O programa em Fortran 95 que
gerou figura 1.4 direita pode ser visto no programa 1.2.

Programa 1.2: Programa em Fortran 95 que gerou a figura 1.4 direita.

program polynomial

implicit none

integer :: i

integer , parameter :: dp= 8

real (kind=dp) :: x,dx,px

/

open(unit=10, file=’pol.dat’)

dx= 0.016_dp/real(500—1,dp)

x= 0.992_dp

do i= 1, 500
px= x#**%6 — 6xxx%xb5 + 15kx*%x4 — 20xx*%*x3 + 15*xx*x*x2 — 6xx + 1.0_dp
write (10 ,%)x,px,px*1.0el3_dp
x= x + dx

end do

end program polynomial
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4r 4 —
3b 3
2t .
1 2
= L N
S =
~ e
1k &
0 0 = ripript e
=] _ 1 1 1 L | L L L L I
.99 0,09 1 1,01

Figura 1.4: Esquerda: Cdlculo do polinomio P(z) sem o uso de digitos de guarda [15]. Direita: Cdlculo de
P(z) usando um compilador que segue as normas IEEE 754.

1.5.5.2 Erros de truncamento

Este erro ocorre quando se realiza um truncamento em um processo infinito. Um exemplo usualmente
empregado consiste no calculo do valor de uma fung¢ao transcendental usando séries de McLaurin. Suponha-
se que se deseja calcular o valor da funcdo f(x) =e” em x = 1, por exemplo. Neste caso,

Como nao é possivel ao computador a realizacdo da soma infinita, a série devera ser truncada para algum
n > N. Neste caso, o resultado obtido ira diferir de e = 2, 71828182845904523536028747135 ... por um certo
valor que dependera do valor de N, isto é, do niimero de termos considerados na soma. Este tipo de erro
soma-se ao erro de arredondamento considerado na se¢do 1.5.5.1. Em muitos casos, o erro de truncamento
é exatamente a diferenca entre o modelo matemaético e o modelo numérico empregados. Uma das principais
tarefas da anélise numérica (e uma das mais dificeis) é a determinacdo de uma valor méximo para o erro de
truncamento.

Em muitos modelos numéricos existe um pardmetro que governa o erro de truncamento. Por exemplo,
o numero N de termos usados vindos de uma série infinita, ou o tamanho Az usado numa férmula de
derivagdo numérica. Uma maneira comum e pratica de estimar o erro de truncamento consiste em variar
este parAmetro (tornando N maior ou Az menor) e observar os resultados numéricos. Se os resultados
computados convergirem a um certo numero de digitos significativos, entdo pode-se decidir que o erro
de truncamento (juntamente com os demais tipos de erros) sdo pequenos o suficiente para produzir um
resultado aceitdvel. Assim, muitas rotinas numeéricas incluem um teste de convergéncia para decidir
quando os resultados sdo aceitaveis. Infelizmente, ndo existe um teste de convergéncia padrao para qualquer
problema numérico, uma vez que se trata de um problema matematicamente insoliivel. Em um nivel
intuitivo, isto significa que a convergéncia nunca pode ser testada de forma totalmente confidvel; do ponto
de vista matematico, para um dado teste de convergéncia que funciona em diversas situagoes, sempre ocorre
um problema para o qual o teste ira falhar.

Ordem de convergéncia. Trata-se de uma maneira de medir o quanto o erro de truncamento vai a zero a
medida que o parametro do método varia. Desta maneira, pode-se comparar a eficacia de distintos métodos.
Em func¢éo do célculo da ordem de convergéncia para diferentes métodos, pode-se obter diversos resultados,
para distintos parametros, tais como:

o O método converge tal como 1/N.
« O método converge tal como 1/k35.

« O método converge como h?.
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« O método converge exponencialmente, como e~ por exemplo.
O erro de truncamento ¢ da ordem 1/N°.

« A ordem do erro é h*.

o A taxa de convergéncia é log N/N.

O termo ordem de convergéncia, as vezes também denominado taxa de convergéncia, pode ter distintos
significados. Em métodos iterativos, a ordem de convergéncia é calculada através de uma férmula especifica.
Se o resultado é 2, por exemplo, entdo se diz que o método é de segunda ordem. J4 um método de segunda
ordem para resolver equagoes diferenciais possui outro significado. O termo convergéncia linear implica
que o erro é reduzido (aproximadamente) por um fator constante em cada passo. A notacdo matematica
para ordem de convergéncia, se um dado método converge tal como 1/N?2, por exemplo, é: O (1 /N 2). A
notagdo O ¢ definida com segue:

Uma fungio f(x) € dita ser O (g(x)) d medida que x tende a L se

f(x)

g(x) < 0.

lim
x—L

A ordem de convergéncia pode ser complicada (por exemplo, h'®/logh) mas em alguns casos simples
denominagoes especiais sdo empregadas. Se a ordem de convergéncia é uma poténcia inteira (por exemplo,
h2?, N3, 2%), entdo diz-se que a ordem de convergéncia é esta poténcia (2, 3 ou 5), ou que a convergéncia
é de segunda, terceira ou quinta ordens. Por outro lado, diz-se convergéncia logaritmica ou exponencial se
a ordem envolve uma funcio exponencial (como e~) ou logaritmica (como 1/log V).

Exemplo 1.12. As ordens de convergéncia de dois métodos de derivacdo numérica por diferenga finita
serao calculadas:

1. Diferenca “adiantada” (forward difference):

2. Diferenga “centrada” (centered difference):

2h '
Em ambos os métodos, para um parametro h suficientemente pequeno e para um fungao f(x) bem compor-
tada em torno de x, pode-se desenvolver a mesma em série de McLaurin:

Fla ) = f@) + F @)+ o f/ )R & S f )+

Neste caso, para o método 1:

fle+h) - fz)

V=IO _ pay 4 S @+

Ou seja, como o termo predominante é proporcional a h, a ordem de convergéncia deste método é O(h).

Para o método 2:
fl@+h)—flx—h)
2h

ou seja, este método é da ordem O (h2).

Como exemplo pratico da aplicacao destes métodos, deseja-se comparar os calculos da derivada da fungao
f(z) = senz? no ponto x = 0,5 pelos métodos 1. e 2., comparando-os com o valor correto da derivada:
f/(x) = 2z cos x%, para z = 0,5. O erro absoluto versus o pardmetro h estd tracado na figura 1.5, enquanto
que o programa em Fortran 95 que calculou os dados estd no programa 1.3.

Os graficos foram tragados em escala log-log para se verificar diretamente o expoente da taxa de con-
vergéncia. Isto é, se erro = aF, entdo a inclinacdo da reta é k. Pode-se ver claramente que no inicio do
processo iterativo, as taxas de convergéncia dos métodos 1. e 2. concordam com o valor previsto (h! e h?,
respectivamente). Contudo, a partir de um determinado ponto os erros de arredondamento comegam a se
tornar mais importantes e o erro absoluto passa a variar a uma taxa proporcional a A~ 1.

= F@) + @R
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Figura 1.5: Grdfico log-log do erro absoluto mos cdlculos de derivadas usando métodos de diferencgas finitas. As
ordens de convergéncia sdo h e h? para os métodos 1. e 2., respectivamente. Nota-se que erros de arredonda-
mento acabam por arruinar totalmente a computacio antes de a precisdo de 15 digitos ser atingida.

Programa 1.3: Programa em Fortran 95 que calculou as diferencas finitas da figura 1.5.

program derivadas
implicit none

integer , parameter :: dp= 8
integer :: i
real (kind= dp) :: h= 0.02_dp ! h inicializado a 1/50.

real (kind= dp), parameter :: x= 0.5_dp ! Valor de z fizo.
real (kind= dp) :: dfl, df2, fl
/
fl= 2.0_dp*x*cos(x*x) ! Valor correto da derivada em x.
open(unit=10,file="derivs.dat’)
do i= 1, 45
dfl= (f(x+h) — f(x))/h ! Cdlculo método 1.
df2= 0.5_dpx(f(x+h) — f(x~h))/h ! Cdlculo método 2.
write (10,%)1.0_dp/h, abs(dfl—fl), abs(df2—f1)
h= 0.5_dpxh ! h é dividido por 2.
end do
COONTAINS
function f(x)
real (kind= dp) :: f
real (kind= dp), intent(in) :: x
f= sin (x*x)
return
end function f

end program derivadas
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Figura 1.6: Grdfico log-log do erro absoluto no cdlculo da série de McLaurin para e¢” quando a série é truncada
na poténcia N. Erros de arredondamento limitam a precisGo do resultado para x =1 antes que para =z = —12.

Exemplo 1.13. Deseja-se calcular o erro absoluto decorrente do truncamento no calculo da série de
McLaurin para a fungao e”:

o) N
- " "
e’ = E — = E =
n! n!
n=0

n=0
O erro, calculado para os pontos x = 1 e x = —12, em funcdo do pardmetro N é apresentado na figura
1.6, enquanto que o correspondente programa em Fortran 95 estd no programa 1.4. Observa-se claramente
como o erro absoluto inicia diminuindo rapidamente com o aumento de N (para x = —12 isto ocorre para

N > 11), de uma forma ndo linear na escala log-log. Porém, eventualmente os erros de arredondamento
que surgem na representacao finita de termos cada vez menores na série impoe um limite inferior ao erro
absoluto. Isto ocorre para x = 1 antes que para r = —12.

1.5.5.3 Anadlise de erros de ponto flutuante

Os exemplos da se¢do 1.5.5.2 mostraram como um céalculo relativamente simples pode ser completamente
arruinado por erros de arredondamento. Isto mostra que um determinado método numérico sempre tera a
sua utilidade limitada a um determinado valor do parametro de controle, de tal forma que uma posterior
alteracdo no valor deste pardmetro terd sempre um efeito deletério na computagao desejada. Caso o pro-
gramador deseje uma precisdo maior que o método pode oferecer, resta a ele buscar um método alternativo
para atingir este objetivo.

Os erros de arredondamento tendem sempre a crescer com o numero de operagdes de ponto flutuante
realizadas. Como sera este crescimento nao se pode prever de antemao. Existem processos particularmente
desafortunados, nos quais o erro de arredondamento cresce de forma linear ou através de uma lei de poténcia
do tipo N* (k > 1), principalmente quando as operacdes realizadas sdo sempre do mesmo tipo, resultando
em erros que sempre se somam. O resultado apresentado na figura 1.5 é um exemplo deste tipo de situagao.
A mesma tendéncia de erro sistematico ocorre quando o processo de representacao finita é realizado por
truncamento (ver secdo 1.5.3).

Em um caso mais geral, os tipos de operacgoes de ponto flutuante envolvidas sdo distintos, de forma
a sempre haver a possibilidade que um erro sera parcialmente compensado por outro, resultando em um
aumento mais lento no erro total. Além disso, se for utilizado o processo de arredondamento par descrito na
se¢do 1.5.3, os erros resultantes flutuardo de forma aleatdria em valores positivos ou negativos, resultando
num crescimento mais lento. Desta forma, a teoria de probabilidades indica que o erro deve variar:

Jarr ™~ V Nxeps;
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Programa 1.4: Programa em Fortran 95 que calculou os pontos na figura 1.6.

program expo
implicit none

integer , parameter :: dp= 8
integer :: j, n
real (kind= dp), dimension(2), parameter :: x= (/1.0_dp,—-12.0_dp/), &
ex= (/2.7182818284590452353602874713527_dp, &
6.1442123533282097586823081788055¢—6_dp/)
real (kind= dp), dimension(2) :: soma, fator

/
open (unit=10,file="expo.dat )
do n= 1, 100
soma= 1.0_dp
fator= soma
do j=1, n
fator= fatorxx/real(j,dp)
soma= soma + fator
end do
write (10,+)n,abs (soma—ex)
end do

end program expo

onde z.ps é dado por (1.5) e N é um parametro que mede o nimero de termos considerados no método ou
o numero de operacoes de ponto flutuante realizadas.

O erro total serd entdo a soma do erro de arredondamento e do erro de truncamento, decorrente da
aproximacao feita no algoritmo. De acordo com os exemplos e argumentos apresentados, um forma comum
de se encontrar os erros de truncamento é:

«
5trunc ~ W? (B > 0)
Ou seja, teoricamente, limy_ o 0trune = 0. Entéo, o erro total serd

«
Ototal ~ NGB + \/ﬁ'reps-

De acordo com este modelo, dyota1 deve comecar diminuindo para N relativamente pequeno, porém, a medida
) ) 9

que N aumenta, os erros de arredondamento tornam-se mais importantes e dgota1 COmeca a aumentar. O

ponto onde este aumento se inicia pode ser estimado como

1 Leps

Este comportamento pode ser claramente visto na figura 1.5.
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Capitulo 2

Derivacao Numérica

2.1 Introducao

Derivacao e integracao numeéricas sdo alguns dos métodos que mais se utiliza em fisica computacional.
Com freqiiéncia é necessario calcular ou f’(z) ou [ f(x)dz para uma determinada fungdo f(z) para a qual
pode existir ou ndo uma expressao analitica. O objetivo deste capitulo é introduzir alguns dos métodos mais
empregados na derivagdo numérica, mantendo-se como objetivo a precisdo numérica dos métodos.

Ao contrério da integragio numérica, que serd apresentada no préximo capitulo, a derivagdo possui alta
suscetibilidade a erros, tanto de truncamento quanto de arredondamento. Isto se deve a propria natureza

da derivacao, definida por
& fa )~ f@)

2.1
dzx h—0 h ( )

Como sempre hé erros associados com o célculo de f(x), estes serdo ampliados & medida que se executa
numericamente o processo de limite h — 0. Como a representacgao finita de nimeros reais em computadores
impoe um limite inferior no valor de f(x + h) — f(x), erros de arredondamento rapidamente comegam a
se acumular durante o processo de limite, levando o calculo, finalmente, a um processo de cancelamento
catastroéfico, como se pode observar no exemplo da figura 1.5. Portanto, derivagdo numérica somente deve
ser realizada quando nao houver outro método para a solucao do problema em estudo.

Nas préximas segoes, serao apresentados métodos que possibilitarao o calculo numérico de derivadas
primeiras e segundas de fungbes que possuem ou nao uma expressao analitica conhecida. Alguns destes
métodos serdo posteriormente empregados no calculos de equagoes diferenciais ordindrias ou parciais.

2.2 Foérmulas classicas de diferenca finita

Como ja foi adiantado no exemplo da pagina 22, a maneira mais ébvia (e mais ingénua) de se calcular
numericamente uma derivada consiste em tomar literalmente a defini¢do (27) e substitui-la por uma férmula
de diferenca finita, resultando na férmula de diferenca adiantada (forward difference).

2.2.1 Férmula de diferenca adiantada (forward difference)

Esta férmula consiste em tomar (27) e ignorar o processo de limite:

F(z) ~ M (2.2)
Aplicado desta forma, este procedimento estd fadado ao quase certo fracasso, o que nao impede de ser
largamente utilizado no célculo numérico de equagoes diferenciais parciais. Portanto a férmula (27) somente
deve ser empregada quando considerac¢bes de tempo computacionais forem importantes.

H4 duas fontes importantes de erros em (27): erro de truncamento e erro de arredondamento. O erro
de truncamento pode ser estimado a partir do desenvolvimento de f(z + k) em uma série de McLaurin em

torno de x: 1 1 1
fle£h) = f(z)+ f'(x)h + §f”(aﬂ)h2 + éf”’(l“)h3 + ﬂf’“’(%)h4 +oe (2.3)

resultando
Tat =@ _ iy 4 Lm0 (2.

27
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Ou seja, o erro de truncamento é da ordem
1
€t ~ |f h| :

Para diminuir este erro (para valores finitos de f), poderia-se tentar diminuir o valor de h, o que acabaria
levando ao aumento do valor do erro de arredondamento, como se pode observar na figura 1.5.

O erro de arredondamento possui duas origens. A primeira seria o erro no processo de arredondamento
realizado na representacao finita dos pontos x e x + h, conforme discutido na secdo 14. Estes erros podem
ser substancialmente diminuidos se o computador e o compilador empregarem digitos de guarda. Assim,
supondo-se as representagoes de x e x + h “exatas,” ainda resta o erro de arredondamento no processo de
cdlculo da derivada [f(x 4+ h) — f(z)] /h. Este erro é da ordem

f(x)

h

)

€q ~Ef

onde €5 é a precisao fracional no célculo de f(x). Para uma funcdo bem comportada, €¢ = €p,, sendo €, a
precisdo da maquina (12). O fato de ¢, o< h~! pode ser inferido a partir da figura 23. Assim, o erro total
no célculo de (27) pode ser estimado como

Etotal = €t + €4 ~ |f"'h| + € ’f(hx)‘ : (2.4)

O valor de h que minimiza este erro pode ser estimado pelo cdlculo do minimo de €¢o4a1, resultando

hmin =

= /efxc,

’f
€f f//

onde . = /f/f" é denominado escala de curvatura de f(z) ou de escala caracteristica sobre a qual f(x)
varia. Na auséncia de uma melhor informacao, usualmente usa-se x. = x.
Portanto, o erro relativo na melhor estimativa da derivada, conforme dada por (27) é:

N 172
= () =

onde se supds que f, f' e f” sejam todos da mesma ordem de grandeza. Pode-se ver que a férmula de
diferenca adiantada fornece como melhor estimativa somente a raiz quadrada do epsilon de maquina. Para
precisio simples, €, ~ 1077, portanto, Vem ~ 1074, ou seja, 4 digitos de precisdo. J& para precisio dupla,
€m ~ 10716, resultando Vem ~ 1078, ou 8 digitos significativos.

2.2.2 Férmula de diferenca atrasada (backward difference)

Quando as condigoes de contorno do sistema em estudo assim o exigirem, pode ser necessario usar uma
formula de diferenca atrasada para estimar a derivada de uma fungdo. Esta férmula consiste simplesmente

em tomar:
fia)» 1D IR £ =h), (2.5)

Neste caso,

e, portanto, o erro total é igual a (2.4).

2.2.3 Férmula de diferenca centrada (centered difference)

Uma estimativa bem melhor para a derivagdo é obtida a partir da férmula

Utilizando (2.3), observa-se que

f(JZ—Fh)—f(l‘—h)_ / 1 " 2
= = (@) + g (@h? + O (1), (2.7)
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Ou seja, o erro de truncamento deste método é da ordem
n 2
€t ~~ ‘f (x)l h )

resultando na seguinte estimativa de valor de h que minimiza o erro total:

3

Ef ’ f///

hmin ~

~ e

e com um erro relativo igual a

"

f/S

€
total ~ 3 f2

] (Gf)z/S ~ (61‘)2/3 .

. D 2/3 _ . , I .- 2/3 _
Assim, para precisao simples, en{ ~ 1075, ou seja, 5 digitos de precisdo, e para precisdo dupla, en{ ~ 1071,

ou 11 digitos significativos, aumentando sensivelmente a precisdo na estimativa da derivada. A vantagem
desta férmula comparada com a férmula (2.2) é claramente visivel na figura 1.5.

2.2.4 Foérmula de 5 pontos

Uma aproximagcao ainda melhor pode ser obtida partindo-se de (2.6),

fleh) = f(2) % f@h+ 5 f"@h? £ ¢ /@R + oo fP @kt £ s P+

f(z+h) = f(z—h)=2f(x)h+ éf”’(x)lﬁ + 6—1()f“(x)h5 +0 (h")

e calculando g g
f(z+2h) — f(x —2h) = 4f' (z)h + gf’”(m)h?’ + 1—5f”(a:)h5 +0O(h7).

Combinando-se adequadamente ambas as féormulas, obtém-se

f(x —2h) —8f(x — h) +8f(x + h) — f(x +2h) = 12f'(x)h — %f”(x)fﬁ +0 (h7),

ou seja,
f(x—2h) —8f(x —h)+8f(x+h) — f(x+2h) 1 ., 4 6
= = f'(2) = 55 (@' + 0 (r°).

Portanto,

—2h) — —h h) — 2h 1

12h 30
a qual é conhecida como derivada de 5 pontos.
O erro de truncamento agora é da ordem
e ~ | "] h47
o que implica na seguinte estimativa de h;,;, que minimiza o erro total:
he o~ F €f ‘fl
1f1
com um erro relativo da ordem
€total s | |f|4 4f5 (2.9)

= €
Fd VA
4/

Para precisao simples, el ~ 107, ou seja, 6 digitos significativos corretos, enquanto que em precisio dupla,
M5 10713, ou seja, 13 digitos significativos corretos.

Combinagoes ainda mais elaboradas levam a aproximagcoes ainda mais precisas para a derivada. En-
tretanto, o ntimero de cdlculos da fungdo f(z) em diferentes pontos aumenta com a precisdo do método
empregado. Por conseguinte, ndo é usualmente vantajoso usar um método ainda mais preciso que a férmula
da derivada de 5 pontos (2.8).
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2.3 Foérmulas de diferencas finitas para a derivada segunda

As férmulas introduzidas na secao 2.2 pode sem estendidas para o célculo da derivada de segunda ordem
de f(x), com diferentes ordens de convergéncia.
2.3.1 Férmula de trés pontos

Realizando-se a seguinte combinagao linear:
f(x+h)—2f(x)+ flx —h) = f'(x)h? + %f”(x)h“ +0O (h) +--,

ou seja,
ORI (LA R RS (G

a qual ja parte de uma precisdo equivalente ao método de diferenca centrada (2.6) para a derivada de
primeira ordem.

T, (2.10)

2.3.2 Férmula de cinco pontos

Uma aproximacgao ainda melhor é obtida a partir da combinacao:
2
—f(x —2h) +16f(x — h) — 30f(x) + 16f(x + h) — f(x + 2h) ~ 12f"(x)h* — 1—5f“(x)h6,

resultando na férmula de cinco pontos para a derivada segunda:

f”(a:) ~ _f(.’L‘ — 2h) — 16f((1’: — h) + 322.](;5) — 16f(.1‘ + h) + f(CC + 2h> + %f“(l’)hz’l. (2_11)

Expressoes para derivadas de ordens ainda mais altas também pode ser obtidas a partir de combinac¢des
lineares de f(z) calculada em diferentes pontos. Entretanto, estas expressdes ndo serdo abordadas neste
texto.

2.4 Foérmulas para o calculo de derivadas em pontos fora da rede

As férmulas apresentadas nas segoes 2.2 e 2.3 sdo tuteis quando a funcdo f(z) possui uma expressiao
analitica conhecida. Neste caso, para um determinado valor de h, sempre é possivel calcular-se f(z & h).
Entretanto, em muitas aplicagdes praticas, a forma analitica de f(z) ndo é conhecida, sendo esta apresentada
definida somente em pontos regularmente espagados em uma rede.

O problema consiste agora em determinar o valor da derivada de f(x) em pontos sobre ou fora da rede.
Agora, o pardmetro h ird representar o espagamento da rede, ou seja, f(x) é conhecida nos pontos z = x;,
1=1,2,...,n,tailsque x1 < 9 < x3 < -+ < Ty, € T;4+1 —; = h. Nestes pontos, f(z;) = f;. Deseja-se entao
calcular a derivada em um ponto x = z; + ph, sendo que a quantidade p ndo necessariamente é inteira. Ou
seja, quer-se obter f, = f(x; + ph).

Abramowitz & Stegun [2] oferecem as seguintes férmulas para as derivagoes.

2.4.1 Derivada de trés pontos

1

Pt~ |(0=3) - 2ht (s 5) £] 00370, (@ <<

onde f_1 = f(x; —h) e fi = f(x; +h). Assim, se p =0, esta férmula se reduz a derivada centrada (2.6).

2.4.2 Derivada de quatro pontos

1

[ (z; + ph) “—ﬁ {

3p? -1
3

3p? —6p+2
3

foa— (3" —4p—1)fi+(3p° —2p—2) f1 —

N 0,096 (§)h%, (0 <p<1)
0,168 ()r*, (-1 <p<0)

f2

onde fo = f (z; + 2h).
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2.4.3 Derivada de cinco pontos

3 4p3 —3p? —8p+4

Sz — 3 fo1+ (20 =5)pfi

4p3—|—3p2—8p—4 2p3+3p2—p—
a 3 hut 6

1 [2p3=3p2—p+1
2h 6

[ (z; + ph) =

1f2 + 07 06f1)(€)h47

onde agora f_o = f (x; — 2h) e, para p = 0, a férmula acima reduz-se & derivada de cinco pontos (2.8).

2.5 Extrapolacao de Richardson e estimativa de erro

Nesta secao sera introduzida uma idéia util em diversos ramos da andlise numérica, conhecida como
Extrapola¢io de Richardson. Serd mostrado como se pode obter uma aproximac¢do muito boa do erro
absoluto de qualquer das férmulas apresentadas para derivacdo numérica e como esta estimativa pode ser
usada para incrementar substancialmente a acuricia do resultado.

Este tratamento depende da possibilidade de variagao livre do espacamento de grade h ou de qualquer
outro parametro de controle no método e, portanto, nao é ttil quando a fungao for conhecida somente em
uma grade fixa, como no caso de valores experimentais. Para estes casos, o programador estd restrito as
formulas e as estimativas de erro apresentadas na se¢do 2.4. Contudo, quando a forma funcional de f(x)
for conhecida, o método da extrapolacdo de Richardson possibilita um resultado extremamente acurado,
juntamente com uma excelente estimativa de erro.

Considera-se, entdo, um algoritmo numérico destinado a executar uma determinada operagdo. Sendo
fexato 0 valor exato do resultado desta operagdo e fI(f,h) a aproximacdo a fexato Obtida com o uso do
algoritmo numérico, o qual é de ordem n, regulado pelo parametro de controle h. Pode-se entao escrever

fexato = fl(f, h) + .A[f]hn + B[f]hn"'m e

onde A e B sdo funcionais aplicados a f. Sendo o algoritmo de ordem n, o erro predominante é dado
pelo termo A[f]h™, ao passo que o termo posterior na corregao é dado pelo termo B[f]h"t™  para m > 1.
Aplicando-se entdo o algoritmo para valores do pardmetro hy = h e ho = h/R, sendo R > 1, resulta

fexato = fU(f,h)+ A[f]R™ + B[f]p" ™ + ... (2.12a)
J = fl <f h) + A[f] (h)n + B[f] (h>n+m + (2.12b)
exato - 9 R R R e .

Os erros absolutos nas aproximacoes fI(f,h) e fI(f, h/R) sdo dados, em mais baixa ordem, respectivamente
por

EA(h) - fcxato - fl(fa h) = A[f]hn
L h h n
FA (R) = fexato - fl <f7 R) = A[f] (R) :

Subtraindo (2.12b) de (2.12a), obtém-se, até a ordem n + m:

0 = fl(f7 h) - fl (f; Z) +A[f]hn — A[f] (g) +0 (h7l+7rz) 7
0 = st — s (5.4) + D v 0 o).

Resolvendo a equagao acima para h; e hy, obtém-se entdo as estimativas de erro, exatas até a ordem n +m:

A[fIR" = EA(h) ~ [fl (f,]};) - fU(f, h)} Rfil
1

Alf] (Z)n ~ B4 (Z) ~ [fl (f, Z) ~ A, h)} e (2.13h)

Expressao (2.13a) consiste em uma estimativa do valor do erro do algoritmo empregando o pardmetro hq,
ao passo que (2.13b) é a estimativa do erro do mesmo algoritmo usando o pardmetro ho.

(2.13a)
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Uma vez obtida a estimativa de erro para a melhor aproximacdo (usando hsy), pode-se adicionar esta
estimativa ao valor aproximado fI (f, ha) para se realizar um refinamento no resultado; isto é, uma vez que

oo = 1L (1) 1 () i (2) et (B)T

substituindo (2.13b) obtém-se o valor extrapolado

n+m n+m-+4~
oo = 11 (5.3 ) + [0 (1)~ nam] g+ 8 () e (B) T+

oo = gy [ (1) <] e mn (B) e (B) T ] e

ou

R

o qual possui um erro da ordem A"t

Observa-se que com o emprego da técnica da extrapolacdo de Richardson obteve-se um estimativa bas-
tante acurada do erro resultante da aplicacio do método numérico para um valor de pardmetro ho = h/R,
sem haver a necessidade de se desenvolver a forma operatorial de A[f]. Além disso, o valor extrapolado
(2.14) resulta ser de mais alta ordem (n + m) que a aproximagao original fI(f,hs).

Parece, assim, que um tnico processo de calculo fornece dois refinamentos: uma estimativa de erro ao
mesmo e um valor extrapolado de ordem mais alta. Contudo, Press et al. (1992) [14] constantemente
enfatizam que ordem mais alta ndo significa necessariamente maior acurdcia. O valor extrapolado pode
ser de ordem mais alta, mas nao existe nenhuma estimativa do erro associado ao mesmo; o erro calculado
estd associado ao valor ndo extrapolado fI(f,hs). Para que se obtenha uma estimativa do erro de (2.14) é
necessario aplicar-se uma vez mais o processo de extrapolagao.

Escrevendo-se as aproximacoes nao extrapoladas realizadas inicialmente como

flo (h) = LS R), flo (Z) = 1l (f, Z) 7

pode-se escrever a aproximacao extrapolada uma vez (2.14) como

_ h h L RUSL(fR/R) — fI(f, )
= i( 1)+ |11 (£5) = A1) ey = W) -
_ R"flo (h/R) — flo (h)
a R" -1 ’
podendo-se entdo escrever (2.14) como
h n+m h n+m—+4
fcxato:fll (h)+8[f] (R) +C[f] <R> + ...
Escrevendo agora esta tltima expressdo para h/R,
h h n+m h n+m+~£
fexato = fll (R) + B[f] <R2> + C [f] <R2> + ... .
e subtraindo ambas as expressdes, obtém-se as seguintes expressdes para 0s erros:
h n+m h Rn+m
h T h 1
EA, (R) - B[f] (Rg) = |:fh (R) - fli (h):| Rnrm 1 (2.15b)

sendo que EA;(h) é a estimativa de erro para fl(h), a qual ndo havia sido obtida na iteracdo anterior, e
EA;(h/R) é a estimativa de erro para fl;(h/R). Agora, o novo valor extrapolado passa a ser fly(h), dado

por
n—+m _
oty = i () + |10 () = 1 0] ey =L L e
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h n+m-4~£
fexato = fZQ(h) +C[.ﬂ <_R2> + e (216b)

Esta nova aproximacdo possui um erro de ordem h"+m+¢,
Pode-se induzir assim que préximo termo extrapolado sera

_ Rl (B/R) — fla ()

fl5 (h) s , (2.17)
e
n+m+£4+p

fexato = fl3 (h) +D [f] <m> + -y (217b)

com uma estimativa de erros igual a

B\ vttt h RnAmAL
EAs(h) ~ C[f] <R2> = {fl:a (R) —fl3 (h)} VT — (2.18a)
h h\M h 1

E assim sucessivamente para ordens mais altas. Deve-se ressaltar por fim que o algoritmo fI(f, h) somente
foi utilizado no cdlculo dos termos néo extrapolados fly (k). Os termos restantes sdo obtidos apenas com
o uso da regra de extrapolagdo. Contudo, para obter-se fl; (h) para k > 0, é necessério conhecer-se o0s
termos extrapolados anteriores, o que implica, ao final das contas, que é necessario aplicar-se o algoritmo
flo k vezes, para valores de incrementos consecutivamente menores: flg (h), flo (h/R), flo (h/R2), cee

flo (h/R").

Exemplo 2.1. Como exemplo de uso da extrapolagdo de Richardson para o célculo de derivagdo numérica,
emprega-se a expressao para derivagio centrada, juntamente com a sua estimativa de erro (2.7),

f’(l’) _ f(l'+h)27hf($*h) . %f”l(l’)hz +O(h4),

a qual mostra que o método é de ordem n = 2, enquanto que o préximo termo é de ordem n + m = 4.
Também identifica-se A[f] = —f"/(x)/6. Tomando-se o valor R = 2 e empregando-se a férmula acima para
h1 = h e hy = h/2, obtém-se as seguintes expressoes:

flz) = f(IJrh);hf(xih)—éf”’(x)h2+(’)(h4),
T — f(x — 2 4
poy = LMD SEH 1o (),

Chamando entao

flath) - fla—h) fx+h/2) = f(z = h/2)

FI( ) = - P ha) = . ,
a estimativa de erro obtida para fI(f’, he) é dada por (2.13b),
A ()~ o [FL( o) = L )]l = L L o) = (7 )] (2.199)

ao passo que o valor extrapolado para o cdlculo da derivada é dado por (2.14),

f(@) = fU(f' ha) + é [FL(f' h2) = FL(f' ha)] + O (BY) . (2.19b)
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Figura 2.1: Grdfico log-log da estimativa de erro absoluto mo cdlculo da derivada centrada da fungio f(z) =

senz?, em z = 0,5, juntamente com o valor exato do erro e o valor extrapolado da

derivada.

O resultado obtido com o emprego das expressoes (2.19a,b) pode ser visto na figura 2.1. Nesta, a exemplo
do que se fez na figura 1.5, calculou-se numericamente a derivada numérica da funcio f(x) = sen 22 no ponto
x = 0,5 a partir da férmula de diferenca centrada. Neste caso, porém, pode-se calcular também a estimativa
de erro (2.19a) e o valor extrapolado (2.19b). Observa-se que a estimativa de erro é tdo boa que se torna
indistingiiivel do valor exato do erro durante todo o intervalo de valores de h para os quais o erro de
truncamento é mais importante que o erro de arredondamento. Além disso, observa-se também que o valor
extrapolado refina o resultado em mais de 2 ordens de grandeza. O programa em Fortran 95 que gerou os

dados apresentados na figura 2.1 estd no Programa 2.1.

Programa 2.1: Programa em Fortran 95 que calculou o erro e o valor extrapolado apresentados na Figura 2.1.

program derivadas__extrapola
implicit none

integer , parameter :: dp= 8
integer :: i
real (kind= dp) :: h= 0.1 dp ' h inicializado a 1/50.

real (kind= dp), parameter :: x= 0.5_dp ! Valor de z fizo.
real (kind= dp) :: dfl, df2, df, erro_est, fl
/
fl= 2.0 _dps*xx*cos(xxx) ! Valor correto da derivada em z.
open(unit=10,file="derivs__ext.dat’)
do i= 1, 45
dfl= fp3(x,h) ! Derivada diferenca centrada
df2= fp3(x,0.5_dpxh)
erro_est= (df2 — df1)/3.0_dp
df= df2 + erro_est
write (10, (4(el10.4,1x))’)1.0_dp/h, abs(erro_est), &
abs(df2 — fl), abs(df — f1)
h= 0.5_dpxh ! h e dividido por 2.
end do
COONTAINS
function f(x)
real (kind= dp) :: f
real (kind= dp), intent(in) :: x
f= sin (x*x)
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return
end function f

function fp3(x,h)
real (kind= dp) :: fp3
real (kind= dp), intent(in) :: x,h
fp3= 0.5 _dpx(f(x+h) — f(x-h))/h
return

end function fp3
end program derivadas_extrapola

Caso se queira empregar este método para uma fungio definida somente em pontos de rede, os incre-
mentos hi e hy devem necessariamente ser pontos desta rede. Neste caso, colocando hy = 2h e hy = h em
(2.1b), resulta

f(x) = fL(f',h) + % [FL(f' h) = fL(f',2h)] + O (B*)

_ f(@—2h) —8f(x —h) +8f(x + h) — f(x+ 2h) A
= o +0(hY),

a qual é justamente a férmula de 5 pontos (2.8). Portanto, o uso do valor extrapolado nao é util para pontos
fixos de rede, uma vez que o valor de h nao pode ser variado.

A subrotina DFDX_RICH, listada no Programa 2.2 implementa o cdlculo da derivada numérica usando o
Método de Richardson. A rotina tem como pardmetros de entrada o nome da fungio f(z) analitica a ser
derivada, a qual deve ser fornecida por meio de uma fungdo externa, o ponto onde calcular a derivada, o
tamanho inicial do pardmetro h e o limite superior solicitado para o erro relativo do resultado. Como saidas,
a rotina fornece o valor numérico de f’(z) e uma estimativa do valor do erro relativo. Como o resultado da
Método de Richardson é equivalente ao resultado do método de 5 pontos (se¢ao 2.2.4), o menor erro relativo
possivel é estimado igual ao fornecido pela férmula (2.9). Portanto, se o valor solicitado para o erro relativo
maximo for menor que este valor, a rotina automaticamente ird interromper o processamento, pois os erros
de arredondamento irdo impedir a obtencao de um resultado com a precisao solicitada.
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Programa 2.2: Subrotina que calcula numericamente a derivada pelo Método da Extrapolacio de Richardson.

Calcula a derivada numerica de uma funcao analitica pelo
Metodo da FExtrapolacao de Richardson.

erro relativo mintmo para o metodo, a rotina interrompe
automaticamente o processamento.

subroutine dfdx_rich(f, x, h_ini, errest, dfdx, err_ sai)
implicit none

integer , parameter :: dp= selected real kind (10,200)

!

!

! Argumentos:

! f: Funcao externa a ser derivada (entrada ).
! ©: Ponto onde calcular a derivada (entrada ).
! h_ini: Valor inicial para o intervalo de diferenca finita (entrada).
! errest: Valor maximo solicitado para o erro relativo (entrada ).
! dfdx: Valor da derivada numerica (saida ).

! err_sai: Valor estimado do erro relativo da derivada (saida ).

!

!10bs.: Caso parametro errest seja menor que a estimativa de

!

/

real (kind= dp), intent(in) :: x, h_ini, errest
real (kind= dp), intent(out) :: dfdx, err_sai
interface

function f(x)
integer , parameter :: dp= selected_ real kind (10,200)
real (kind= dp), intent(in) :: x
real (kind= dp) o f
end function f
end interface
! Variaveis locais.

integer R
real (kind= dp) :: h, dfl, df2, err_abs
real (kind= dp), parameter :: errrel_min= 3.0e—13_dp

/
if(errest <= errrel_min)then
print’ ('O erro relativo solicitado e muito pequeno.' /. &
"Erros de arredondamento irao impedir que a rotina',/, &
" atinja a precisao solicitada.")’
STOP
end if
h= h_ ini
dfl= df cent(x, h)
do
df2= df cent(x, 0.5 _dpxh)
err_abs= (df2 — df1)/3.0_dp
dfdx= df2 + err abs
err_sai= abs(err_abs/dfdx)
if (err_sai <= errest)exit
dfl= df2
h= 0.5_dpxh
end do
return
COONTAINS
function df cent(x, h)
real (kind= dp) :: df__cent
real (kind= dp), intent(in) :: x, h

)

df_cent= 0.5_dpx(f(x+th) — f(x~h))/h
return
end function df cent

end subroutine dfdx_rich
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Capitulo 3

Integracao Numérica

3.1 Introducao

Integragdo numérica, também denominada quadratura, possui uma histéria que se estende desde antes
da invencao do céalculo. O fato de integrais de fungoes elementares ndo poderem, em geral, ser calculadas
analiticamente, ao passo que suas derivadas sao facilmente obtidas, serviu de razao para enfatizar esta area
da andlise numérica ja nos séculos XVIII e XIX.

Em contraste com a dificuldade de se calcular analiticamente uma integral, o calculo numérico pode
ser realizado de forma relativamente simples, exatamente ao contrario do que acontece com a derivacdo. A
defini¢do de uma integral de Riemann consiste no limite da soma da area delimitada por regides retangulares
a medida que a largura h dos retangulos vai a zero e o seu nimero total vai a infinito:

b—a)/h

b (
| stayde =t | > s

Uma maneira tradicional de medir numericamente a drea sob f(x) consiste em tragar o seu grifico sobre
um papel milimetrado e contar o nimero de quadrados sob a curva. Por esta razao a integragdo numérica
também foi denominada inicialmente de quadratura numeérica.

A integral da fungdo f(z) é aproximada numericamente de uma forma equivalente & soma dos quadrados
ou retdngulos. A maior parte das férmulas abordadas neste capitulo podem ser colocadas na forma:

b N
/ f(x)dx = Zf(ffi)wi +en. (3.1)
@ i=1

Aqui, f(z) é calculada em N pontos situados no intervalo [a, b] (para férmulas fechadas, isto é, que envolvem
os limites) ou no intervalo (a,b) (para férmulas abertas, que ndo envolvem os limites). Os valores das fungoes
calculados em cada ponto do intervalo, f; = f(x;) sdo entdo somados com o intermédio de um peso w;. A
quantidade ey consiste na estimativa do erro de truncamento do método empregado. Embora os métodos,
em geral, somente fornecam o resultado exato para N — oo, alguns deles fornecem o resultado exato para
certas classes especiais de fungdes (como polinémios, por exemplo) para N finito.

Os diferentes algoritmos de integracdo utilizam distintos conjuntos de pontos {z;} e de pesos {w;}.
Geralmente, a precisdo aumenta com N, mas erros de arredondamento eventualmente acabam por limitar
a precisao final. Uma vez que o “melhor” método depende do comportamento especifico de f(x), no existe
um método que possa ser universalmente considerado o melhor. De fato, alguns dos esquemas automaticos
de integracado numérica, que podem ser encontrados em bibliotecas tais como a IMSL, irdo testar diferentes
métodos até encontrar aquele que forneca o melhor resultado.

Nos esquemas mais simples de integracao, o integrando é aproximado por uns poucos termos no de-
senvolvimento em série de McLaurin de f(z), sendo estes os termos a ser integrados. Exceto no caso do
integrando apresentar um comportamento nao usual em algum intervalo de valores de x, termos sucessivos,
obtidos com o aumento de N, irdo fornecer precisao cada vez maior, até que os erros de arredondamento
se tornem suficientemente importantes. Nestes esquemas, denominados de Newton-Cotes, o intervalo total
é dividido em subintervalos iguais, conforme ilustrado na figura 3.1, com o integrando calculado em pon-
tos igualmente espacados x;. Estes algoritmos incluem a regra trapezoidal (primeira ordem) e a regra de
Simpson (segunda ordem).
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X0 X1 X2 .ee XN XN+ 1

'

férmulas abertas usam estes pontos

férmulas fechadas usam estes pontos

Figura 3.1: Férmulas de quadratura com abcissas igualmente espacadas calculam a integral de uma fungdo
entre zo e ry+1. Formulas fechadas calculam o valor da funcio nos pontos extremos do intervalo, enquanto
que férmulas abertas mdo usam estes pontos.

Esquemas mais acurados de integragao sdo possiveis se os pontos nao necessariamente forem regularmente
espacados. Métodos de quadratura Gaussiana possuem a habilidade de integrar exatamente (exceto pelo
erro de arredondamento) o produto de uma funcao por um polinémio de grau (2N — 1), utilizando somente
N valores de f(x). Em geral, resultados obtidos pela quadratura Gaussiana sdo superiores aos obtidos pelos
métodos de Newton-Cotes, desde que nao haja singularidades no integrando ou em sua derivada.

3.2 Foérmulas de Newton-Cotes

As férmulas de Newton-Cotes (1711) para a integracdo numérica séo caracterizadas por pontos de inte-
gragao igualmente espacados no intervalo de integracao (a,b). Seja N um ndmero inteiro que determina o
ndmero total de pontos onde a funcao f(z) deve ser calculada e a quantidade h é o espagamento dos pontos,
conforme pode ser observado na figura 3.1. Os pontos do conjunto {z;} que serdo realmente empregados no
calculo da integragdo numérica dependem se a quadratura serd aberta ou fechada, conforme também esta
representado na figura 3.1.

3.2.1 Férmulas fechadas de Newton-Cotes

As férmulas fechadas de Newton-Cotes que serdo aqui introduzidas sdo ilustradas pela figura 3.2. Serao
utilizados N+1 pontos igualmente espagados, identificados pelo indice i (i = 0,1, ..., N), com o espagamento

entre os pontos dado por

h:xN—x():b—a

N N

X0 X1 X2 e XN-1 AN

Figura 3.2: Nas férmulas fechadas, sdo utilizados N + 1 pontos, que variam de zo =a o zn = b.

Os pontos de integracao das formulas de Newton-Cotes serdao definidos por:
xz;=a+ih, (i=0,...,N),
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enquanto que os valores da funcdo nos pontos z; serdo representados por
fi = f(x:).

Polinémio de Lagrange.

A funcao f(z) serd agora aproximada por um polinémio interpolador, isto é, no lugar de f(x) considera-se
um polindmio de grau N, py(z), o qual possui os mesmos valores da fungdo nos pontos z;, isto é,

Sem demonstracdo,! estes polindémio sdo dados por
pr(z) = fl@o)lg (x) + fx)l (x) + - + flzn)pi (2)

N
n=0

onde I (x) sdo os polindmios de Lagrange, definidos por

N(p) = (—x0)(x—21) ... (T —2p1) (T — Zpg1) ... (—2N) al (x — ;)
b (@) = (p —20) (Tn —21) .. (T — Tp_1) (T — Tpg1) ... (T —2N) z‘:l_[o (T — ;) (3.2b)
(i#n)

A verificagao de que py(x) é o polindmio interpolador segue diretamente da substitui¢ao dos pontos z;:
Ve {0,1,...,N}, IN(z,) =1elN () =0, para k #n = pn(x,) = fn.

O erro associado & aproximagdo fornecida pelos polindmios de Lagrange, ey (x) = f(z) — py (), é dado
por:
f(N +1) ()

en(x —m[(aﬁ—xo) (x—21)...(x —2aN)], (3.2¢)
onde
a € [a,b].
Desta forma, pode-se escrever,
f(x) = pn(2) + en(z), (3.:2d)

para z € [a, b].

Uso dos polindmios de Lagrange na integragao numeérica

Fazendo uso entéo do polinémio de Lagrange de grau N para aproximar f(x) pelos N+1 pontos ilustrados
na figura 3.2, obtém-se:

/ab flx)dx

b
/ [on () + en ()] de
N

b (N+1) (o b
Zfz/ IN(x)dx + W/ [(x —xg) (xr —x1)...(x —xN)]de. (3.3a)
i=0 a CoUe

Pode-se entdo escrever a integral na forma (3.1), onde os pesos da férmula de integracdo sdo obtidos por:

o . . b= m)(x—x1) .. (x—xin1) (2 — @) .. (2 — 2N) .
U}li/a lz (I)d 7/a (l‘i—.’EQ) (l‘i—l‘l)...(l‘i—.’lﬁifl) (xi—xi+1)...(aci—xN)d ’ (33b)

ao passo que os erros de truncamento serdo dados por

B f(N+1)(a)

b
N = m/ [(x —z0) (x —21)...(x — 2N)]da. (3.3¢)

Deve-se enfatizar aqui que a férmula (3.3a) é exata para um polinémio de grau < N.

1A qual serd apresentada em um capitulo posterior desta Apostila.
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fix)
%y

-

: o X
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Figura 3.3: Integracdo mumérica pela regra trapezoidal. A drea sob a curva f(x) entre zo e z1 é aproximada
pela drea do trapézio amarelo.

Desta forma, pode-se obter formulas do tipo Newton-Cotes para polindmios de qualquer grau. Historica-
mente, as primeiras férmulas foram estabelecidas para polindmios de graus baixos. Algumas destas formulas
serao apresentadas a seguir.

Férmulas fechadas sdo aquelas que utilizam os pontos extremos do intervalo [a, b], isto é,

ro=aezxy =>b.
Estas férmulas sdo adequadas quando o integrando for bem comportado nos limites de integracao; nao
apresentando singularidades, por exemplo.
3.2.1.1 Regra trapezoidal (N = 1)

A regra trapezoidal, ou férmula do trapézios, corresponde & interpolacao de f(z) a ser integrada por um
polinémio de grau 1. Como a interpolagdo linear necessita de somente 2 pontos, estes serdo os extremos do
intervalo de integragao, isto é, zo =aex; =b,com N =1e h=b—a.

As férmulas (3.3a-c) nos permitem encontrar os pesos:

T (r ) xiil(mfbf 1
Wo = /zo (mo—xl)d 2 (b—a) 2h’
b
1 (x — xp) _ l(x—a)2 _1
w1 /LO (Cvl—xo)d AR 2h

€ 0 erro

€1 = €T =

f o) [ _ L s
L (x—mo)(x—xl)dx——ﬁf (a)h®.

Portanto, a regra trapezoidal para integracio no intervalo (zg, 1) fica

’ h 1 " 3
| @) =5 ot 1) = 358" @ (34)

O nome férmula dos trapézios vem do fato de se aproximar a fungdo f(x) por um trapézio de lados fy e f1
e de base h = b — a, conforme esta representado na figura 3.3. Pode-se observar que este método, bastante
simples, j4 fornece um erro de ordem e; ~ h3.

3.2.1.2 Regra de Simpson (N = 2)

Esta é uma das regras de integracdo mais conhecidas e utilizadas. A fungdo f(z) é aproximada por um
polinémio de grau 2 que coincide com esta em trés pontos: xg, r1 e x2. Portanto, é necessario conhecer 3
valores de f(z), igualmente espagados, para aplicar esta regra.

Tomando N =2, g =a, 1 = (a+b)/2, xz2 =be h=(b—a)/2 em (3.3a-c), obtém-se para os pesos

Y B et VN C il Y
o= /wo (1‘0—331)(330—332)d =3"
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A f(x)

Figura 3.4: Integracio mumérica pela regra de Simpson. A drea sob a curva f(x) entre xg e z2 é aprorimada
pela drea sob a pardbola P(z).

_ [P a-z)@—z) 4
o= /wo (l‘l—xo)(xl—@)d 3"
_ P e—z)(z—2) 1
= /zzo (1’2*170)(502*351)(1 =3

a0 passo que o erro de truncamento fica dado por

1"

Contudo, surpreendentemente obtém-se que es = 0! Isto pode ser facilmente visto realizando-se a mudanca
de varidveis t = x — x1 na integragdo acima, resultando

i) h h

/ (x—a:o)(x—ajl)(x—ajg)da::/ (t+h)t(t—h)dt:/ (t* — h?) tdt = 0.

xo —h —h

Isto néo significa que o erro na regra de Simpson é sempre nulo. Neste caso é necessario tomar o préximo
termo no célculo do erro ey de um polinémio interpolador de grau N, dado inicialmente por (3.2c), porém
agora acrescentando o préximo termo no desenvolvimento em série de McLaurin de f(z) em torno de z = xy:

F (a)

1 (x —x1).

Desta forma, o erro fica:

f(a)

T

xo h
/mo (z — x0) (x — 21)° (x—xg)de% (“’)(a)/ (t+h)t2(t—h)dt:—%f””)(a)ff

—h

Portanto, a regra de Simpson para integragao no intervalo (xg,z2) fica

[ 1= o st ) g (35)

A figura 3.4 ilustra a aplicagdo da regra de Simpson para o célculo da quadratura. Das expressoes obtidas
para os erros das duas férmulas polinomiais, (3.4) e (3.5), pode-se observar que a formula dos trapézios é
exata se f(z) for um polindémio de grau 1 (pois f”(x) = 0, V), ao passo que a férmula de Simpson é exata
se f(x) for um polinémio de grau igual ou menor que 3 (pois f*)(z) = 0, Vz).

3.2.1.3 Regra de Simpson dos 3/8 (N = 3)

Existe uma regra de quatro pontos cujo erro é da mesma ordem de grandeza da regra de Simpson (3.5).
Tomando N =3, g = a, 23 = b e h = (b— a)/3, pode-se mostrar:

b
/ f(z)dx = %h (fo+3fi+3fa+ fo) — %f<i”)(a)h5. (3.6)

Pode-se ver que o erro é da mesma ordem de grandeza que (3.5).
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3.2.1.4 Regra de Bode (IN = 4)

Esta regra usa 5 valores de f(x) regularmente espagados. Tomando N = 3, 29 = a, x4 = be h = (b—a)/4,
obtém-se

b
/a f(z)dz = %h (7fo + 32f1 4+ 12fo + 32f3 + Tf4) — %f(”’) ()R (3.7)

Pode-se observar que agora o erro de truncamento (e ~ h”) é bem menor que o erro obtido pela regra de
Simpson.

3.2.1.5 Regras em ordens mais altas (IN > 5)

Outras expressoes, com erros de truncamento sucessivamente menores, podem ser obtidas aumentando-
se o grau dos polindmios interpoladores. Em contrapartida, é necessério calcular f(x) em um nimero cada
vez maior de pontos e a quantidade total de operagbes de ponto flutuante também aumenta. A relagao
de compromisso entre a precisdo obtida, o esfor¢o computacional necessario e o erro de arredondamento
resultante vai depender entao da aplicacdo em estudo. Essas outras formulas fechadas de quadratura podem
ser obtidas, por exemplo, em Abramowitz & Stegun [2, segdo 25.4].

Escrevendo-se uma forma geral para as formulas fechadas de Newton-Cotes:

b N
[ #@do =y fi+ ex. (3.8)
@ i=0

a tabela 3.1 apresenta os valores dos pardmetros d e h, dos pesos w; e dos erros de truncamento €y .

Exemplo 3.1. Sabe-se que

2
In2= dj = 0,6931471805599453094172322145818 . ..
1 X

Usando as férmulas de Newton-Cotes (3.4 — 3.7), obtém-se os seguintes resultados para In 2.

Regra trapezoidal. Com h = 1:

2
d 1 1
Wz (1 + ) =0,75; erro relativo: 8,2%.
1 2 2

Regra de Simpson. Com h =1/2:

2
d 1 8§ 1
Yoz (14242) = 0,69444 . . .; erro relativo: 0,19%.
1z 6 3 2

Regra de Simpson dos 3/8. Com h =1/3:

2
d 3 9 9 1
1 ?x Mo (1 + 1 + B + 2) = 0,69375; erro relativo: 0,09%.

Regra de Bode. Com h =1/4:

2de 1

4 2 4
A — | T+32-4+12-+32- + 7 =0,69317460...; erro relativo: 0,004%.
Lz 90 543 2

7

Tabela 3.1: Férmulas fechadas de Newton-Cotes, dadas por (8.8).

N d wWo w1 W w3 Wy ws wWe wry EN

1 1/2 1 1 -5 (a)h?

2 1/3 1 4 1 — s [ (a)h®

3 3/8 1 3 1 — & f()hd

4 2/45 7 32 12 32 7 — 5= fD (a)R”

5 5/288 19 75 50 50 75 19 — 2 fD () h7
6 1/140 41 216 27 272 27 216 41 — o5 F0 () B
7 7/17280 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751 — Ll f(Uii(q)pf
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3.2.2 Foérmulas abertas de Newton-Cotes

Uma férmula aberta nao utiliza os pontos extremos no intervalo de integracdo. Na figura 3.2 estes
métodos utilizariam os pontos x1, 2, ..., n_1, ou seja, fariam uso de N — 1 pontos. A principal motivacao
para o emprego de uma férmula aberta ocorre quando o integrando apresenta um comportamento nao usual
préximo ao(s) limite(s) de integragdo, como uma singularidade, por exemplo.

Contudo, as férmulas abertas raramente sao empregadas, pelas seguintes razoes:

1. Férmulas abertas ndo podem ser facilmente compostas juntas para formar uma regra estendida, como
as formulas fechadas, que serao discutidas na se¢ao 3.2.3.

2. Ha outras classes de férmulas de quadratura abertas largamente superiores as formulas de Newton-
Cotes. Um exemplo consiste nas formulas de quadratura gaussianas.

3. O polindmio interpolador raramente reproduz fidedignamente a forma de f(x) préxima aos pontos
singulares, o que reduz significativamente a utilidade de uma férmula aberta.

Devido a estas razoes, as féormulas abertas nao serdo detalhadamente discutidas aqui. Somente serd apre-
sentada a férmula geral para uma quadratura aberta,

b N-1
/ f(x)dz = dh Z fiwi + e, (3.9)
e i=1

sendo que os pardmetros d e h e os pesos w; podem ser obtidos em [2, se¢do 25.4] e sdo dados na tabela
3.2. Dentre as férmulas apresentadas na tabela, a mais util é a regra do ponto médio (midpoint rule),
correspondente a M = (, na tabela 3.2.

Tabela 3.2: Férmulas abertas de Newton-Cotes, dadas por (8.9). Na tabela, h = (b—a)/N e N =M + 2.

M d w1 Wo w3 Wy ws We wr EN
0 2 1 % T ()h?
" 3
B I s
3 5/24 11 1 1 11 £f<i")(a)h5
144 ]
4 6/20 11 -14 26  -14 11 2L ) () nT
5 7/1440 611 -453 562 562 -453 611 5251 F0D ()BT
6 8/945 460 -954 2196 -2459 2196 -954 460 2255 f(viii)(q)p0

3.2.3 Formulas fechadas estendidas

Quando o intervalo de integracao é grande, pode nao ser conveniente aumentar o grau do polinémio
interpolador para estabelecer férmulas de integracao mais precisas, uma vez que estas formulas tornam-se
gradativamente mais complicadas com o aumento do grau do polinémio.

A alternativa mais empregada neste caso é subdividir o intervalo de integragao e aplicar as férmulas
introduzidas na sec¢do 3.2.1 repetidas vezes. Assim, sdo obtidas as formulas estendidas ou compostas.

3.2.3.1 Regra trapezoidal estendida

Divide-se o intervalo de integracdo [a,b] em N subintervalos de igual comprimento h = (b — a)/N.
Aplicando-se entdo a férmula (3.4) N vezes para se realizar as integracoes nos intervalos [zg, z1], [z1, 23],
.+, [tn—1,2N] e adicionando estas integragbes parciais, obtém-se a férmula trapezoidal estendida:

/abf(x)dx /I f(x)dx+/:2 f(x)da:+~-~+/;if(x)da:
h

= Rt P R B (et )

2
@) + 7 (@) 4 )] B
h 1 al " 3
= §(f0+2f1+2f2+"'+2fN71+fN)_*Zf (ag) h”.

12 <
i=1
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Algoritmo 3.1 Implementacao da regra trapezoidal estendida.
Dados: h, f; = f(z;) parai=0,1,...,N.

1. soma=0
2. Parai=1:N —1, faca
3. soma= soma + f;

4. Itgp = % [2soma + fo + fn]

Pode-se mostrar, usando o Teorema da Média, que

N
> #" (o) = Nf"(B), onde 8 € [a,b].
i=1

Portanto, obtém-se a regra trapezoidal estendida:

b
/ F(@)da = %h(fo 2 2ot 2 Nt + ) — %2(1) — Q)" (B)R2. (3.10)

Pode-se notar que agora o erro de truncamento é proporcional a ey ~ h? ao passo que o erro para a férmula
(3.4) é proporcional a h3. Portanto, em principio o erro aumentou na férmula estendida. Contudo, deve-se
salientar que os espagamentos nas férmulas (3.4) e (3.10) tém valores distintos, o que nao possibilita uma
comparacao direta entre ambos.

A regra trapezoidal estendida pode ser implementada por um programa de computador com base no
algoritmo 3.1. Um exemplo pode ser visto na rotina trapez.f90, a qual pode ser acessada em www.ufpel.
edu.br/~rudi/grad/ModComp/Progs/trapez.£90.

3.2.3.2 Regra de Simpson estendida

Para implementar a regra de Simpson estendida, é necessario dividir o intervalo [a, b] em um nimero par
de subintervalos, o que corresponde a um ndimero total {mpar de pontos no conjunto {x;}, isto é, a N par,
uma vez que cada integragdo parcial serd realizada com o uso de 3 pontos para a interpolacao parabdlica.

Assim, se N é um ntmero par,

/abf(x)da: /x f(x)da:—i—/x;m f(a:)dx+---+/;: F@)de

g(f0+4f1+f2)+g(f2+4f3+f4)+"'+g(fN—2+4fN—1+fN)

1. 1 L
—%f(w) (1) h® = %f(“) (az) h® = = %f(w) (aN/Q) h®,
5 N/2
/f (fo+4f1+2f2+4f3+2f4+ “+2fn 2 +4fN_1+ [N) —*wa ().

A aplicacdo do Teorema da Média neste caso também fornece a seguinte expresséo:

N/2

D () = gf(”)(’y)a a<y<bh
i=1

Assim,

/ f(x (fo +Afi+2fs+4fs+2fa++2fn_2 +4fN_1 + fN) — bl_TOaf(”)(y)h‘*. (3.11)

Aqui também, embora o erro da regra de Simpson estendida seja aparentemente maior que na regra (3.5), os
valores de h em ambos os casos em geral sdo bastante diferentes. O algoritmo 3.2 mostra a implementagcao
da regra de Simpson estendida por um programa de computador. Um exemplo de rotina que implementa
esta algoritmo pode ser visto na funcdo simpson.f90, a qual pode ser acessada em www.ufpel.edu.br/
~rudi/grad/ModComp/Progs/simpson.£90.
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Algoritmo 3.2 Implementagao da regra de Simpson estendida.

Dados: N par, h, f; = f (z;) parai=0,1,..., N.
1. soma =0
2. Parai=1,3,5,...,N —1, faga

3. soma = soma + 2f; + fi+1

I

. Isp =% (2soma+ fo — fn).

Exemplo 3.2. Ainda calculando aproximacoes para In 2, pode-se agora aplicar as férmulas compostas.

Regra trapezoidal estendida. Tomando quatro trapézios no intervalo [1, 2], resulta N =4, h = 0,25 e

2
d 2 4 1
2~ 0,25 (1 + 8 + -+ 8 + ) =0,6970238...; erro relativo: 0,56%.

Lz 2 5372

Regra de Simpson estendida. Tomando duas pardbolas na férmula estendida de de Simpson, resulta
N=4,h=0,25¢

2
d 0,25 16 4 16 1
P (1 + 5 + 3 + - + 2) =0,693253968...; erro relativo: 0,015%.

1z 3
Comparando os resultados deste exemplo com o anterior, percebe-se que para cada regra individual, o erro
obtido foi menor, contudo, o erro é maior quando se comparam métodos que utilizam o mesmo nimero de
pontos. Por exemplo, o método trapezoidal estendido obteve um erro maior que a regra de Simpson dos
3/8, a qual também utiliza 4 pontos para calcular a quadratura.

3.2.4 Formulas abertas estendidas

Somente serd apresentada aqui a férmula estendida da regra do ponto médio (equagio 3.9 com M = 0).
Esta é uma das poucas formulas que pode ser estendida com relativa facilidade e que permanece ttil para
a integracdo automadtica, discutida na segdo 3.4. A férmula do ponto médio estendida serd apresentada na
forma de um teorema, o qual serd apresentado sem demonstracao.

Teorema. Seja f(x) uma fungio diferencidvel até a ordem 2 em [a,b], n € N par, h = (b—a)/(n+2) e
zj =a+ (j+1)h para j = —1,0,...,n+ 1. Existe um o € (a,b) para o qual a regra do ponto médio
estendida para n/2 + 1 sub-intervalos pode ser escrita como

n/2 b—a

b
/f(as)d:c:%Zf(mgj)—i— (@) (3.12)
a =0

3.2.5 Estimativas de erro nas féormulas de Newton-Cotes

Embora as férmulas de Newton-Cotes estudadas nas se¢Ges anteriores apresentem todas uma expressao
para o erro de truncamento, na pratica, a aplicagdo das expressdes nao é factivel. Isto porque expressoes
como as obtidas nas férmulas (3.10) e (3.11),

rp = — (b —@)f (DR, (a < B<b) e esp = -

b—a

180f (VA (a<y<Dh)

tém o seu cédlculo impedido pelo desconhecimento do valor exato de 3 e .

Entretanto, h4 maneiras de se realizar estimativas dos valores maximos que estes erros podem assumir e
a partir destas estimativas pode-se calcular o valor ideal para h, o espagamento entre os pontos, que permite
satisfazer um requisito inicial de valor maximo para os erros.

Ou seja, se o intervalo de integragdo for fechado e f(x) tiver derivadas continuas neste intervalo até uma
ordem k > N, onde N é o grau da regra de Newton-Cotes empregada, sempre é possivel escrever

i(b —a)h? max |f"(z)] (3.13a)

2 a<z<b

erel = b-a)lF @R <
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b—a ) b—a )
= (iv) 4 - 4 ‘ (iv)
lesn] 180 ‘f (7)‘h S o U max, |1 @)

, (3.13b)

sendo que agora é necessério realizar estimativas para os valores méaximos das derivadas de f(z) dentro do
intervalo considerado. Estas estimativas podem ser realizadas de diversas maneiras, tanto numericamente
quanto analiticamente. O exemplo abaixo ilustra a aplicacdo destas estimativas.

Exemplo 3.3. Quantos subintervalos e qual o espacamento que devem ser empregados no calculo de

1 2
/ e * dx
0

para que a aproximacao tenha erro menor que 10~% nos casos (a) Regra dos Trapézios Estendida e (b) Regra
de Simpson Estendida?

Respostas: o integrando nao possui primitiva, mas as suas derivadas podem ser calculadas em qualquer
ordem. Assim,

flx) = —2ae* f(z) =2 (22> - 1) e
" (z) = 4z (3 — 227) e F(z) =4 (3 — 1227 + 4a*) e
FO (@) = =8z (15 — 202° + da*) e,
(a) Para a férmula dos trapézios, de acordo com (3.13a) é necessdrio entdo encontrar o méximo de f”(x)

no intervalo [0,1]. Isto é possivel uma vez que se conhece a tnica raiz de f”/(z) neste intervalo, r = 0.
Portanto,
1" 11
max T)| = r) =2
s, 17| = 17 ()
e assim,

1
lers| < ghQTE <107 = hpp < V6 x 1074 ~ 0, 0245,

o que corresponde a um ntmero de subintervalos

1
NTE 2 Int (> =41.
hre

(b) Para a férmula de Simpson, de acordo com (3.13b) é necessério encontrar o méximo de f(*)(z) no
intervalo [0, 1]. Isto é possivel uma vez que se conhecem as raizes de f () (z) neste intervalo:

r=0, 1y = %(5—\/@ ~ 0, 9586.

Como
(iv) _ (iv) _ 5, /5
£ )| =12 ¢ [0 () f16(\/ﬁ—2>exp —o /5 | = 7419,
obtém-se
(iv) — | £liv) —
s, [1 @) =[5 (o) = 12
e, portanto,

h4
esl < T2 <107 = hsp < V15 x 10 0,107,

o que corresponde a um ntmero de subintervalos

1
Ngg > Int < ) = 6.
hSe

Pode-se ver, portanto, que o nuimero de subintervalos necessarios para a regra de Simpson atingir um
determinado limiar de erro é substancialmente menor que o nimero requerido pela regra trapezoidal.
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3.3 Quadratura gaussiana

Nas formulas da secdo 3.2, a quadratura de uma fungao foi aproximada pela soma de seus valores
funcionais em um conjunto de pontos regularmente espagados {f (x;)}, multiplicados pelos pesos {w;}.
Observou-se que escolhas adequadas nos pesos w; permitem a obtencdo de féormulas de quadratura de
ordens cada vez mais altas.

Nesta secao, serdao introduzidas férmulas de quadratura nas quais ndo somente os pesos {w;} na férmula
genérica (3.1) poderdo ser escolhidos, mas também as abcissas {z;} serdo determinadas de tal forma que a
quadratura resultante sera superacurada. Uma vez que as abcissas nao serao mais regularmente espagadas, as
férmulas obtidas terdo o dobro de graus de liberdade que as férmulas de Newton-Cotes possuem, resultando
em férmulas de quadratura de ordem essencialmente duas vezes maior que as formulas de Newton-Cotes,
com o mesmo numero de cdlculos do integrando.

Esta idéia foi inicialmente introduzida por Wilhelm Gauss (1814), portanto cerca de um século apds a
introducdo das férmulas de Newton-Cotes. Por esta razao, estas féormulas sdo conhecidas como Féormulas
gaussianas ou Quadratura gaussiana. Na sua formulagdo original, Gauss utilizou fra¢ées continuadas
na obtencao de suas férmulas. Em 1826, Jacobi derivou novamente as formulas gaussianas, agora utilizando
polinémios ortogonais. O tratamento sistemético de fungdes-peso arbitrdrias W(z) usando os polindmios
ortogonais, da forma como hoje sdo usualmente empregadas as férmulas gaussianas, é devido em grande
parte a Christoffel, em 1877.

O conceito de polinémios ortogonais frente a uma fungdo-peso W(x) no intervalo (a, b) se deve & definigdo
de ortogonalidade de duas fungoes reais f(x) e g(x), pertencentes ao espago vetorial das func¢oes continuas
por partes em (a, b) frente a uma fungéo peso W(z). Uma condicio suficiente para que f e g sejam ortogonais
é que o seu produto interno seja nulo,

b
(flg) = / W (z)f(x)g(x)dz = 0.

Adicionalmente, se o produto interno +/(f|f), definido como a norma de f(z), for unitario, entdo f(z) é
dita normalizada. Um conjunto de vetores {f;(x)}, ¢ = 0,1,2,..., simultaneamente ortogonais entre si e
individualmente normalizados é denominado de conjunto ortonormal.

O emprego de polindmios ortogonais para a obtenc¢ao das formulas gaussianas sera apresentado nas segoes
a seguir.

3.3.1 Idéia basica na quadratura gaussiana

A idéia bdsica consiste em escrever a férmula geral de quadratura (3.1) da seguinte maneira:

b b N
/ F(z)dx = / W(z)f(z)dx = Zwif (z4),

onde o integrando é escrito F(x) = W(z) f(x), sendo que W (x) passa a desempenhar o papel de fungao-peso
na férmula gaussiana. A escolha da forma de W (x) pode ser feita de tal modo que o integrando restante,
f(x), resulte ser o mais suave possivel, ou de forma a salientar possiveis singularidades em F(x). Isto é
necessario para que f(z) possa ser satisfatoriamente aproximada por um polindémio. Um exemplo seria a
quadratura adequada para aproximar a integral

1 exp (— COS2 (E)

———=dx.
—1 \/1 — 1‘2

A escolha natural para a funcdo-peso seria
1
V1—a?

Esta escolha em particular define o uso da férmula de Gauss-Chebyshev, conforme visto na se¢do 3.3.2.
H4 um conjunto particular de formas para W (z) que constitui as férmulas gaussianas tradicionais e que
possuem valores tabelados para os pesos {w;} e as abcissas {z;}. Algumas destas formas tradicionais serdo
estudadas na se¢ao 3.3.2.

Entao, se para um polinémio de grau k qualquer, pg(z), vale a igualdade

W(x) =

b N
/ pr(z)de = Zwipk (zi), (3.14)
a i=1
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determina-se o conjunto {x;,w;} de tal forma que a igualdade acima vale para qualquer polindémio de grau
< k. Em principio, esta escolha nao introduz vantagem nenhuma em relacdo ao uso dos polindmios de
Legendre, usados nas férmulas de Newton-Cotes, pois estes também sdo exatamente representados por esta
féormula de quadratura, como se pode notar nas equagoes (3.3a-c). A vantagem consiste na escolha de um
conjunto de polinémios ortogonais e nas suas raizes para as abcissas. Neste caso, conforme se demonstra no
teorema abaixo, a férmula (3.14) serd exata para polinémios de grau < 2k + 1! Neste sentido que se referiu
as férmulas gaussianas como superacuradas.

Teorema 3.1

Sejam

1. ¢Yr(z), k=0,1,..., N, polinémios de grau k, ortogonais relativamente ao produto interno
b
Wilis) = [ wslo)y(o)ds =0, paraj £
a

2. {z;},1=0,1,..., N as raizes de {p41(x).

Se a féormula de quadratura
b N
/ flz)dx ~ Zwipk (z;)
a i=1

é exata para polinémios de grau < N, entdo ela também sera exata para polinémios de grau
< 2N + 1.

Demonstragdo. Se payii1(x) é um polindmio qualquer de grau < 2N + 1, entdo este pode ser escrito
como:

pan+1(%) = Yni1(x)gn(x) + r(T),

onde gy (x) e ry(z) s@o polinémios de grau < N e ¥ny1(x) é um polindmio de grau < N + 1 da familia
ortogonal. Integrando esta expressdo no intervalo (a, b):

b b b
/ pan 1 (2)di = / 1 (@) (2)dz + / r (@),

observa-se que gy () sempre pode ser escrito na forma de uma combinagao linear dos polindmios i1 (), . .., ¥y (z),
pois estes sdo ortogonais. Portanto,

b
/ YN+ (z)gn (z)dz = 0.

Assim, se for usada a quadratura exata para ry(z), dada por (3.14), resulta

/abp2N+1(SC)d:L' _ /ab ry(z)de = iwm\/ ().

Lembrando agora que ry(z) = pan+1(x) — ¥n+1(z)gn(z), obtém-se

b N
/ pan+1(x)de = sz [Pan+1 (x3) — g (4) gn (24)] -

i=1

Agora, se as abcissas {x;}, ¢ = 0,1,..., N, forem escolhidas como as rafzes do polindémio ¢ y11(x), isto é,
Un41 (z;) =0,Vi=0,1,..., N, resulta finalmente

N

b
/ pon1(z)de =y wipani1 ().

i=1

O que demonstra ser a quadratura (3.14) exata para um polindémio de grau < 2N + 1.
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3.3.2 Foérmulas gaussianas classicas

Deseja-se entdo um conjunto de polinémios {p;(x)} (7 = 0,1,2,...), mutuamente ortogonais frente a
uma fungdo peso W(x) no intervalo (a,b),

b
(pilp;) = / W (2)pi(2)p; (@)dz = 0, i # J.

Um procedimento garantido para gerar este conjunto é fornecido pela relagao de recorréncia

p_1(z) = 0 (3.15a)
po(z) = 1 (3.15Db)
pj+1(213) = (.I—aj)pj(ﬁﬁ)—bjpj_l(l‘), (.j:OvLQ?"')? (3150)
onde

o A{xpilpy) .
G = llpy) (3.162)

o <pj|pj>
b = FyrY—_ (3.16b)

A férmula de quadratura gaussiana com N pontos, entdo, é:

b N
/ W) f@)de = S w;f (27) + R, (3.17)
a j=1
onde o conjunto de abcissas {z;} (j =1,..., N) consiste nas raizes de pny(x),
py(z;)=0,7=1,...,N, taisquea <z; <22 <--- <xn <b, (3.18)
o conjunto de pesos {w,} é dado por
pr-1 (25) Py (%)
e Ry ¢é o erro de truncamento da quadratura.
O célculo das regras de quadratura gaussiana cldssicas envolvem, entdo, duas fases:
1. a geragdo dos polinémios ortogonais po(x), p1(z), ..., pn(x) (3.15a-c) através da obtencao dos seus

coeficientes {a;,b;} (3.16a,b);
2. a determinagéo das raizes de py(z) e o calculos dos pesos associados {w;} (3.19).

Para o caso dos polinémios ortogonais cldssicos, os coeficientes {a;,b;} sdo explicitamente conhecidos e a
primeira fase pode ser omitida. Contudo, caso se queira utilizar uma fun¢do peso W (x) nao cléssica, os
respectivos polindémios devem ser deduzidos a partir das relagdes de recorréncia (3.15a-c).

Caso se deseje calcular a quadratura de F'(z) = W () f(z) em um intervalo (z1, x2), distinto do intervalo
(a,b) onde os polinémios p;(z) sdo mutuamente ortogonais, basta realizar-se uma mudancga na variavel de
integracao,

b— —b — bxi —
= a y+a:172 X1 y:fEQ I1I+ X1 ax27
To — T To — T b—a b—a
de forma que
w2 To — X1 b To — X1 N
Wy)fy)dy = —— W(z)f(z)dz = —— > w;if (y;) + Ru, (3.20)
T1 a 7j=1
onde .
To — I Ty —ary .
y]: b_a l‘] b_a ’j:17"'7N7

sendo {x;} as rafzes de pn(z) (3.18).
A seguir, serdo vistas algumas das regras de quadratura gaussiana cldssicas.
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:|:.’13j ’UJj
=2
1/V3 1
N=3
0 8/9
3/5 5/9
N =14
0.3399810435848562648 0.65214515486254614263
0.8611363115940525752 0.34785484513745385737
N =5
0.00000000000000000000 128/225
0.53846931010568309104 0.47862867049936646804
0.90617984593866399280 0.23692688505618908751
N=6
0.23861918608319690863 0.46791393457269104739
0.66120938646626451366 0.36076157304813860757
0.93246951420315202781 0.17132449237917034504
N=7

0.00000000000000000000
0.40584515137739716691
0.74153118559939443986
0.94910791234275852453

512/1225
0.38183005050511894495
0.27970539148927666790

0.129484966168869693271

Tabela 3.3: Abcissas {z;} (raizes dos polinémios de Legendre) e pesos {w;} para integragio de Gauss-Legendre.

3.3.2.1 Férmula de Gauss-Legendre
Esta férmula pode ser utilizada quando W (x) = 1, juntamente com os polindmios de Legendre P, (z):
1 1
Py(z)=1 Pi(x)=2 P(z)= 3 (327 —1) Ps(z) = 3 (52° — 3z),
(J+ DPja(x) = (2] + DaPj(z) — jPj-1 (),

0s quais sdo ortogonais no intervalo (—1,1). Neste caso, a férmula de Gauss-Legendre fica, a partir de (3.17),

1 N
[ f@yde =3 wif )+ R (3.21)
1 =
onde {z;} (j =1,...,N) sdo as raizes de Py(z),
Py (xzj)=0, j=1,...,N, taisque — 1<z <z2<---<zny<1 (3.22)
€ 0S pesos Sao
2
w; = y j = 1,...,N

2
(1 —a3) [Py (2)]
e o erro de truncamento é

22N+ (N (2N) _
RN_(2N+1)[(2N)!}3f €, (-1<&<1).

A tabela 3.3 mostra as abcissas e os pesos para as formulas de Gauss-Legendre até N = 7. Valores de
{z;} e {w;} para N > 7 podem ser encontrados em Abramowitz & Stegun [2, capitulo 25]. Valores exatos
para as raizes e os pesos somente podem ser encontrados para um numero finito de polinémios. Para os
restantes, é necessario obter-se estas quantidades numericamente.

Caso seja necessario calcular a quadratura no intervalo (z1,z2) qualquer, a férmula de Gauss-Legendre
fica, a partir de (3.20),

To o 1 o N
|y =257 [ e = S w0 () + R (323)

j=1
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sendo
Ty — X1 1 +x2 .
Y = 7 x5+ 5 ,j=1,...,N.

Exemplo 3.4. Calcula-se novamente a quadratura || 12 d?”, porém agora utilizando-se as férmulas de Gauss-
Legendre para um intervalo geral (3.23), com 1 =1 e 25 = 2.

Férmula de dois pontos. Usando apenas 2 pontos, j = 1,2, N = 2, obtém-se

2 dy 1( 1 1>
— s lwi—twr— |,

1Y 2 Y1 Y2
onde

_1 +3 _1 +3

y1—2x1 9’ Z/2—2$2 9

Ty € To sdo as raizes de

1 T =-—=
Py (w) = 5 (3] -1) =0 = {xQ _ 1
RYE]
¢ 2
wj; = 35 j:1,2:>w1:w2:1.
(1 —a3) [P3 ()]
Portanto,

31 3,1
y1_2 2\/57 112—2 2\/5

2

dy 1/1 1
yz<+):07692307692,
1Y 2\ Y2

cujo erro relativo é de apenas 0,12%, o qual é um pouco melhor que o resultado obtido com a regra de
Simpson (segdo 3.2.1.2), para a qual foram necessédrios 3 pontos.

Férmula de 3 pontos. Usando-se 3 pontos, N =3 e

Zdy 1 1 1 1
— R |wW— Fwr— Fw3— |,

1y 2 (7 Y2 Y3
onde
1 + 5 1 + 5 L + 5
= = —_ = = —_ = - —_
U1 5 1 Bk Y2 B 2 57 Y3 B 3 9’

sendo x1, T2 e x3 as raizes de Ps(x):

T :—\/g
=0

i

2 . 5 8
w; = 5, J=1L23=w =wy=_, wa=.
(1 —=3) [P5 (x;)] 9 9
Portanto,
3 1 /38 3 3 13
y1—2 2\ 5’ y2—2, y3—2 o\'5
e

2
dy 1 (5 1 81 51 )
— x|l -—+=-—+-—] =0,693121693,

1y 2\9y 9y 9ys

o qual tem um erro relativo de 0,0037%, um pouco melhor que o resultado obtido com a regra de Bode

(secao 3.2.1.4), a qual necessitou de 5 pontos.
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3.3.2.2 Férmula de Gauss-Chebyshev

Nesta férmula sdo empregados os polinémios de Chebyshev:
To(z) =1, Ti(z)==z, To(z)=22>—-1, T3(x)=4z>— 3z,
Tjta(x) = 20T (x) — T (2),
0s quais sdo ortogonais no intervalo —1 < z < 1 frente a fun¢édo peso
1

Neste caso, a férmula de Gauss-Chebyshev fica, a partir de (3.17),

W(x) =

L fla) al
/,1 N ;“’f‘f (25) + B, (3.24)

onde {z;}, (j =1,2,...,N) sao as raizes de Tn(x) = 0,

O erro de truncamento Ry no uso da férmula (3.24) é

™

Ry=—"—
N (2n)122n-1

fe©), (-1<g<1).

Caso seja necessdrio calcular a quadratura no intervalo (z1, z3) qualquer, a férmula de Gauss-Chebyshev
fica, a partir de (3.20),

/ Vy (22 — / \/76196 = Zw]f (y;) + Rn, (3.25)

sendo
X2 — T Ty + 22
Yy; = 9 Ty 2 )
A regra de Gauss-Chebyshev possui uma implementacao numérica bastante simples. A rotina apresen-
tada abaixo, fungio gauss_chebyshev (programa 3.1), ilustra como esta implementacdo pode ser realizada

com o Fortran 95.

j=1,...,N.

Programa 3.1: Implementacdo da férmula de Gauss-Chebyshev em Fortran 95.

Prsorsrrnsrsxssrsxsrssskrskrsst FUNCAO Gauss_ ChebysShen ks ks kst k gk £k £ 5k & K kKK KKK K
Implementa a formula de Gauss—Chebyshev para uma integral definida de
limites arbitrarios.

Argumentos:
f: Funcao a ser integrada (integrando menos funcao peso).
xzl: Limite inferior de integracao.
z2: Limite superior de integracao.
n: Numero de pontos usados na quadratura gaussiana (n > 1).

/
!
!
/
/
/
/
!
!
I Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.

! Data: Maio/2008.

/

function gauss_ chebyshev (f ,x1,x2,n)

real (kind= dp) :: gauss_chebyshev
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real (kind= dp), intent(in) :: x1, x2
integer , intent(in) ‘i on

real (kind= dp) :: x_menos, x_mais, y, Xj, Wj
integer :: j

INTERFACE

function f(x)
use Modelos_ Computacionais_ Dados
real (kind= dp) i f
real (kind= dp), intent(in) :: x
end function f

END INTERFACE

x_menos= 0.5%(x2 — x1)
x_mais= 0.5%(x1 + x2)
wj= pi/real(n,dp)
gauss_ chebyshev= 0.0_dp
do j=1, n
xj= cos((j—0.5)xpi/real(n,dp))
y= X_Inenos*Xxj 4+ X_ mais
gauss_ chebyshev= gauss_ chebyshev + wjxf(y)
end do

return
end function gauss_chebyshev

3.3.2.3 Fé6rmula de Gauss-Laguerre

Nesta férmula sdo empregados os polinémios de Laguerre :

1 1 ,
Lo(z) =1, Li(z)=1-u=, Lz(z):§(274x+x2), Lg(z):6(6718x+9z271’5),

G+ D Ljna(x) = (2 +1—2) Lj(z) — jLj-1(2),
os quais sdo ortogonais no intervalo 0 < x < oo frente a fungdo peso
W(z) =e"".

Neste caso, a féormula de Gauss-Laguerre fica, a partir de (3.17),

o N
| e e =Y wf () + R

0

j=1
onde {z;} (j =1,...,N) sdo as raizes de Ly (),
xj tais que Ly (z;) =0, onde j=1,..., NeO <z <zy<---
e {w;} sdo os pesos, dados por
Lj

T N Iy @)

O erro de truncamento Ry no uso da férmula (3.27) é

(1)’

By = (any

FEE), (0<€<o0).

(3.26)

< TN

A tabela 3.4 mostra as abcissas e os pesos para as férmulas de Gauss-Laguerre até N = 5. Uma listagem

mais completa pode ser encontrada em [2, capitulo 25].
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Tabela 3.4: Abcissas {z;} (raizes dos polinémios de Laguerre) e pesos {w;} para integragio de Gauss-Laguerre.

T wj
N =2
_ 2-2
2-v2 4(~1+v2)"
242
2+v2 1(1+v2)?
N=3

0.41577455678347908331
2.29428036027904171982
6.28994508293747919866

0.32254768961939231180
1.74576110115834657569
4.53662029692112798328
9.39507091230113312923

0.26356031971814091020
1.41340305910651679222
3.59642577104072208122
7.08581000585883755692
12.6408008442757826594

0.71109300992917301545
0.27851773356924084880
0.01038925650158613575

0.60315410434163360164
0.35741869243779968664
0.03888790851500538427
0.00053929470556132745

0.52175561058280865281
0.39866681108317592745
0.07594244968170759539
0.00361175867992204845
0.00002336997238577623

3.3.2.4 Férmula de Gauss-Hermite
Nesta férmula sdo empregados os polindmios de Hermite:

Hy(z) =1, Hy(z) = 2z, Hy(x) = 42? — 2,

Hj1(x) = 20Hj(x) — 2jH; (),

Hs(x) = 82 — 12z,

os quais sdo ortogonais no intervalo —oco < x < oo frente a fungdo peso
W(z)=e"".

Neste caso, a férmula de Gauss-Hermite fica, a partir de (3.17),

o N
/ e f(@)ds = 3 wyf (2;) + R, (3.27)

— 00

j=1

onde {z;} (j =1,...,N) sdo as raizes de Hy(z),
x; tais que Hy (z;) =0, onde j=1,..., NeO<z <22 <---< N

e {w;} sdo os pesos, dados por

_ 2NTINW/T
N2 [Hy 1 ()]

O erro de truncamento Ry no uso da férmula (3.27) é

_ NWWrm
2N (2N)!

wj

Ry FEME), (=00 < €< 00).

A tabela 3.5 mostra as abcissas e os pesos para as férmulas de Gauss-Hermite até N = 6. Uma listagem
mais completa pode ser encontrada em [2, capitulo 25].

3.4 Integracao automatica e adaptativa

Nesta segao serao abordadas, em menor grau de detalhe, técnicas mais avancadas para a quadratura nu-
mérica, tanto via formulas de Newton-Cotes quanto via férmulas gaussianas. As técnicas aqui mencionadas
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:I::Bj wj
=2
1/v/2 V)2
N=3
0.0 2\/7/3
3/2 J7/6
N =4
0.52464762327529031788 0.80491409000551283651
1.65068012388578455588 0.08131283544724517714
N=5
0, 00000000000000000000 8y/m/15
0.95857246461381850711 0.39361932315224115983
2.02018287045608563293 0.01995324205904591321
N=6

0.43607741192761650868
1.33584907401369694971
2.35060497367449222283

0.72462959522439252409
0.15706732032285664392
0.00453000990550884564

Tabela 3.5: Abcissas {z;} (raizes dos polindmios de Hermite) e pesos {w;} para integragio de Gauss-Hermite.

fornecem, além do célculo da quadratura, também a obtencdo de uma estimativa de erro, o que possibilita
o desenvolvimento de algoritmos que implementam o calculo de uma quadratura com a imposicao de um
valor superior no seu erro, para qualquer integrando, de uma forma automatica ou adaptativa.

As técnicas aqui mencionadas formam as bases tedricas de rotinas modernas para o cdlculo de quadra-
turas, oferecidas por diversos pacotes comerciais de computagao numérica.

3.4.1 Integracao de Romberg

Uma rotina de integracao automdtica é aquela que, aplicando uma determinada regra de quadratura
para valores consecutivamente menores de espacamento entre os pontos da abcissa, calcula também uma
estimativa de erro independente da forma especifica de f(z), interrompendo a sua execugdo quando o
resultado estiver dentro de uma tolerancia exigida pelo programador, a qual pode ser as estimativas de erro
absoluto ou relativo.

Este tipo de algoritmo é relativamente simples de ser implementado usando as regras de Newton-Cotes;
quando se utiliza a regra trapezoidal estendida (segdo 3.2.3.1) para implementar uma rotina integradora au-
tomatica baseada no método de extrapolagdo de Richardson (segdo 2.5), esta rotina denomina-se Integragio
de Romberyg.

De acordo com o método de extrapolagao de Richardson, deve-se aplicar o algoritmo de integracao para
dois valores distintos do pardmetro h. A estimativa de erro entdo obtida pode ser utilizada tanto para
realizar controle de erro quanto para a extrapolacdo. Relembrando os principais resultados desta regra, se
a férmula de quadratura é aplicada com o pardmetro h, obtendo o resultado I (h) e posteriormente para o
espagamento h/R, resultando I (h/R), as férmulas (2.13a, b) fornecem como estimativas de erro absoluto:

pat= [ (5) 1] (E e ma (B) = 1 (B) 1) oy ease

onde n é a ordem do erro da férmula de quadratura. A férmula de extrapolagdo é entdo dada por (2.14):

Textrapolado = I (g) +EA (g) _ Rnl_ (R (h/R) — 1 (R)]. (3.28h)

3.4.1.1 Integrais definidas de Romberg

Sera apresentada inicialmente a regra de Romberg para integrais definidas, para as quais pode-se fazer uso
das férmulas fechadas estendidas discutidas na secao 3.2.3. Para implementar uma integragao automatica
neste caso, utiliza-se a regra trapezoidal estendida (3.10),

b
/ f(x)dac ~ %h (fo +2f1+2fo+- - +2fnv_1+ fN) =Irg (h) . (3.29)
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Pode-se mostrar [14, Eq. 4.2.1] que o erro total é dado por uma série de poténcias pares de h:>

B _ _
A A X 2k (2k—1)  p(2k-1) 2k | ..
720 o' —INI +(Qk)!(o W)

1
EArg = 5 (fo— fn) R+

sendo { By} o conjunto dos nimeros de Bernoulli. Portanto, n = m = £ = -+ - = 2 nas férmulas extrapoladas
(2.14 — 2.17) e nas estimativas de erros (2.13, 2.15, 2.18). Desta forma, o resultado Iextrapolado POSSUi um
erro agora da ordem O (h4).

Inicia-se o procedimento escolhendo um valor inicial para o parametro h, calculam-se as quadraturas
numéricas Itg(h) e Itg (h/2) a partir de (3.29). Estes valores iniciais sdo identificados por Ig)) (h) e

Ig) (h/2), respectivamente, com suas respectivas estimativas de erro obtidas para R = 2:

1Y (h) =Irp (h) Iy (Z) =Irg (Z)
EAo () :222i 1 {Ign (’21) o (h)] BA (;‘) o {Ig)) (g) o (h)] .

De acordo com (3.28), o valor extrapolado da quadratura passa a ser 11(30) (h/2)+EAq (h/2). Esta quantidade
passa a ser identificada por Il(-t,l) (h):

1 h
15 (h) = 57— {2211(;?) (2> — 1y (h)} :

o qual possui um erro da ordem O (h4). Contudo, ndo se conhece o valor deste erro; tudo o que se obteve

até este momento foi o erro EAq (h/2), correspondente & aproximacao Ig)) (h/2).

Para se calcular o erro de Ig) (h), é necessério agora aplicar a férmula (2.15), o que implica na necessidade
do célculo de Il(%l) (h/2). Desta forma, obtém-se EA; (h) e EA; (h/2), dados por:

EA, (h) = in : {11(31) <;‘) — 1) (h)] e EA, (Z) = 241_ : [IQ (Z) — 1Y (h)} :

O valor extrapolado agora passa a ser I}(;) (h/2)+ EA; (h/2), o qual é identificado por Ig) (h):
2 1 n(h 1
10 = 5 |21 (5) - 18 0]

cujo erro é da ordem O (h%); porém, a melhor estimativa de erro ¢ EA; (h/2), correspondente a 11(31) (h/2).

2 . (o 2 o .
Para se calcular o erro de Iz(z) (h) é necessério calcular I}(%) (h/2), o que reinicia o ciclo.
Para sistematizar, pode-se afirmar que, aplicando-se a regra trapezoidal estendida para uma sucessao
de incrementos h cada vez menores, sendo que cada valor consecutivo de h é a metade do valor anterior

(R = 2), obtém-se de (3.29) as integrais de Romberg I}(f) (h), k =0,1,2,..., e as melhores estimativas de
erro, fornecidas por EA;_1 (h/2), onde

19 (h) =I7p (h)
1

1 (20 (R 0 h L [o(h 0 1]
g ()] ez ()
2 1 [ 1 h 1 T h 1 [ 1 h 1 )
0 g [ () -] ma(f) s [0 (5) -0 w
3 1 2 h 2 | h 1 [ 2 h 2 |
1§ (h) =57 2611(%)(2)—1}3)@) , EA, <2> = 19(2)—1}%)(/1)

Pode-se induzir o k-ésimo (k > 1) valor extrapolado e o seu erro:
k) Vo grpte=n (B _ pe-1)
15 (h) o [4 1 <2) — 1 (h)} ,

h 1 k-1 (R (k—1)

2Esta é a Férmula de Buler-MacLaurin. Uma derivacio simplificada da mesma pode ser encontrada em DeVries (1994) [5,
Cap. 4].

(3.30)
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) :
. Iy (h)
0 2
Iz(a)<2> 1) (h)
1 (3) 1) (h)

o (h @ (h (4)
0 (%) i (4 0
W (h @ (h
'x (22> 'k (2)

o (h (2) @ (N
1 (5) 5 () 1 (3)
W (h @ (h
() 1 ()

o (h @ (h
'x (24) 'x (23)
W (h
'k (24)

o (h
1 ()

Figura 3.5: Integrais de Romberg Il(zk) necessdrias para o cdlculo de 11({4) (h) e EA4(h), de acordo com (3.30).
Nota-se que cada par de termos em uma dada coluna gera o termo centrado ma coluna & direita.

N=1
I s | 2
: - - : 3
B & < i . { 4
o Z i Z - 5 - & & (1otal after N = 4)

Figura 3.6: Chamadas consecutivas da rotina que calcula a quadratura trapezoidal estendida incorporando a
informacdo de chamadas anteriores e calculando o integrando somente mos movos pontos mecessdrios para o
refinamento da grade. A linha final mostra o nidmero total de cdlculos do integrando apds as quarta chamada
da rotina.

Supondo entdo que se queira aplicar a regra de extrapolacao (3.30) até k = 4. Para se obter I (h)
é necessdrio calcular 11(%3) (h), IS) (h/2), o que implica em calcular antes 11(22) (h), Ig (h/2) e 1(2) (h/2 )
para as quais sdo necessarias Ig) (h), Ig) (h/2), Il(%l) (h/22) e 11(%1) (h/23) e, finalmente, I(O) (h), I(O) (h/2),
Iﬁzo) (h/22), Ig)) (h/23) e Ig)) (h/2*). Ou seja, para uma extrapolagdo até o k-ésimo termo, é necesséria a
aplicacdo da quadratura trapezoidal para os intervalos h, h/2, ..., h/2¥ o que vai implicar em até N = 2F

subintervalos.
Para o célculo da estimativa de erro EA,_1 (h/2), é necessario que se conhega também I(O) (h), ...,

11(30) (h/ 2’“). O diagrama da figura 3.5 ilustra a interdependéncia entre os consecutivos estagios de extrapo-
lacdo para k = 4. Generalizagoes para valores maiores de k sdo facilmente realizadas.

Antes de qualquer preocupacao a respeito da implementacdo do controle de erro e critério de parada da
rotina integradora, pode surgir agora a convicgao de que o nimero de calculos da quadratura (3.29) para as
extrapolacOes se torna rapidamente tdo grande que uma aplicagdo pratica deste método se torna inviavel.
Felizmente, isto ndo é verdade. Para a regra trapezoidal entre limites fixos a e b, pode-se dobrar o nimero de
subintervalos sem que se perca o trabalho realizado previamente. A implementacdo mais grosseira da regra
trapezoidal seria tomar, na primeira chamada (N =1), h =b—a, fo = f(a) e f1 = f(b), calculando-se
entao

19 (1) = 5 (o + ).

O primeiro estigio de refinamento consiste entdo em realizar a segunda chamada (N = 2), na qual basta
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Algoritmo 3.3 Calcula o n-ésimo refinamento da regra trapezoidal estendida (3.29), sendo dados f(x), os
limites de integragdo (a,b) e o resultado da quadratura no estdgio anterior (Igom). Os pontos incluidos em
cada estdgio sao sempre distintos de todos os outros pontos anteriores, conforme ilustrado na figura 3.6.
Quando chamado com n = 1, o algoritmo calcula a quadratura usando h = b — a; quando chamado com
n=2,3,..., o resultado sera refinado pela adicdo de 2”2 pontos interiores adicionais.
Dados: f(z), a, b, n e Irom:
Se n =1 entao:
Irom = (1/2) (b= a) [f (a) + £ ()
senao:
npts = 272
0= (b—a)/npts
r=a+4§/2
soma =0
Para j = 1: npts, faga:
soma = soma + f(x)
r=x+0
final lago
IrRom = (1/2) [Irom + (b — a) soma/npts]
final teste

adicionar o valor da funcao no ponto central e realizar as transformagoes

h b—a
(N=2): h—>§, To=a, Tp=a+——, r2=0b fi—f2 efi=f(n),
resultando N . .
0) L (0 .
11(2 <2> :2*2(f0+2f1+f2)1511(3 (h)+§f1,
o segundo estagio (chamada N = 3) consiste na adigdo dos pontos em h/4 e 3h/4 , através das transformagoes
h 1b—a b—a 3b—a
N = . - = = — = _— = — =
( 3) h—>2, To=a, I a+2 5 0 2 a+ 5 0 3 a+2 5 0 4 b,

fao=fo, fi—=fo, fi=[f(2v1), e fz=f(z3),

resultando L N " "
0 1
Iy (22) =3 (fo+2fi+2fa+2f3+ fa) = 511(?,) (2> t5 (fi+ f3)
e assim consecutivamente. A figura 3.6 ilustra a aplicacdo prética desta idéia.

A implementacao desta idéia é apresentada no algoritmo 3.3. Este algoritmo deve ser chamado pela rotina
integradora para calcular os termos da primeira coluna do diagrama na figura 3.5. A primeira chamada
deve ser realizada com n = 1, incrementando-se o valor de n por 1 a cada chamada subseqiiente, totalizando
k + 1 chamadas, sendo k o grau de extrapolagdo desejado na rotina de Romberg (3.30).

O algoritmo 3.3 estd implementado em Fortran 95 na forma de uma func¢ao no programa 3.2.

Programa 3.2: Implementagdo do algoritmo 3.3 em Fortran 95 na forma de funcdo.

Prsxrrrsnxnsxxrrrrrssssssxxxsssr FUNCAO TRAPEZ ROM 5 5 5 5% % % % % ok ok ok ok ok 5k K K K K K K K K K ¥

! Calcula a quadratura numerica de uma funcao f(z) pela regra dos trapezios
! estendida .

! Criada como parte integrante do Metodo de Romberg para integracao
! automatica .

/

! Argumentos:

I f: Funcao na forma f(zx) a ser integrada (Entrada).

! a: Limite inferior de integracao (Entrada ).

! b: Limite superior de integracao (Entrada ).

! n_ordem: Ordem de chamada da funcao (Entrada ).

/

! Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.

! Data: Maio/2008.
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function trapez_rom(f, a, b, n_ordem)

real (kind= dp) :: trapez_rom
integer, intent(in) :: n_ordem
real (kind= dp), intent(in) :: a, b
integer :: i

integer, save :: npts

real (kind= dp) :: h, delta, x, soma
real (kind= dp), save :: I_te, fat2
INTERFACE

function f(x)
use Modelos_ Computacionais_Dados
real (kind= dp) :: f
real (kind= dp), intent(in) :: x
end function f

END INTERFACE

h=Db — a

! Testa primeira rodada.

select case(n_ordem)

case (0) ! Primeira rodada.
I_te= 0.5xhx(f(a) + (b))
fat2= 1.0_dp
npts= 1

case default ! Rodadas subsequentes.
delta= h/fat2
x= a + 0.5xdelta
soma= 0.0_dp
do i= 1, npts

soma= soma + f(x)
x= x + delta

end do
I_te= 0.5%(I_te + hxsoma/fat2)
fat2= 2.0_dp=*fat2
npts= 2xnpts

end select

trapez_rom= I_te
return
end function trapez_rom

Tendo sido estabelecido um algoritmo eficiente para o computo de II(%O) (h), ..., Iz(?(,)) (h/Qk), outro se
faz agora necessario para implementar a integracdo de Romberg, juntamente com um controle de erro que
interrompe o processamento quando o erro absoluto ou relativo fica abaixo de um limite de tolerdncia
fornecido pelo programador.

A subrotina 3.3 apresentado a seguir implementa o célculo da quadratura pelo método de Romberg.
A abordagem adotada consiste em percorrer as diagonais do diagrama apresentado na figura 3.5 duas

vezes consecutivas a cada teste no valor do erro relativo obtido. Ou seja, partindo de II(Q?) (h), calcula-se
em seqiiéncia a diagonal composta por 1530) (h/2) e Ig) (h), seguido do célculo da diagonal composta por
II(;?) (n/2?), 11(21) (h/2) e Ij(f) (h), o que permite o calculo de EA; (h/2) e do erro relativo. Se a estimativa de
erro desejada foi alcancada, o resultado é 1 1(32) (h); caso contrério, as préximas duas diagonais sdao calculadas,
sendo testados FAy (h/2) e II(:?) (h) e assim consecutivamente.

Programa 3.3: Programa que calcula a quadratura numérica pelo Método de Romberg.

Prsrsnrnsnsxsrnsxsnsrskxnkrsrsst SUBROTINA QUAD ROM s # 5 s ok 5 ok ok o 5k o K K K K KKK KKK KA KA
! Calcula a quadratura numerica de uma funcao f(z) usando o Metodo de Romberg.
!

! Argumentos:

! f: Funcao na forma f(x) a ser integrada (Entrada ).

! a: Limite inferior de integracao (Entrada ).
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b: Limite superior de integracao (Entrada ).
errrel: Valor mazimo admitido para o erro relativo (Entrada).
result: Valor obtido para a quadratura numerica (Saida ).
errest: Valor estimado para o erro relativo (Saida ).

Rotina auziliar: trapez_rom.

Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.
Data: Maio/2008.

subroutine quad_rom(f, a, b, errrel, result, errest)

real (kind= dp), intent(in) :: a, b, errrel

real (kind= dp), intent(out) :: result, errest
! Variaveis locais

integer :: k, i, np

real (kind= dp) :: quatroi, quatroiml, erra I

real (kind= dp), dimension(:), allocatable :: Ikml, Ik, tel, te2
INTERFACE

function f(x)

use Modelos_ Computacionais_ Dados

real (kind= dp) :: f

real (kind= dp), intent(in) :: x

end function f
END INTERFACE

if (b = a)then
result= 0.0_dp
errest= 0.0_dp
return
end if
np= 100 ! Tamanho inicial dos vetores.
allocate (Ikm1(0:np), Ik (0:np))
Ik (0)= trapez_rom(f, a, b, 0)
Tkm1(0)= trapez_rom(f, a, b, 1)
erra_I= (Ikm1(0) — Ik (0))/3.0_dp !Primeira est. de erro.
Tkm1(1l)= Tkml1(0) + erra_lI
k= 2
do
if(k > np)then /Dobrar a alocaA§ALo atual dos vetores
allocate(tel (0:2%np), te2(0:2xnp))
tel (0:np)= Ikml ; te2(0:np)= Ik
call move_alloc(tel ,Ikml)
call move_alloc(te2,Ik)
np= 2*np
end if
! Realiza lacos ao longo das diagonais.
Ik (0)= trapez_rom(f, a, b, k)
quatroi= 1.0_dp
do i=1, k
quatroi= 4.0_dp*quatroi
quatroiml= quatroi — 1.0_dp
erra_I= (Ik(i—1) — Ikml(i—1))/quatroiml
Ik (i)= Ik(i—1) + erra_I
end do
! Calcula e compara erro
errest= abs(erra_I/Ik(k))
if (errest <= errrel)then
result= Ik (k)
exit

! Primeira extrapolacao.
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else
k=k + 1
Ikml= Ik
end if
end do
return

end subroutine quad_rom

Cabe aqui mencionar que tanto a fungdo trapez_rom quanto a subrotina quad_rom necessitam de infor-
magoes adicionais para que todas as interfaces e espécies de variaveis sejam explicitadas. A melhor estratégia
consiste em inserir estas rotinas em um médulo, o qual pode usar outros médulos que contenham declaracoes
globais de varidveis ou rotinas auxiliares. Outro ponto que merece destaque é que a subrotina quad_rom
faz uso de vetores alocaveis para acumular os resultados das diagonais da figura 3.5. Embora raramente
possa acontecer, é possivel que o tamanho declarado para os vetores seja excedido devido as exigéncias
na acuracidade do resultado. Para evitar a ocorréncia de um erro do tipo out-of-bounds, a subrotina faz
uso da subrotina move_alloc, a qual ird duplicar o espago disponivel para os vetores usados na subrotina
quad_rom, empregando dois vetores temporarios templ e temp2, os quais sdo automaticamente dealocados
apés a execugdao do move_alloc. Esta subrotina nao existe no Fortran 95, mas foi criada como rotina
intrinseca no Fortran 2003.

Todas as rotinas desenvolvidas neste capitulo, em conjunto com os médulos necesséarios para implementéa-
las, podem ser obtidos em http://minerva.ufpel.edu.br/~rudi/grad/ModComp/Progs/.

3.4.1.2 Integrais improéprias de Romberg

O termo integral imprépria normalmente se aplica quando ocorre no minimo um dos problemas a seguir:

1. O integrando possui uma singularidade removivel; isto é, existe no minimo um ponto no qual a funcao
nao estd definida, mas possui um limite finito. Por exemplo, f(z) = senx/x em z = 0.

2. O integrando possui uma singularidade integravel em um ponto conhecido, o qual pode ser um dos
limites de integracdo. Por exemplo,

1
dx
/ —a para 0 < o < 1.
0

3. O limite superior de integracao tende a oo e/ou o limite inferior tende a —oo. Neste caso, a integral
somente possuird um valor se o integrando possuir o limite lim, ,1+. f(z) — 0 e o limite a seguir

também existir,
R

lim |f(x)] de 4 oc.
R—o0 R

Nesta secdo sera discutida a implementagao de um integrador automatico que possibilita o calculo de integrais
impréprias que satisfazem as condigoes acima, juntamente com o controle de erro no céalculo numérico da
integral.

Para implementar o célculo de integrais improprias, uma regra de quadratura aberta se faz necessaria
para evitar o calculo do integrando em um ponto singular finito ou no infinito. Serd entao empregada a regra
do ponto médio estendida (3.12), pois esta possibilita uma implementagio relativamente facil e eficiente do
método de extrapolagdo de Richardson. De fato, esta regra possui a mesma vantagem que a regra trapezoidal
estendida possui para a integral de Romberg, qual seja, o fato de que os termos de erro de truncamento
na férmula de quadratura sdo sempre proprocionais a poténcias pares de h, conforme estd expresso pela
Segunda Férmula de Euler-MacLaurin [13, Eq. 4.4.1]:

EApyg = % [f'(b) — f'(a)] A? + -+

Boy,
(2k)!

(1 2-2k+1) [f(%fl)(b) _ f(%*l)(a)} h2F 4. (3.31)

sendo EApy g o erro absoluto resultando do uso desta regra.

Por outro lado, diferente do que ocorre com a regra trapezoidal estendida, para a qual os pontos utilizados
no calculo anterior podem ser aproveitados posteriormente, bastando para isso dobrar o nimero de sub-
intervalos a cada iteragdo, na regra do ponto médio estendida isto somente ocorrerd se o nimero de sub-
intervalos for triplicado entre dois calculos subsequentes. Por exemplo, se a primeira aproximagao para o
valor de Ipy/g, isto é, o valor da quadratura usando a regra, for obtida utilizando somente 1 ponto, em
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29 =a+ h/2, sendo h = b — a (o que corresponde a tomar-se n = 0 em 3.12), este somente serd utilizado
na préxima iteragdo para n = 4 (onde serdo utilizados os 3 pontos em zg = a + h/6, 1 = a+ h/2 e
z9 = a + 5h/6). Estes 3 pontos somente serdo utilizados novamente se a proxima iteracido ocorrer para
n = 16, para a qual sdo utilizados os 9 pontos em zg = a + h/18, 1 = a + h/6, xo = a + 5h/18,
x3 = a+ Th/18, x4 = a+ h/2, x5 = a + 11h/18, v = a + 13h/18, 7 = a + 5h/6 e xg = a + 17h/18.
Nesta ultima iteracdo, torna-se necessario calcular 6 pontos adicionais. De uma forma geral, para a i-ésima
iteracdo (i > 2), torna-se necessario calcular (2/3) x 3~1 pontos adicionais, sendo a relacio entre o ntimero
total de pontos (n,:s) para um dado valor de n dada por n = 2 (n,ts — 1), para nys = 1,3,9,27,...,3%, ...

Quanto ao valor de Ipysg, se para n = 0 obtém-se (de acordo com 3.12)

h
1) = hfo, sendo fo = f <a + 2) :

este valor pode ser aproveitado no calculo para n = 4 da seguinte maneira,

h 1 1 5
I;fKIE:§(fo+f1+f2), sendoxoza—kgh, x1:a+§hex2:a+6h.

Entao 1
4
11(91{413 =3 [h (fo+ f2) + IJ(DOR/IE] .

Por sua vez, para n = 16 resulta

1A
Il(Dljef)E: 3 [3 (f0+f2+f3+f5+f6+f8)+11(;1]2415:|'

Observa-se aqui um claro padrao que pode ser utilizado para a elaboragdo de um algoritmo.

O algoritmo 3.4 sugere uma implementacao para o calculo de Ipyg fazendo uso do resultado da iteragao
anterior. Este algoritmo baseia-se na subrotina midpnt apresentada por Press et al. (1992) [13, secdo 4.4],
mas é bastante semelhante ao algoritmo 3.3. Este algoritmo estd implementado na forma de uma func¢ao em
Fortran 95 no programa 3.4. Esta fungao faz uso do construto forall para torni-la apta a paralelizagao do
c6digo. Para tanto, é necessario que a fungdo a ser integrada seja pura.

Algoritmo 3.4 Calcula o n-ésimo refinamento da regra do ponto médio estendida (3.12), sendo dados f(x),
os limites de integracdo (a,b) e o resultado da quadratura no estégio anterior (Ipprg). Os pontos incluidos
em cada estdgio sdo sempre distintos de todos os outros pontos anteriores. Quando chamado com n =1, o
algoritmo calcula a quadratura usando h = (b — a)/2; quando chamado com n = 2,3, ..., o resultado sera
refinado pela adigao de (2/3) x 3"~! pontos interiores adicionais.

Dados: f(z), a, b, n e Ipyg:
Se n =1 entao:
Ipye = (b—a) f (%)

senao:
npts = 372
d=(b—a)/(3npts)
02 =26
r=a+4/2
soma =0

Para j =1 : npts, faga:
soma = soma + f(x)
x=2x+ 02
soma = soma + f(x)
r=x+96
final laco
Ipme = (1/3) [Ipme + (b — a) soma/npts]
final teste

Torna-se necessaria agora uma subrotina, nos moldes da quad_rom (programa 3.3), para acionar a fungéo
pntmed_rom e realizar a integracdo impropria utilizando o método da extrapolagdo de Richardson. O valor
extrapolado e a estimativa de erro serdo novamente dadas por (3.28a,b). Agora, porém, a cada ordem de
refinamento o sub-intervalo anterior serd divido pelo fator R = 3. Como o erro absoluto na regra do ponto
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Programa 3.4: Implementacdo do algoritmo 3.4 em Fortran 95 como uma funcdo.

Prssrrrsnnsxxrrrrrssskrksxxxsssr FUNCAO PNTMED ROM % 5 5 % % % % % % ok ok ok ok 5k K K K K K K K ok K K ¥

! Calcula a quadratura numerica de uma funcao f(z) pela regra dos pontos
! medios estendida .

! Criada como parte integrante do Metodo de Romberg para integracao
! automatica .

/

I Argumentos:

I f: Funcao na forma f(z) a ser integrada (Entrada).

! a Limite inferior de integracao (Entrada ).
I'b Limite superior de integracao (Entrada ).

! n_ordem: Ordem de chamada da funcao (Entrada ).

/

! Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.

! Data: Junho/2010.

/

function pntmed rom(f, a, b, n_ordem)

real (kind= dp) pntmed_rom

integer , intent(in) n_ordem

real (kind= dp), intent(in) :: a, b

integer :: i, npts

real (kind= dp) h, del

real (kind= dp), save I pme

real (kind= dp), dimension (2x%(3*x(n_ordem—1))) :: x, f_eval

INTERFACE
pure function f(x)
use Modelos_ Computacionais_Dados
real (kind= dp) :: f
real (kind= dp), intent(in) :: x
end function f
END INTERFACE
h=Db — a
select case(n_ordem) ! Testa primeira rodada.
case (0) ! Primeira rodada.
I _pme= hx*f (0.5_dpx(atb))
case default ! Rodadas subsequentes.
npts= 3xx(n_ordem — 1)
del= h/(6.0_dp*npts)
forall (i= 1:npts)
x(2%xi—1)= a + (6%i—5)xdel
x(2xi)= a + (6xi—1)xdel
end forall
forall (i= 1:2xnpts)
f eval(i)= f(x(i))
end forall
I pme= 2.0 _dpxdels«sum(f_ eval) + I _pme/3.0_dp
end select
pntmed_rom= I_pme

PRINT *,
DO I= 1,

END DO

PRINT
return
end function pntmed_rom

'N_ORDEM=", N_ORDEM
2+«NPTS

!
!
! PRINTx, °I=",1, X(I), F EVAL(I)
!
!

"I=", PNIMED ROM
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médio estendida é dado por uma série de poténcias pares de h, da mesma forma que para a regra trapezoidal
estendida, pode-se usar a implementacdo desta tltima como guia para a integral de Romberg de integrais
impréprias.

Portanto, chamando II(S)(h) = Ippr(h) o valor da quadratura na ordem mais baixa da regra do ponto
médio, os valores extrapolados e as estimativas de erro nas ordens subsequentes serdao dados por:

, L [3270 (B 0 ()] h 1 [0 (h 0) /o1 |
W =gt [ (5) —ww]. e (5) =gty [ (5) -0
: LT (Y po ) BN 1 Do (h ]
10 =gy [ (5) - o] e () =gy [0 (5) W
3 1 - 2) (N 2 ] h 1 [ 2 (h 2 |
R0 =gy [ (5) -~ w]. e (5) =gt |1 (5) - o)

Pode-se induzir entdo o k-ésimo (k > 1) valor extrapolado e a estimativa de erro como
& 1 (k—1 h k—1
I (h) =1 [9kI§z ) <3) - I )(h)} :

h 1 k=1) (N (k—1)

A dependéncia de cada quadratura extrapolada nos valores da ordem anterior pode ser visualizada por um
diagrama semelhante ao apresentado na figura 3.5, bastando para tanto substituir R = 2 por R = 3. Devido
as semelhancas entre os dois métodos, a implementacao do célculo da integral de Romberg pela regra do
ponto médio serd realizada por uma rotina baseada no programa 3.3. Esta implementagao pode ser vista
no programa 3.5. Esta subrotina pode servir como uma alternativa ao programa 3.3 para o calculo de uma
integral definida, usando, porém, o método do ponto médio estendido.

Programa 3.5: Subrotina para o cdlculo da integral de Romberg usando a regra do ponto médio estendida.

Drkrsnsrnnxnrsrrsrsnsrsrnrnrrt SUBROTINA QPMS ROM s # 5 5 ok ok k5 o 5 o K o K o K o K KKK KA HF A

! Calcula a quadratura numerica de uma funcao f(z) usando o Metodo de Romberg.
' A funcao pode conter singularidades integraveis nos limites de integracao.
/
! Argumentos:
! f: Funcao na forma f(x) a ser integrada (Entrada ).
! a: Limite inferior de integracao (Entrada ).
! b: Limite superior de integracao (Entrada ).
! errrel: Valor mazimo admitido para o erro relativo (Entrada).
! result: Valor obtido para a quadratura numerica (Saida ).
! errest: Valor estimado para o erro relativo (Saida ).
/
! Rotinas wusadas: pnitmed_rom.
/
! Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.
! Data: Junho/2010.
/

subroutine gpms rom(f, a, b, errrel, result, errest)

real (kind= dp), intent(in) :: a, b, errrel

real (kind= dp), intent(out) :: result, errest
! Variaveis locais

integer :: k, i, np

real (kind= dp) :: novei, noveiml, errabs

real (kind= dp), dimension(:), allocatable :: Tkml, Ik, templ, temp2
INTERFACE

pure function f(x)

use Modelos_ Computacionais_ Dados

real (kind= dp) :: f

real (kind= dp), intent(in) :: x
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end function f
END INTERFACE

if (b = a)then
result= 0.0_dp
errest= 0.0_dp

return
end if
np= 200

allocate (Ikm1(0:np), Ik (0:np))
Ik (0)= pntmed_rom(f, a, b, 0)
Tkm1(0)= pntmed_rom(f, a, b, 1)
Tkml(1)= (9.0_dpxIkml1(0) — Ik (0))/8.0_dp
k= 2
do
if(k > np)then /Dobrar a alocaA§ALo atual dos vetores
allocate (templ (0:2*np), temp2(0:2xnp))
templ (0:np)= Tkml
temp2 (0:np)= Ik
call move_alloc(templ,Tkml)
call move_alloc(temp2,Ik)
np= 2*np
end if
! Realiza lacos ao longo das diagonais.
Ik (0)= pntmed_rom(f, a, b, k)
novei= 1.0_dp

do i=1, k

novei= 9.0_dpx*novei

noveiml= novei — 1.0_dp

Ik (i)= (noveixIk(i—1) — Tkml(i—1))/noveiml
end do

! Calcula e compara erro
errabs= (Ik(k—1) — Ikml(k—1))/noveiml
errest= abs(errabs/Ik(k))
if (errest <= errrel)then
result= Tk (k)

exit
else
k=k + 1
Tkml= Ik
end if
end do
return

end subroutine gpms_rom

Contudo, como ha mais de uma forma para uma integral impropria, as implementagoes irdo diferenciar-
se ligeiramente umas das outras, com graus de dificuldades distintos. A discussdo abaixo mostra qual é o
tipo de integral imprépria que pode ser facilmente implementado com o método abordado nesta segao.

Tipo 1. Integrando com singularidades integraveis e limites de integracao finitos

Neste caso, sera suposto que os limites de integracao sejam escolhidos de tal forma que as singularidades
se encontrem exatamente nos limites de integragao. Isto pode ser alcancado mediante uma divisao apropriada
dos limites originais de integragdo. A integral abaixo ilustra o tipo de integral imprépria considerado aqui.

/1 dx -
—1 \/1—$2 B
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O método nao ird funcionar quando a singularidade néo for diretamente integravel, como ocorre no célculo
do valor principal de Cauchy da integral:

2 dx . = dx 2 dx
= lim + =0
1 1_.1' e—0t 0 1_.T 1+61_x

Neste ultimo caso, uma implementagao do calculo da parte principal é necessaria.

Mesmo no caso de uma integral do primeiro tipo acima, o método abordado nesta secao em geral nao
ird fornecer um resultado acurado. Como o integrando pode variar muito rapidamente em uma vizinhanga
estreita dos limites de integragdo e lentamente nas vizinhancas do ponto médio, normalmente a contribuicao
das primeiras vizinhangas para a integral, em comparacao com a contribui¢do em torno do ponto médio,
pode ser grande e o método fornece um resultado totalmente incorreto com uma estimativa de erro muito
menor que o valor correto. Matematicamente, pode-se entender a razao deste comportamento pela férmula
de erro do método do ponto médio (3.31). Se f(x) possui uma singularidade em um ou ambos os pontos
extremos, entdo neste limite, | f'(x)| — oo, assim como as suas derivadas de ordem mais alta, resultando em
um erro absoluto gigantesco para a férmula do ponto médio.

A melhor maneira de resolver este tipo de integral impropria consiste em utilizar uma férmula gaussiana
(ver secdo 3.4.2 abaixo), a qual ndo padece desta limitagiao das férmulas newtonianas. Pacotes profissionais
de quadratura numérica usam uma estratégia adicional que consiste em sub-dividir o intervalo de integracao
e analisar a convergéncia do método em cada sub-intervalo separadamente. Uma rotina que utiliza este tipo
de estratégia é denominada adaptativa. Métodos adaptativos sao rapidamente abordados na segao 3.4.3.

Tipo 2. Integrando sem singularidades e intervalos infinitos de integracao

As integrais consideradas aqui sdo dos seguintes tipos:

/: f(z) dz ou /_oo f(x)dz ou /:O f(z)dz, (a=cte)

onde estd suposto que f(z) ndo possui pontos singulares no intervalo de integracdo e que |f(x)] N

de forma rapida o suficiente para que a integral exista. Nesta situagdo, normalmente ocorre também que

’f(”)(m)‘ m 0, ou seja, as derivadas em todas as ordens de f(x) também vAo a zero neste limite.

Neste caso, o erro da férmula de ponto médio (3.31) torna-se pequeno e pode-se esperar resultados bastante
acurados.

Ha mais de uma maneira de implementar o algoritmo 3.4 para uma integral imprépria deste tipo,
dependendo da forma predominante de f(z) para || — oo. Para simplificar a andlise, serd considerado
somente um caso particular para uma integral impropria deste tipo:

e a>0.

2

e f(z) — 0 mais rapidamente que 22, ou seja, para x — oo, 22 |f(z)| < 1/2%, sendo o > 1.

Caso estas condigbes sejam satisfeitas, pode-se realizar uma transformacgio de varidveis do tipo x — 1/u,
a qual ird transformar o intervalo infinito em um intervalo finito, no qual pode-se usar o algoritmo 3.4.
A integral a ser calculada neste caso, portanto, é obtida a partir da mudanca de varidvel de integracao

u=1/(14+x), ou seja, _ Y £y
I = dr = ————=du.
/a f(z)dx /0 u

u2
O programa 3.6 apresenta a fun¢io pntmed_int_rom, a qual consiste em uma variacdo de pntmed_rom para

o intervalo de integracdo considerado. Ja a subrotina gpmi_rom, apresentada na listagem de programa 3.7
implementa a integral de Romberg para uma integral imprépria do tipo considerado.

Programa 3.6: Funcgdo que implementa a regra estendida dos pontos médios para um intervalo infinito.

Passxsrsxsrrxssxxsrtkxstrdrstrrxx FUNCAO PNTMED INEF ROM % # % % % % % % % % 4 F % K % F K K K K K K H K K
! Calcula a quadratura numerica de uma funcao f(z) pela regra dos pontos

! medios estendida .

! Criada como parte integrante do Metodo de Romberg para a integracao

! automatica de uma funcao no intevalo [a,Infinito ).

/

!

Argumentos:
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f: Funcao na forma f(z) a ser integrada (Entrada).
a: Limite inferior de integracao (Entrada ).
n_ordem: Ordem de chamada da funcao (Entrada ).

!
!
!
!
! Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.

! Data: Junho/2010.
/

function pntmed_ inf rom(f, a, n_ordem)

real (kind= dp) :: pntmed_inf rom

integer, intent(in) :: n_ordem

real (kind= dp), intent(in) :: a

integer :: i, npts

real (kind= dp) :: h, del

real (kind= dp), save :: I pme

real (kind= dp), dimension(2x*(3**(n_ordem—1))) :: x, f eval
INTERFACE

pure function f(x)
use Modelos_ Computacionais_ Dados
real (kind= dp) :: f
real (kind= dp), intent(in) :: x
end function f
END INTERFACE
h= 1.0_dp/(1.0_dp + a)
select case(n_ordem) ! Testa primeira rodada.
case (0) ! Primeira rodada.
I _pme= hxfunc (0.5 _dpxh)
case default ! Rodadas subsequentes.
npts= 3xx(n_ordem — 1)
del= h/(6.0_dpxnpts)
forall (i= 1:npts)
x(2xi—1)= (6%i—5)xdel
x(2x1)= (6xi—1)xdel
end forall
forall (i= 1:2+npts)
f_eval(i)= func(x(i))
end forall
I pme= 2.0_dpxdelssum(f_ eval) + I _pme/3.0_dp
end select
pntmed_inf rom= I_pme

return
COONTAINS
pure function func(x)
real(dp) :: func
real(dp), intent(in) :: x
func= f(1.0_dp/x — 1.0_dp)/(x*x)
return

end function func
end function pntmed_inf rom

Programa 3.7: Subrotina para o cdlculo da integral de Romberg de uma integral imprépria.

Dtortossosnkorsdonsorssrsrsksskxkrskrsst SUBROTINA QPMIL ROM s # s s s ok s o s s o sk o 3 o 5o K oK KKK KK A K K

Calcula a quadratura numerica de uwma funcao f(z) usando o Metodo de Romberg
no intervalo de integracao [a,Infinito ).

O integrando nao possui pontos singulares no intervalo de integracao.

Argumentos :
f: Funcao na forma f(zx) a ser integrada (Entrada ).
a: Limite inferior de integracao (Entrada ).

!
!
!
!
!
!
!
!

errrel: Valor mazimo admitido para o erro relativo (Entrada).
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result: Valor obtido para a quadratura numerica (Saida ).
errest: Valor estimado para o erro relativo (Saida ).

Rotinas usadas: pntmed_inf rom.

Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.
Data: Junho/2010.

subroutine qpmi_rom(f, a, errrel, result, errest)

real (kind= dp), intent(in) :: a, errrel
real (kind= dp), intent(out) :: result, errest
! Variaveis locais
integer :: k, i, np
real (kind= dp) :: novei, noveiml, errabs
real (kind= dp), dimension(:), allocatable :: Tkml, Ik, templ, temp2
INTERFACE

pure function f(x)
use Modelos_ Computacionais_ Dados
real (kind= dp) :: f
real (kind= dp), intent(in) :: x
end function f

END INTERFACE

np= 200
allocate (Ikm1(0:np), Ik (0:np))
Ik (0)= pntmed_inf rom(f, a, 0)
Ikm1(0)= pntmed inf rom(f, a, 1)
Ikml(1)= (9.0 _dpxIkml1(0) — Ik (0))/8.0_dp
k= 2
do
if(k > np)then /Dobrar a alocaA§ALo atual dos vetores
allocate (templ (0:2*np), temp2(0:2xnp))
templ (0:np)= Ikml
temp2 (0:np)= Tk
call move_alloc(templ,Tkml)
call move_alloc (temp2,Ik)
np= 2*np
end if
! Realiza lacos ao longo das diagonais.
Ik (0)= pntmed_inf rom(f, a, k)
novei= 1.0_dp
do i=1, k
novei= 9.0_dp*novei
noveiml= novei — 1.0_dp
Ik (i)= (noveixIk(i—1) — Tkml(i—1))/noveiml
end do
Calcula e compara erro
errabs= (Ik(k—1) — Ikml(k—1))/noveiml
errest= abs(errabs/Ik(k))
if(errest <= errrel)then
result= Ik (k)

!

exit
else
k=k + 1
Ikml= Ik
end if
end do
return

end subroutine gpmi_rom
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3.4.2 Integracao automatica usando quadraturas gaussianas

A implementagdo de uma integracdo automatica utilizando quadraturas gaussianas ndo é tdo simples
quanto com as regras newtonianas, principalmente porque para as férmulas da secdo 3.3, diferentes valores
de N resultam em distintos valores das abcissas {x;}, o que ndo permite o uso de cdlculos prévios da
quadratura, como acontece com o método de Romberg. Isto implica em um maior tempo de computagao
para o calculo da quadratura.

Para tentar remediar este problema, diferentes técnicas de extensdo da quadratura gaussiana foram
elaboradas, baseadas na definigao de nodos pré-definidos, ou seja, um conjunto de fixo de valores de abcissas
que sdo sempre utilizados para distintos valores de N. O problema envolve entéo a escolha adequada de
pesos e dos pontos {x;} restantes que maximizam a exatidao do resultado no menor tempo de computagio
possivel.

Um destes métodos denomina-se Quadratura de Gauss-Radau, onde um dos nodos fixos é um dos limites
da integracao. Outro método é a Quadratura de Gauss-Lobatto, onde ambos os extremos a e b sdo nodos
fixos. Uma outra classe de métodos importantes sdo as férmulas de Gauss-Kronrod, onde todas as abcissas
utilizadas em um calculo prévio da quadratura sdo aproveitadas para valores subseqiientes de N. Se o
célculo inicial utilizou N = m pontos, entdo o préoximo cdlculo utilizarda N = 2n + m pontos: os n novos
pesos e abcissas mais os m pesos e abcissas anteriores. Kronrod mostrou que se n e m sao escolhidos tais que
n =m+ 1, uma férmula de quadratura automatica pode ser estabelecida para a regra de Gauss-Legendre.
Neste caso, a seqiiéncia de pontos novo utilizados é N = 10, 21, 43, 87, .... Bibliotecas de software numérico,
tanto comerciais quanto gratuitas, sempre disponibilizam rotinas do tipo Gauss-Kronrod.

3.4.3 Integracao adaptativa

Retornando & férmula geral para quadratura numérica (3.1),

b N
| t@)de =Y wif @),
a 1=0

todos os métodos apresentados neste capitulo restringem-se a uma tnica regra utilizada para a determinacao
das abcissas {z;} e os pesos {w;}. Um algoritmo de quadratura adaptiva, por outro lado, escolhe os valores
de {w;} e {x;} dinamicamente durante a computagio, de forma a adaptar-se ao comportamente particular
de f(x).

Quando o integrando apresenta um comportamento que dificulta o cdlculo da sua quadratura (f(z)
oscila rapidamente, por exemplo), a regra em uso, aplicada a todo intervalo de integragdo, pode encontrar
dificuldades para obter um resultado com a precisao solicitada. Nesta situagdo torna-se necessario o uso
de uma rotina adaptativa. Contudo, bons algoritmos de quadratura adaptiva sdo bastante complexos do
ponto de vista de cdlculo numérico e custosos para ser desenvolvidos. Nesta situacao, é recomendavel que
o programador busque uma rotina pronta em alguma biblioteca de software numérico, ao invés de tentar
desenvolvé-la por si mesmo.

No método de Romberg, o valor de h é reduzido pela metade a cada iteragdo consecutiva do método,
até que a precisao solicitada seja alcangada. Por se basear em uma regra Newtoniana, o método exige que
o valor de h seja 0 mesmo ao longo de todo o intervalo de integracdo. Contudo, o comportamento de f(x)
pode nao requerer que h seja o mesmo ao longo de todo o intervalo para que a precisdo solicitada seja
atingida. Em regides onde o integrando varia lentamente apenas uns poucos pontos podem ser suficientes;
a0 passo que nas regioes onde f(x) varia rapidamente, um ntmero maior de pontos é requerido.

Considera-se, por exemplo, o integrando ilus-
trado na figura 3.7. Na regiao d—e, f(z) é essencial-
mente constante, e o incremento h pode ser grande.
Contudo, na regidao a—d, f(z) varia rapidamente, f(x)
significando que o incremento h deve ser pequeno.

De fato, a regiao a—d pode ser dividida em trés re-
gides distintas, como ilustrado. Inspecdo visual do
comportamento de f(z) pode identificar as regices
onde h deve ser pequeno ou grande. Porém, cons-
truir o grafico de f(x) é um processo custoso e de-
morado, principalmente quando é necessario o cal-
culo de um ntimero grande de integrais. Uma rotina

|
i
|
|
adaptativa deve ser capaz de identificar as regides a b ¢ d e X
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Figura 3.7: Funcio f(x) que apresenta distintos com-
portamentos ao longo do intervalo de integracdo.
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onde h necessita ser maior ou menor e automati-

camente dividir o intervalo de integracao de acordo

com essa identificacdo. Boas rotinas automaéticas

variam nao somente os valores de h e dos pesos,

mas tentam também diferentes regras de quadra-

tura, sempre visando a otimizacdo no calculo numérico. Em determinados intervalos, uma rotina automa-
tica do tipo Romberg pode atingir a precisao solicitada rapidamente, enquanto que em outro intervalo o
algoritmo pode optar por uma regra de quadratura gaussiana, por exemplo.
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Capitulo 4

Solucoes de Equacoes Nao Lineares

4.1 Introducao

Um problema que surge com muita freqiiéncia em computacgao cientifica consiste no calculo das raizes
de uma equagao na forma

flz)=0. (4.1)

Ou seja, é necessério calcular o conjunto de valores de {z} onde f(x) é nula. Em muitas situagoes, a fungdo
f(z) pode ser conhecida explicitamente, como é o caso de um polindémio ou de uma funcao transcendental.
As vezes, contudo, f () pode vir a ser conhecida somente de forma implicita, como ocorre quando f(z) é
solugdo de uma equacdo diferencial ou integral.

Em raras circunstancias é possivel calcular-se analiticamente as raizes de f(x). Situagbes onde isso
ocorre restringem-se, por exemplo, a equagoes polinomiais do 12 ao 4° grau ou de um polinémio qualquer
fatoravel. Porém em geral somente solugdoes aproximadas para as raizes sdo possiveis, dependendo-se de
alguma técnica computacional para calcular a aproximagcao. Dependendo do contexto, solug¢do aproximada
pode significar um ponto x* para o qual (4.1) é aprozimadamente satisfeita, isto é, para o qual |f (z*)| é
pequeno, ou um ponto z* que estd prdzimo de uma solugao de (4.1). Infelizmente o conceito de solugdo
aprozimada é um tanto vago. Uma solugdo aproximada obtida por um computador contera sempre um erro
devido ao arredondamento, ou devido a uma instabilidade numérica ou devido ao truncamento gerado pelo
método empregado. De fato, hd sempre infinitas solugdes aproximadas, todas igualmente validas, embora a
solugéo de (4.1) possa ser Unica.

Uma situagao onde o efeito dos erros de arredondamento produzem falsas raizes pode ser vista na figura
1.4 & esquerda. Esta figura mostra o grifico do polinémio pg(z) = (z — 1)®, escrito na forma expandida,
para valores préoximos a x = 1. O grafico foi gerado a partir de um programa de computador e, embora
as 6 raizes de pg(x) s@o tnicas e iguais a 1, o grafico mostra um nimero grande de pontos onde a curva
cruza o eixo das abcissas. Estas falsas raizes foram produzidas pelos erros de arredondamento resultantes
principalmente do cancelamento de quantidades préximas entre si. Este exemplo isolado ja mostra algumas
das dificuldades envolvidas no calculo de raizes.

4.2 Meétodos iterativos para o calculo de raizes reais

Nesta secdo serdo apresentados os métodos iterativos elementares utilizados com maior freqiiéncia para
o calculo das raizes reais da fungao

f(z) =0,

isto é, para uma funcdo transcedental unidimensional. Estes métodos serdo sempre exemplificados com o
calculo da raiz real da equagao de 3° grau

p3(z) =2 —x—1=0. (4.2a)

As raizes de ps(xz) podem ser obtidas analiticamente; elas consistem em uma raiz real e duas complexas
conjugadas:

1/3 1 1/3
1/27 3¢ 1(9 4 /69
0= 1 (7 _ 369) L GOV o r7o572447460260 (4.2b)

- 2 2 32/3
71
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1 (1 +i\/§> (227 . W>l/3 C(1-B) (3 (9+ vE9)”

T2

6 2 23273
~ —0.66235897862237301298 + 0.56227951206230124390i (4.2¢)
1 (1 1v3) 27 3vE9\* (1+ivB) (3 (9+v69) "
PTG 2 2 232/3
~ —0.66235897862237301298 — 0.56227951206230124390. (4.2d)

Os métodos iterativos mais conhecidos serdo agora apresentados e estes terdo a sua capacidade de calcular
a raiz x; analisada.

4.2.1 Meétodo da biseccao

Boa parte dos métodos de calculo de raizes necessita do conhecimento prévio de alguma informacéo a
respeito da solugdo ou de f(z) para que possa convergir para a solugdo correta. Para que o método da
biseccao funcione, é necessério inicialmente cercar a raiz (ou raizes) entre dois valores de z. Assim, sabendo-
se que p3(1) = —1 < 0 e que p3(2) = 5 > 0, conclui-se que hd um niimero impar de raizes dentro do intervalo
[1,2]. Assim, a informagdo inicial que é necessaria fornecer ao método da bisseccio é um par de pontos
T =ag e x = by distintos tais que

f(ao) f (bo) <0, (4.3)

em cuja situagdo sempre haverd um nimero impar de raizes no intervalo [ag, bo].

Se f(ag) f (bo) > 0, significa que hd um ndmero par de raizes no intervalo (zero inclusive), o que torna
necessaria a procura de um outro intervalo. Se a condigao (4.3) for satisfeita, hd um ntumero impar de raizes
em [ap, bp]. Contudo, se f(z) for continua em [ag, by] 0 seguinte teorema deve valer:

Teorema 4.1. Teorema de Rolle.

Seja f(x) um fungdo é continua no intervalo finito [a,b] e diferencidvel no intervalo (a,b). Se
f(a) = f(b) =0, entdo

flg)=o0
para algum & € (a,b).

Este teorema implica em que se houver 3 ou mais raizes em [ag, bo|, a derivada de f(x) deve possuir uma ou
mais raizes neste intervalo. Caso seja possivel calcular analiticamente as rafzes de f’(x), este teorema pode
ser util. Assim,

1
py(z) =3 —1=0=0=+—.

V3

Como ndo ha raizes de p4(z) em [1, 2], isto implica que p3(x) possui somente uma raiz no intervalo.
O método consiste entdo em tomar como primeira aproximagdo para a raiz o valor médio:

ag + bo
2 b

&=
sendo o erro absoluto igual ao valor do intervalo entre £; e um dos pontos extremos:

bo — a
EA1:|bof§1|:%.

No caso, t1 =& £ FA; =1,5+0,5.
Comparando agora f (£1) com os pontos extremos, necessariamente deve ocorrer

f (&) f(ao) <0ou f (&) f(bo) <O,

o que ird definir um novo intervalo, [ag, &1] ou [€1,bo] que contém a raiz de f(x), reiniciando o ciclo.
No exemplo,

p3 (1,5) p3(1) = —0,875 < 0 ao passo que p3(1,5)p3(2) = 4,375 > 0.

Portanto, a raiz encontra-se no intervalo [1;1,5]. Tomando a nova aproximacao e o seu erro:

1+1.5
L = =1
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EA, = 0,25.

Verificando &5:
ps (1,25) p3(1) > 0 ao passo que p3(1,25)ps(1,5) < 0.

Portanto z; € [1,25;1,5]. A proxima iteracdo:

1,25+1.5
&3 - ; =1,375
EA; = 0,125.

Verificando &3:
ps3 (1,25) p3(1,375) < 0 ao passo que ps(1,375)ps(1,5) > 0.

Portanto,
1,254 1,375
&4 T +2 =1,3125
EAy = 0,0625.

Verificando &4:
ps (1,25) ps(1,3125) > 0 ao passo que p3(1,3125)ps(1,375) < 0.

Portanto, 1 € [1,3125;1,375]. Iterando novamente,

1,3125 + 1,375

2
0,03125.

&5
EAs;

=1,34375

Verificando &5:
ps (1,3125) p3(1,34375) < 0 ao passo que ps(1,34375)ps(1,375) > 0.

Portanto, &5 € [1,3125;1, 34375].
As proximas 2 iteragdes produzem

1 = 1,328125+0,015625
1 = 1,3203125 £ 0,0078125.

Portanto, pode-se observar que os resultados das iteragoes estdao monotonicamente convergindo para a raiz
x1 ~ 1.3247179572447460260, mas apés 7 iteragdoes somente 2 casas decimais corretas foram obtidas. Esta
é uma caracteristica do método da biseccdo: uma vez que a raiz de uma funcao continua foi cercada, ele
certamente retornard o resultado correto, porém sua convergéncia é extremamente lenta. De uma forma
mais rigorosa, como o comprimento do intervalo que sabidamente contém a raiz é dividido pelo fator 2 a
cada iteracao, o método da biseccao produz uma digito binario correto a cada passo.

Um algoritmo que implementa o método da bisecgdo deve iniciar com os dois valores ag e by (bg > ag)
para x, verificar se a raiz realmente estd no intervalo fornecido e retornar os valores da raiz aproximada

b
&= a—2|— (sendo a = ag e b = by na primeira iteragao)

e o erro absoluto da aproximacao
b — al
5

O erro absoluto deve entdo ser comparado com o valor médximo de erro tolerado, pardmetro que também
deve ser fornecido ao algoritmo. Se EA é maior que a tolerdncia, o novo intervalo [a, b] que contém a raiz é
determinado e o procedimento é repetido novamente. Se EA é menor ou igual que a tolerdncia, o algoritmo
retorna a ultima aproximacdo para a raiz. O algoritmo 4.1 implementa este processo.

A subrotina 4.1 implementa o algoritmo 4.1 em Fortran 95. Deve-se notar que, além de implementar os
passos contidos no algoritmo, a rotina controla também se realmente ha pelo menos uma raiz no intervalo
fornecido e também se a tolerancia solicitada for exageradamente pequena, como seria o caso se fosse
fornecido o valor erro= 1072° ou menor para um resultado em precisdo dupla, que contém somente cerca
de 15 casas decimais de precisdo. Este controle é realizado pela variavel inteira de saida iflag.

EA=
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Algoritmo 4.1 Implementacao do método da bisecgao.

Dados: ag, by (by > ag), f(z): fungdo continua em [ag, bo] e tol (tolerdncia maxima para o erro).
an = ag; bp = by
Paran=0,1,2,..., faga:
m = (an +by) /2
Se f (an) f (m) < 0:
Ap41 = Qn; bn+1 =m
erro= |m — a,| /2
Senao:
(ng1 =M; b1 = by
erro= |b, —m| /2
Fim Se
Se erro < tol: sai lago
Fim laco.

Programa 4.1: Subrotina em Fortran 95 que implementa o método da bisecgdo.

Passrssrrsrrrssrrssksrstsrstdsx SUBROTINA BISEC % 5k % £ ok ok % £ ok 5 K K K KK K KKK KK K
! Busca uma raiz da funcao F(X) pelo Metodo da Biseccao.
! Argumentos:

! F: Nome da funcao cuja raiz e’ desejada (Entrada ).
A,B: Pontos extremos do intervalo onde a raiz e’ procurada (Entrada).
XTOL: Tolerancia mazima para o aprozximacao da raiz (Entrada ).
XM: Melhor resultado obtido para a raiz de F(X) (Saida ).
IFLAG: Um inteiro: (Saida ).

= —1, Metodo falhou, uma vez que F tem o mesmo sinal em A e B.

= 0, Encerrou, uma vez que ABS(A-B)/2 <= XTOL.

= 1, FEncerrou, uma vez que ABS(A-B)/2 e’ tao pequeno que
novos wvalores para a ratz nao S$a0 PoOSSiveELs.

Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel
Data: Maio/2008.

. . . . . . . . . . . .

subroutine bisec (f, a, b, xtol, xm, iflag)

real (kind= dp), intent(inout) :: a
real (kind= dp), intent(inout) :: b
real (kind= dp), intent(in) :: xtol
real (kind= dp), intent(out) DroXm
integer, intent (out) ;o iflag
INTERFACE

function f(x)
use Modelos. Computacionais_ Dados
real (kind= dp) :: f
real (kind= dp), intent(in) :: x
end function f

END INTERFACE

real (kind= dp) :: erro,fa,fm

/

iflag= 0

fa = f(a)

if (faxf(b) > 0.0_dp) then
iflag = —1

print ’("f(x) tem o mesmo sinal nos dois pontos extremos:',2el5.7)’,a , b
return

end if

erro = abs(b — a)

do ! FEzecute enquanto erro > ztol.
erro = 0.5%xerro

if (erro <= xtol) exit
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xm = 0.5x(a + b)
if (xm + erro = xm) then !/ Teste para tolerancia muito pequena.
iflag =1
return
end if
fm = f(xm)
if (faxfm > 0.0 _dp) then ! Determine novo intervalo.
a = xm
fa = fm
else
b = xm
end if
end do
end subroutine bisec

4.2.2 Método da falsa posicao

Uma modificagdo do método da biseccdo que permite acelerar a taxa de convergéncia no calculo da raiz
consiste em utilizar uma informacao adicional de f(z), qual seja, o quio préximos da raiz estdo os pontos
extremos do intervalo. No exemplo adotado: o cdlculo da raiz real de p3(z), o intervalo inicialmente definido
foi [1,2]; porém, p3(l) = —1, ao passo que p3(2) = 5. Isto significa que a raiz provavelmente estd mais
préxima de x = 1 que x = 2. Portanto, ao invés de calcular £&; como o ponto médio entre 1 e 2, serd
calculada a média ponderada:
p3<2)1 — p3(1)2

ps(2) —ps(1)
o qual estd ligeiramente mais préximo de z; que o ponto médio &; = 1,5.

Verificando agora em qual intervalo se encontra a raiz, descobre-se que ela estd em [w1, 2], a0 passo que

ps (wy1) = —0,578703704 . ... Repetindo o célculo da média ponderada,

wy = = 1,1666...,

_ p3(2).wy — ps (wy) .2
p3(2) — p3 (w1)

wo =1,253112033...,

a qual é também ligeiramente mais proxima de x; que &5.

O método da falsa posicao pode ser sistematizado da seguinte maneira. Partindo de um intervalo inicial
que contenha pelo menos uma raiz de f(z), a n + 1-ésima aproximagdo para a raiz, obtida dos valores da
n-ésima aproximagao, a,, f (ay), b, e f (b,) é dada por:

_ J (bn) an — [ (an) by,
U= T )~ flan) (44

O ponto w,, é a raiz da reta secante que passa pelos pontos (an, f (an)) e (b, f (by)). Se f(z) for concava
na raiz, ou seja, se f’(x) > 0 na raiz, os pontos w,, estardo sempre & esquerda da raiz. Se f(z) for convexa
(f'(z) < 0 na raiz), os pontos w,, estardo sempre a direita da raiz. No caso de p3(z), este é céncavo em
r = x1 e por conseqiiéncia os valores de w,, irdo se aproximar de x; sempre pela esquerda, como se pode
ver na figura 4.1.

Um aperfeigoamento do método da falsa posi¢ido que permite acelerar a taxa de convergéncia a raiz é o
chamado Método da falsa posicao modificado. Neste método, as secantes sdo substituidas por retas
de inclinagbes cada vez menores até que a raiz para uma determinada reta se encontre do lado oposto a
aproximagdo w, anteriormente obtida. Desta forma, as aproximacoes convergem a raiz pelo dois lados, ao
invés de um lado somente, como no método da falsa posicdo. Este método ¢é ilustrado na figura 4.2, o valor
da ordenada em by é reduzido pela metade até que a raiz da reta se encontra do lado direito da raiz de f(x).

O algoritmo 4.2 mostra como o método da falsa posi¢do modificado pode ser implementado. Ao contrario
da bisecgado, o presente método nao pode determinar inequivocamente um valor minimo para o intervalo
onde a raiz se encontra. Na falta de uma melhor estimativa, o algoritmo toma como primeiro critério de
parada um valor minimo admissivel para o intervalo que contém a raiz (xtol). Como o valor de f(z) é
continuamente reduzido a metade em um dos extremos do intervalo, um valor absurdamente pequeno para
xtol pode inadvertidamente resultar em um valor numérico nulo para F' ou G, devido a representagao de
ponto flutuante. Para evitar esta ocorréncia, o algoritmo utiliza um segundo critério de parada (ftol) que
estabelece o menor valor admissivel para |f(z)| em qualquer um dos pontos extremos do intervalo.
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Figura 4.1: Método da falsa posicao. Figura 4.2: Método da falsa posicdo modificado.

Algoritmo 4.2 Implementacado do método da falsa posi¢do modificado.

Dados: ag, by (bo > ag), f(x): funcdo continua em [ag, bo], xtol: tolerAncia maxima no tamanho de [a, ]
e ftol: tolerdncia méxima no valor de |f(z)|.
F = f(ao); G = f(bo); wo = ao
Paran=0,1,2,..., faga:
Se |b, — a,| < xtol ou |w,| < ftol: sai lago
Wpt1 = (Ga, — Fby,) / (G—F)
Se f(an) f (wn41) <0:
Unt1 = An; byy1 = Wng1; G = f(wWng1)
Se f(wy) f (Wpt+1) > 0: F=F/2
Senao:
Ap4+1 = Wn41; = f (wn+l); bn+1 =by,
Se f(wy) f (Wpy1) > 0: G=G/2
Fim Se
Fim laco

A subrotina 4.2 implementa o algoritmo 4.2. Além dos pardmetros de controle xtol e ftol ja discuti-
dos, introduz-se um parametro opcional ntol que controla o nimero total de iteragdes admitidas, quando
presente. Este pardmetro pode ser importante quando o célculo de f(z) é muito custoso do ponto de vista
computacional. Ele pode servir também para indicar se o cdlculo de f(z) estd sendo feito corretamente ou
se a obtencao da raiz é particularmente dificil.

Programa 4.2: Subrotina em Fortran 95 que implementa o método da falsa posicio modificado.

Prsksxrsssxknsskxsknskrkxskxssx SUBROTINA FAL POS MOD 5 % % ok % % ok % ok % KoK K K KKK KKK KKK
! Busca uma raiz da funcao F(X) pelo Metodo da Falsa Posicao Modificado.
Pxxxxxx Argumentos de entrada #x*sxx

! F: Nome da funcao cuja raiz e’ desejada

! A,B: Pontos extremos do intervalo onde a raiz e’ procurada.

! XTOL: Tolerancia mazima para o intervalo que contem a raiz.

! FTOL: Tolerancia mazima para o valor absoluto de F(W).

! NTOL: Numero mazimo de iteracoes admitidas (opcional).

! Se NTOL esta ausente, permite infinitas iteracoes.

Prrxxxx Argumentos de saida xxxxxx

! A,B: Pontos extremos do intervalo que contem a matriz.

! W: Melhor estimativa para a raiz.

! IFLAG: Um inteiro ,

=—1, Metodo falhou, uma vez que F(x) tem o mesmo sinal em A e B.
= 0, Encerrou, porque ABS(A-B) <= XTOL.

= 1, Encerrou, porque ABS(F(W)) <= FTOL.

= 2, FEncerrou, porque NTOL iteracoes foram realizadas.

f~ e~ t—
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Pxxxxrr Metodo x#xx#x

! O metodo da falsa posicao modificado e’ empregado. Isto significa que

! a cada passo, interpolacao linear entre os pontos (A,FA) e

(B ,FB) e’ empregada, com FAxFB < 0, para um novo ponto (W,F(W))

que substitui um dos pontos A ou B de tal forma que novamente FA*FB < 0.
Adicionalmente , a ordenada de um ponto que e’ repetido em mais de uma
iteracao e’ dividido por 2 a cada passo subsequente.

Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.
Data: Junho/2008.

. . . . . . . .

subroutine fal_pos_mod(f, a, b, xtol, ftol, w, iflag, ntol)

real (kind= dp), intent(in out) :: a, b

real (kind= dp), intent(in) it xtol, ftol
integer, intent(in), optional :: ntol

real (kind= dp), intent(out) oW

integer , intent (out) ;o iflag
INTERFACE

function f(x)
use Modelos_ Computacionais_ Dados
real (kind= dp) :: f
real (kind= dp), intent(in) :: x
end function f

END INTERFACE

integer :: n
real (kind= dp) :: fa, fb, fw, signfa, prvsfw
/
fa= f(a)
signfa= sign (1.0_dp, fa)
fb= f(b)
if (signfaxfb > 0.0_dp) then
print ’("f(x) tem o mesmo sinal nos dois pontos extremos:", 2el5.7)’ ,a,b
iflag= —1
return
end if
w= a
fw= fa
n= 1
do
if (abs(a—b) <= xtol) then ! Verifica se intervalo e’ menor que ztol.
iflag= 0
return
end if
if (abs(fw) <= ftol) then ! Verifica se ABS(f(w)) e’ menor que ftol.
iflag= 1
return
end if
w= (faxb — fbxa)/(fa — fb) ! Calcula novo w por interpolacao.
prvsfw= sign (1.0_dp,fw)
fw= f(w)
if (signfaxfw > 0.0_dp) then ! Altera o intervalo.
a= w
fa= fw
if (fwxprvsfw > 0.0_dp) fb = 0.5xfb
else
b= w
fb= fw
if (fwxprvsfw > 0.0_dp) fa = 0.5xfa
end if

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel Vers&o: 22 DE JUNHO DE 2011



78 | 4.2. Métodos iterativos para o calculo de raizes reais

if ((present(ntol)) .and. (n >= ntol))then

print ’("Nao houve convergencia em ", i5, " iteracoes.")’,ntol
iflag= 2
return
end if
n=n + 1
end do
return

end subroutine fal pos_mod

Utilizando a rotina fal_pos_mod para o célculo da raiz de p3(x), obteve-se os seguintes resultados:

wo = 1.00000000000000
w; = 1.16666666666667
wy = 1.32330827067669
w3z = 1.32654296624656
wy = 1.32471556046769
ws = 1.32471795317359.

Ou seja, em 5 iteragoes, o resultado ji concorda com x; em 5 casas decimais, enquanto que com o método
da bisecgao o resultado somente possuia 2 casas decimais corretas apds o mesmo nimero de iteragoes.

4.2.3 Meétodo da secante

O método da secante é um outro variante do mé-
todo da falsa posicdo no qual, ao contrario da versao
modificada, ndo se procura cercar a raiz entre dois
pontos. Ao contrario, a férmula (4.4) é empregada
continuamente. O método da secante, por outro
lado, ndo mais pressupde que a raiz esteja dentro
de um intervalo [ag,bp]. O método requer somente
que sejam fornecidos dois valores iniciais para a raiz,
T_1 e xg, a partir dos quais novas aproximacoes para
a raiz sao obtidas a partir de

T _ f(.’ﬂn) Tn—1 — f(xn—l)xn
e f @)~ f@a1)

paran =0,1,2,.... Como agora f (z,—1) e f(x,)
nao mais necessitam ter sinais opostos, a férmula
(4.5) estd sujeita a erros de arredondamento quando
ambos os valores forem préximos entre si. No
caso mais extremo, pode até ocorrer que f (z,) =
f(xn-1), em cuja situagdo o método falha comple-
tamente. Uma maneira de escrever (4.5) que pode
mitigar a ocorréncia dos erros de arredondamento é

(4.5)

Figura 4.3: Método da secante.
Tp — Tp—1

f(xn) - f(xn—l).

E facil ver que (4.5) e (4.6) sdo idénticas. O comportamento das aproximagoes & raiz de f(x) no método da
secante ¢é ilustrado pela figura 4.3.

Como a raiz nao mais permanece necessariamente cercada por dois valores extremos, nao é possivel
garantir que o método da secante venha a convergir sempre. Caso o método convirja, os critérios usuais
de parada sdo os seguintes. Para uma determinada iteracdo, identificada pelo indice n, o método sera
considerado bem sucedido se

Tpy1 = Tp — f(20) (4.6)

|f ()] < ftol ou |x, — 2p—1] < xtol. (4.7a)

Ou seja, o valor absoluto da fun¢do ou a diferenca absoluta entre duas aproximagdes consecutivas sao
considerados menores que um valor de tolerancia. Quando nao se conhece a ordem de grandeza do valor de
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f(z) em uma vizinhanga em torno da raiz ou a ordem de grandeza da prépria raiz, pode-se usar os seguintes
valores relativos como critérios de parada:

S ()

fmax

Tp — Tn-1
L

< ftol ou

< xtol. (4.7b)

A subrotina 4.3 implementa o método da secante. Como critérios de parada foram escolhidos o erro
absoluto no valor da fungdo e o erro relativo entre dois resultados consecutivos. Para evitar um niimero
excessivo de cédlculos de f(z), o pardmetro ntol é obrigatdrio para a rotina secante.

Programa 4.3: Subrotina em Fortran 95 que implementa o método da secante.

Drowrssrsxxrskxrxskxskxxkrxsrxk SUBROTINA SECANTE i # 5 % o ok % 5 o koK o KoK A KK A KKK KKK K
! Busca uwma raiz da funcao F(X) pelo Metodo da Secante.
Pxxxxxx Argumentos de entrada #x*sxx
! FUNC: Nome da funcao cuja raiz e’ desejada
zl,z2: Dois wvalores iniciais para o inicio da iteracao.
ERRABS: Primeiro criterio de parada. Se ABS(F(Xn)) <= FTOL,
entao Xn e’ aceito como raiz
ERRREL: Segundo criterio de parada: erro relativo.
Se ABS(Xn — Xn—1) <= XTOL+*ABS(Xn), entao Xn e’ aceito como raiz.
NTOL: Numero mazimo de iteracoes admitidas.
Prxxxrx Argumentos de saida ##xxxx
! X: Melhor estimativa para a raiz.
! IFLAG: Um inteiro ,
= —1, Metodo falhou. Nenhuma raiz foi encontrada em NTOL
iteracoes. O wultimo wvalor encontrado para X e’ retornado.
= 0, FEncerrou devido ao primeiro criterio de parada.
=1, FEncerrou devido ao segundo criterio de parada.

!
!
!
!
!
!

Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.
Data: Junho/2008.

f~ et et e

subroutine secante(func, x1, x2, errabs, errrel, ntol, x, iflag)
use Modelos__Computacionais_ Extras, only: troca

integer, intent (in) :: ntol

real (kind=dp), intent(in) :: x1, x2, errabs, errrel
integer , intent (out) :r iflag

real (kind=dp), intent(out) :: x

INTERFACE

function func(x)
use Modelos_ Computacionais_Dados
real (kind=dp), intent(in) :: x
real (kind=dp) :: func
end function func

END INTERFACE

integer :: j

real (kind=dp) :: dx, f, fl, xI

fl= func(x1)

f= func(x2)
if (abs(fl) < abs(f)) then ! Tome o wvalor inicial com o menor valor de
x= x1 ! func(z) como aproximacao inicial.
xl= x2
call troca(fl,f)
else
xl= x1
x= x2
end if

do j= 1, ntol
dx= (xl—=x)*xf{/(f—1f1)

xl= x
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fl= f
x= x + dx
f= func(x)

if(abs(f) <= errabs)then

iflag= 0
return
end if

if (abs(dx) <= errrel*abs(x))then

iflag=1
return
end if
end do
iflag= —1
return

end subroutine secante

Ao contrario dos métodos anteriores, o método da secante nao exige que os dois pontos iniciais cerquem

a raiz. na tabela abaixo, mostra-se um estudo das aproximacoes realizadas para a obtencao da raiz z; de
p3(z). Em todos os casos, foram tomados os seguintes valores: errabs = 0, errrel = 10~7 e ntol = 50.
Cada coluna corresponde a pares distintos de valores para x1 e x2. Com excecdo da primeira coluna, as
demais partiram de valores que nao cercam a raiz. Observa-se que o método da secante convergiu em todos

0s casos, embora no tltimo a convergéncia tenha sido bastante lenta.

xl= 1, x2= 2

x1= 2, x2= 3

xl= -1, x2= -2

1.00000000000000
1.16666666666667
1.39560439560440
1.31365666090990
1.32401611532221
1.32472525004811
1.32471795247273
1.32471795724471

2.00000000000000
1.72222222222222
1.46867825516563
1.36356158529402
1.32934949633224
1.32488078110669
1.32471865771829
1.32471795735102
1.32471795724475

-1.00000000000000
-0.833333333333333
-0.345454545454545

6.49850961972721
-0.327662162639576
-0.309617266171994

-1.34519594172679

0.235096865426605

2.46288916284303

0.449496710807014

0.662624843273948

-21.8117328908561

0.665601992393366
0.668577447291536
4.75696684459274
0.722810860257192
0.775378136138015
2.68909924536253
0.922191365232718
1.04120189173659
1.52276684371980
1.26997209752081
1.31554258824252
1.32520726281671

1.32471374864206
1.32471795532635
1.32471795724475

4.2.4 Método de Newton-Raphson

Tomando novamente a férmula do método da secante (4.6), o termo

Tp — Tp—1

f(@n) = f(zn-1)

se aproxima de 1/ f/(z,) quando a diferenga entre x,, e ,,_; tende a zero. Portanto, é razodvel que se realize
esta substitui¢do em (4.6), resultando a férmula do Método de Newton-Raphson,

LTn+1 = Tp — f’(fﬂ )
n

(4.8)

Este resultado pode ser determinado de uma maneira um pouco mais rigorosa realizando o desenvolvimento
da funcdo f(z) em série de Taylor em torno do ponto a, supondo que |z — a| < 1:

fl@) = f(a) + f'(a) (x - a).

Se o ponto z é a raiz de f(x), resulta

f(a)

f'a)’

Escrevendo a como o valor prévio da iteragdo (a = x,,) e & como o valor seguinte (x = z,41), obtém-se a
formula (4.8). De fato, esta férmula fornece simplesmente o ponto onde a reta tangente a f (x,) é nula.

r=a—
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O método de Newton-Raphson é um dos métodos mais utilizados para o calculo de raizes porque fornece
uma convergéncia rapida quando as formas analiticas de f(x) e f’(x) sdo conhecidas e ndo sdo custosas
do ponto de vista computacional. Além disso, 0 método de Newton utiliza somente um ponto anterior, ao
contrario do método da secante que necessita de dois pontos. Quando o célculo de f’(z) se torna proibitivo,
costuma-se utilizar o método da secante em seu lugar. Cabe aqui ressaltar que a férmula (4.8) pode ser
escritas na forma genérica

Tpt1 =9 (Tn), n=0,1,2,..., (4.9)

onde g (x,) é uma determinada funcdo de z,. Férmulas do tipo (4.9) sdo conhecidas como férmulas de
ponto fixo, porque quando a seqiiéncia xg, x1, T2, ... converge a um determinado ponto &, resulta que
lim z, = lim x,41 =&,
n—oo n—oo
em cuja situagdo (4.9) se torna & = g(£); ou seja, £ é um ponto fixo de g(x).

O método de Newton-Raphson nem sempre ird convergir. De fato, freqiilentemente ele ird divergir ou,
quando converge, tende para uma outra raiz, caso exista, distinta daquela em consideragao. Esta tltima
situacao pode ocorrer porque o método nao permite um controle no sentido de convergéncia das iteragoes, ao
contrario do que acontece com métodos como da biseccao e da falsa posicao. Busca-se, portanto, estabelecer
condicoes que garantam a convergéncia do método para qualquer escolha de valor inicial zy dentro de um
dado intervalo. Estas condigdes sio fornecidas pelo seguinte teorema [3].

Teorema 4.2.

Seja f(x) diferencidvel duas vezes no intervalo fechado [a,b]. Sendo as segquintes condigies
satisfeitas:

L f(a)f(b) <0;
2. f'(z) #0, para x € [a, b];
3. f"(x) <0ou f’(x) >0, Vx € [a,b];
4. nos pontos extremos a e b:
fla) o o)y
0> F(a) >—(b—a) el< 20 <b-—a.

Entao o método de Newton-Raphson converge para uma solugio tnica & de f(x) = 0 em [a,b]
para qualquer escolha de xg € [a,b].

Alguns comentdarios a respeito destas condigoes
sao apropriados. Condigoes (1) e (2) garantem que
hé somente uma tnica solu¢do em [a,b]. Condicao
(3) garante que o grafico de f(x) possui somente
uma unica concavidade em [a,b] (concava ou con-
vexa) e que f'(x) é monétono neste intervalo. Final-
mente, a condi¢io (4) garante que a reta tangente a
f(x) em cada ponto extremo do intervalo intercepta
o eixo x dentro de [a,b]. Sucintamente, a condigéo
(4) exige que f(x) seja suficientemente inclinada em
[a, b] para que a raiz da reta tangente no ponto x,
esteja sempre dentro do intervalo considerado. A ra-
pida convergéncia do método de Newton-Raphson,
uma vez que as condi¢Oes acima sdo satisfeitas, é
ilustrada na figura 4.4.

As condigbes deste teorema sdo também sufici-
entes para garantir a convergéncia do método da
secante, desde que os dois valores iniciais zy e x1
estejam ambos dentro de [a, b]. Neste caso, contudo
a convergéncia a raiz pode se processar de duas for-
mas distintas, dependendo da escolha feita para a
ordem dos valores de x¢ e x7.

Um algoritmo que implemente o método de Newton-Raphson deve ter como pardmetros de entrada o(s)
nome(s) da(s) rotina(s) que calcula(m) f(z) e f/(z), o valor de 2y que garantidamente satisfaga as condigoes

flx)

[ B e

Figura 4.4: Convergéncia do método de Newton-
Raphson. Dado zo € [a,b], 0 método rapidamente con-
verge para limp,_— oo n = €.
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acima e o(s) parametro(s) de tolerancia do erro de truncamento do método. Como critério de convergéncia,
pode-se adotar novamente um ou mais dos critérios (4.7a) ou (4.7b).

Para que se possa escrever uma rotina robusta, portanto, seria necessirio garantir as condigoes (1) —
(4). Contudo, ndo ha como verificar numericamente que as condigdes (2) e (3) estdo sendo cumpridas para
qualquer funcgdo f(x) apresentada & rotina. Para compensar esta deficiéncia, uma estratégia consiste em
utilizar um algoritmo que mistura os métodos de Newton-Raphson e da bisec¢do. Sempre que a n + 1-ésima
iteracdo esteja dentro do intervalo [a, b], realiza-se nova iteragdo usando o método de Newton. Porém, se
Zp41 estiver fora de [a,b] ou se |f (z,41)| ndo estiver diminuindo rdpido o suficiente, calcula-se a préxima
iteracao usando o método da biseccao. O programa 4.5 implementa justamente este tipo de algoritmo em
Fortran 95.

Programa 4.4: Utiliza uma combinacdo dos métodos de Newton-Raphson e da biseccdo para encontrar uma raiz
dentro do intervalo fornecido.

Prssrrrsxsxxrrrrrrsstkssxxxsrt SUBROTINA NEWTON BISEC % % % % % % ok ok ok ok 5k % K K K KK K K F F K ¥
! Busca uma raiz da funcao F(X) atraves de uma combinacao dos metodos de
! Newton—Raphson e da biseccao.

Pxxxxsxx Argumentos de entrada #x##xx

! F_DFDX: Nome da subrotina que retorna os valores de F(X) e F’(X).

! z1,22: Dois valores iniciais para o inicio da iteracao.

! ERRABS: Primeiro criterio de parada. Se ABS(F(Xn)) <= FTOL,

! entao Xn e’ aceito como raiz

! ERRREL: Segundo criterio de parada: erro relativo.

! Se ABS(Xn — Xn—1) <= XTOL+*ABS(Xn), entao Xn e’ aceito como raiz.
! NTOL: Numero maximo de iteracoes admitidas.

Prxxxxx Argumentos de saida ##*xx¥+

! RAIZ: Melhor estimativa para a raiz.

! IFLAG: Um inteiro ,

! = —2, Metodo falhou. Nao existe raiz em [z]l,z2].
= —1, Metodo falhou. Nenhuma raiz foi encontrada em NTOL
iteracoes. O ultimo wvalor encontrado para X e’ retornado.

= 0, FEncerrou devido ao primeiro criterio de parada ou por nowvas
iteracoes mao alterarem o resultado.

=1, FEncerrou devido ao segundo criterio de parada.

Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.

Data: Junho/2008.

(Baseado na funcao rtsafe do Numerical Recipes).

. . . . . . . . . .

subroutine newton_ bisec(f_ dfdx, x1, x2, errabs, errrel, ntol, raiz, iflag)
integer, intent (in) :: ntol

real (kind=dp), intent(in) :: x1, x2, errabs, errrel
integer , intent (out) ;1 iflag

real (kind=dp), intent(out) :: raiz

INTERFACE

subroutine f dfdx(x,fx,dfdx)
use Modelos_ Computacionais_Dados

real (kind=dp), intent(in) :: x
real (kind=dp), intent(out) :: fx, dfdx
end subroutine f dfdx
END INTERFACE
integer R
real (kind=dp) :: df, dx, dxold, f, fh, fl, temp, xh, xI

call f_dfdx(x1,fl,df)
call f_dfdx(x2,fh,df)
if (flxfh > 0.0_dp)then

iflag= -2
return

end if

if (fl = 0.0_dp) then
raiz= x1
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iflag= 0
return
else if (fh = 0.0_dp) then
raiz= x2
iflag= 0
return
else if (fl < 0.0_dp) then ! Oriente o intervalo tal que f(zl1) < 0.
xl= x1
xh= x2
else
xh= x1
xl= x2
end if
raiz= 0.5_dpx*(x1 + x2)
dxold= abs(x2 — x1)

dx= dxold
call f_dfdx(raiz ,f,df)
do j= 1, ntol ! Laco sobre o numero permitido de iteracoes.

if (((raiz—xh)xdf—f)x((raiz—x1)*df—f) >= 0.0_dp & ! Se a iteracao estiver
.or. abs(2.0%f) > abs(dxoldxdf) ) then ! fora de [x1,22],
dxold= dx ! ou se nao estiver
dx= 0.5_dpx(xh — x1) ! convergindo rapidamente
raiz= x| 4+ dx ! use biseccao.
if (x1 = raiz) then
iflag= 0
return
end if
else ! Iteracao esta dentro de [zl,z2].
dxold= dx
dx= f/df
temp= raiz
raiz= raiz — dx
if (temp = raiz) then
iflag= 0
return
end if
end if
call f dfdx(raiz,f,df)
if (abs(f) <= errabs) then ! Primeiro criterio de parada.
iflag= 0
return
end if
if(abs(dx) <= errrelsabs(raiz)) then ! Segundo criterio de parada.
iflag=1
return
end if
if (f < 0.0_dp) then
xl=raiz
else
xh=raiz
end if
end do
iflag= —1
return
end subroutine newton_ bisec

Utilizando a rotina newton_bisec para encontrar a raiz x; de ps(z) dentro do intervalo [1,2], com
errabs= 0, errrel= 10710 e ntol= 50, obteve-se as seguintes iteracdes:

wo = 1.50000000000000
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w; = 1.34782608695652
wy = 1.32520039895091
w3 = 1.32471817399905
wy = 1.32471795724479
ws = 1.32471795724475.

Pode-se notar que com somente 5 iteragoes, todas as casas decimais disponiveis para uma variavel de dupla
precisdo foram obtidas.

4.3 Raizes complexas de funcoes analiticas

Os métodos discutidos até este momento permitem a obtencdo de uma raiz real isolada uma vez que uma
aproximacao prévia da raiz ou outra informagao sao conhecidas. A informagcao prévia pode ser, por exemplo,
o intervalo onde se sabe que um niimero impar de raizes reside, como no caso do método da bisecgao.

Estes métodos nao sdo muito satisfatorios quando todos os zeros de uma funcdo sdo requeridos ou
quando boas aproximagoes iniciais nao estao disponiveis. Outra evidente limitacdo dos métodos até agora
apresentados consiste na obtencdo unicamente de raizes reais da funcdo. Muitos problemas em fisica,
engenharia, matematica ou outro campo de ciéncias naturais e exatas exigem o conhecimento também de
raizes complexas de fungoes analiticas. Uma classe muito ttil de fungoes onde todas estas limitagoes sdo
evidentes é a dos polinémios, da qual a funcdo ps(z), apresentada em (4.2a) faz parte. Das trés raizes de
ps(x), somente uma (x1) é real, enquanto as outras duas (z2 e x3) sdo complexas. Contudo, os métodos
apresentados possibilitaram somente a obtencao de x;.

Nesta secdo, alguns métodos desenvolvidos para o calculo numérico de raizes complexas de fungoes
analiticas serdo abordados. Particular énfase serd concedida ao Método de Miiller e uma descri¢do sucinta
serd realizada acerca de métodos modernos que utilizam propriedades matematicas oriundas da teoria de
funcoes analiticas.

4.3.1 O método de Miiller

Este método relativamente recente, desenvolvido inicialmente por D. E. Miiller [11], tem sido empregado
em diversas aplicacdes distintas com bastante sucesso. Este método pode ser usado para descobrir qualquer
numero pré-fixado de raizes, reais ou complexas, de uma funcdo analitica arbitraria. O método é iterativo,
converge quase quadraticamente na vizinhanca de uma raiz, nao requer a forma analitica da derivada da
funcdo e obtém tanto raizes reais quanto complexas, mesmo quando estas sdo multiplas.

Este método é global, no sentido de que o usuario ndo necessita fornecer uma aproximacao inicial. Nesta
secao o método sera apresentado, omitindo qualquer discussao a respeito da sua convergéncia, e uma rotina
que possibilita a obtencdo de raizes tanto reais quanto complexas serd também incluida. O problema de
encontrar as todas as raizes de um polinémio terd uma atengao especial, uma vez que este problema surge
com freqiiéncia em todos os ramos das ciéncias naturais e exatas.

O método de Miiller é uma extensdo do método da secante (seciao 4.2.3). Para relembrar, no método
da secante sao fornecidas duas aproximacoes iniciais (x; e z;—1) para a solugdo da equagdo f(x) = 0, sendo
obtida uma terceira aproximacao (z;+1) (Eq. 4.6). Esta aproximagdo consiste simplesmente na raiz da reta
secante que passa pelos pontos {x;, f (x;)} e {z;_1, f (z;—1)}. No método de Miiller, sdo fornecidos 3 pontos:
{zi—a, [ (xi—2)}, {ziz1, f (xi—1)} e {wi, f (x;)}, sendo a préxima aproximagio a raiz, z;4+1, obtida como uma
raiz da parabola que cruza os 3 pontos anteriores. Este método esta ilustrado na figura 4.5.

Para interpolar a pardbola p(x):

p(z) = ax® + bz + ¢

com a fungdo f(x) nos trés pontos apresentados, basta determinar o valor das constantes a, b e ¢ de tal
forma que p(z) corta f(x) nestes pontos, como apresentado na figura 4.5. Uma maneira equivalente de
escrever p(x) é a seguinte:

p(a) = f (@) + floim, @] (@ = 2) + f [wime, mic, 2] (v — mi0) (2 — 1), (h10m)
sendo
flooa] = 1=/
T1 — Zo
f[x0,$17x2] — f[zlvxZ] *f[xo,xl],
To — Xg
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y =flx)

Figura 4.5: O método de Miiller. Par-
tindo de 3 pontos iniciais da Jungdo
f@): Amice, f(@i2)}, {zio1, f(ic1)} e
{zi, f ()}, o pardbola p(z) € contruida,
sendo a préxima aprorimacdo para a raiz de
f(x) tomada como a raiz xi+1 da pardbola
que mais se aproxima da raiz da funcdo.

o

X, . 1
Xi-y i Xi_2
y =p(x)
expressoes particulares de
flzol = f(xo)
flew, . ze) — flzo, ..., op—
f[xm...,xk] = [ ! } [ 1},
T — Zo
onde f[xg,...,2x] é a k-ésima diferenca dividida de f(x) nos pontos zy,...,x;. Pode-se verificar

facilmente que (4.10a) realmente interpola f(z) nos trés pontos escolhidos. Uma vez que

(= 2i1) (& — @) = (& — 20)° + (2 — 24-1) (@ — 33),
pode-se escrever p(z) também como

p@) = f(z:) + ¢ (@ —23) + f v, mim1, ] (w — 35)° (4.10b)
onde

¢ = floict, @]+ flrice, im1, @] (s — i)

A func¢do p(z) apresentada em (4.10b) estd escrita na forma de um polindémio do 2° grau de (x — ;).
Buscando-se entdo uma raiz £ de p(z), tal que p (§) = 0, resulta

= ; 2 _ Gk \/012 —Af (x;) fwimo, T, 2]
p(&) = f(@i)tci (€ —zi)+f[wimg,zicr, 2] (§ —23)” =0 = §—ai = 2f [wi2, wi1, i ’

a qual pode também ser escrita como

S —2f (@)
e ¢ E \/022 —Af (i) f [$i727$i71,x¢}' (4.11)

Se o sinal de (4.11) for escolhido de tal forma que o denominador seja o maior possivel' e o valor de &
resultante for tomado como a aproximagao x;11 da raiz de f(x), entdo a férmula do método de Miiller fica:

— 2f (x)
¢ £/ —Af (23) [ [Ti2, @1, 1] (4.12)

LTi+1 = T4

lIsto é, de tal forma que ndo possa ocorrer cancelamento, o que facilmente poderia gerar erros de arredondamento.
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Algoritmo 4.3 Implementacdo numérica do método de Miiller.

1. Dadas zg, 1 e x2, trés aproximagoes iniciais para a raiz £ de f(z). Calcule f (z¢), f (z1) e f(x2).

2. Partindo de i = 2, calcule

hi = @ —mi_1; hio1 =251 — T2
Jlric1, w4 (f (zs) = f(zi-1)) [P
flrico,wici]) = (f(wic1) — f(@iz2)) /hi-1.

3. Calcule

floico,zic, 2] = (flwic, 2] — flrice, xi1]) / (hi + hiz1)

¢i = flrici,z] +hif [xice, xi1, i),

4. Calcule

hiv1 = —=2f (%:)/ {Ci + \/cf —4f (@) f [331‘7301‘—1,151‘—2]} ;
escolhendo o sinal de modo a maximizar a magnitude do denominador.

5. Calcule
Tig1 = T + hip.

6. Calcule
f (%H) :

7. Teste se um dos seguintes critérios for satisfeito:

(a) |f (zi+1)] < €1 (Erro absoluto).
(b) |zit1 — xi] < e2|wit1| (Erro relativo).

(¢) O ntmero méximo de iteragoes é excedido.
8. Se o teste for verdadeiro, retorna a tltima aproximagao obtida (z;41). Se o teste for falso, calcule
floi,ziga] = (f (Tig1) = £ (24)) [hiya,

faca @ =7+ 1 e recomece a partir do passo 3.

onde, conforme mencionado, o sinal do denominador de (4.12) deve ser escolhido de forma adequada.

Uma vez obtido x;41, 0 processo é entdo repetido utilizando-se x;_1, x; e ;11 em (4.12) para se obter
Zi+o € assim consecutivamente. Se os zeros obtidos a partir de (4.12) forem reais, entdo a situacao é ilustrada
graficamente pela figura 4.5. Contudo, as raizes podem ser complexas mesmo que as aproximacoes iniciais
sejam reais, bastando para isso que ¢ — 4f (x;) f [zi—2,Ti_1,7;] < 0. Isto significa que mesmo que a raiz
procurada seja real, aproximagoes intermediarias podem ser complexas. Porém, a medida que as iteracoes
se aproximam da raiz real, a parte imaginaria de z;4; tende a zero. O algoritmo 4.3 apresenta a seqiiéncia
de passos necessaria para implementar o método de Miiller.

O programa 4.5 implementa o método de Miiller, conforme delineado no algoritmo 4.3, em uma subrotina
em Fortran 95. O método de Miiller encontra uma raiz de cada vez. Para encontrar mais de uma raiz e
evitar que as iteragbes venham a convergir para valores previamente encontrados, o programa 4.5 possui
uma subrotina interna que implementa a técnica conhecida como deflagdo. Se, por exemplo, uma raiz &;
foi previamente obtida, a rotina calcula o préximo zero nao a partir da fungio f(z) original, mas a partir
da funcéo deflacionada ou reduzida

f(@)
z =&
Desta forma, se a raiz &; for tnica, lim,_,¢, f1(x) = 1 e o método deverd convergir para uma raiz &, distinta.

Pode acontecer de £; = & se esta raiz for dupla. contudo, a fungdo serd novamente reduzida para cada nova
raiz encontrada. Assim, se os zeros &1, &, ..., & foram previamente obtidos, o préximo zero serd obtido a

fi(z) =
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partir da funcdo reduzida
f(z)
(—&)(@—&) - (z-&)

ﬁ(z) =

Programa 4.5: Implementagio do método de Mdiller em Fortran 95.

Poosoksxksksxkxskxkxsnksskxgkxskxtx SUBROTINA MULLER # # 5 # % 5 s 5 £ 5 % o 5 K ok K 5 Ko K K K KKK KK

! Encontra as raizes de uma funcao analitica univoca pelo Metodo de Muller.
/

! Argumentos:

! fn: Funcao analitica univoca f(z) cujas raizes sao procuradas (Entrada)
! nnov: Numero total de raizes movas a serem encontradas. (Entrada)
! nprev: Numero de raizes previamente conhecidas. (Entrada )
! maxit: Numero mazimo de chamadas da funcao fn(z) por raiz. (Entrada)
! errabs: Primeiro criterio de parada. (Entrada)
! Iteracoes sao interrompidas se abs(fn(z)) .lt. errabs.

! errrel: Segundo criterio de parada. (Entrada)
! Iteracoes sao interrompidas se abs(h) .1t errrelxabs(z).

! zeros: Vetor que contem as raizes de fn(z). (Entrada/Saida)
! zeros (1), ..., zeros(mprev): raizes previamente conhecidas.

! zeros (nprev+1), ..., zeros(n): (ent.) aproximacoes iniciais

! para raizes.

! (sai.) raizes encontradas.

! fator: (OPCIONAL) Fator multiplicativo para wvalores iniciais. (Entrada)
! Para z= zeros(i), os 8 primeiros pontos para ajustar a parabola sao
! z, z + fator+h e z — fator+h, sendo h um valor fizo.

! fnreal: (OPCIONAL) Variavel logica para raizes reais. (Entrada)
! fnreal = .true. se todas as raizes sao reais.

! fnreal= . false. se ha raizes complezas (valor padrao).

! iterac: (OPCIONAL) Vetor com o numero de iteracoes realizadas

! para cada raiz. (saida)

/

! Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.

! Data: Abril/2011 (versao 2).

/

subroutine muller (fn, nnov, nprev, maxit, errabs, &
errrel , zeros, fator, fnreal, iterac)

!

implicit none

! Variaveis mudas.

logical , optional, intent(in) :: fnreal

integer , intent(in) :: nnov, nprev, maxit
integer , dimension(nnov), optional, intent (out) ;1 iterac

real (kind= dp), intent(in) :: errabs, errrel
real (kind= dp), optional, intent(in) :: fator

complex (kind= dp), dimension(nnov+nprev), intent(inout) :: zeros

! Variaveis locais.

logical :: tes__maxit, tes_g mxit, tes_real, tes_iter

integer :: ntot, i, n_it

real (kind= dp) :: epsl, eps2, teste, h_ini= 0.1_dp, tinyl= tiny (1.0_dp)
real (kind= dp), parameter :: bigl= huge(1.0_dp)

complex (kind= dp), parameter :: z0= (0.0_dp,0.0_dp), zlol0= (0.1_dp,0.0_dp)
complex (kind= dp), parameter :: z2= (2.0 _dp,0.0_dp), z4= (4.0 _dp,0.0_dp)
complex (kind= dp) :: ¢, den, divdfl, divdf2, dvdflp, fzr, z_inc, zrprev
complex (kind= dp) fzrdfl , fzrprv, h, hprev, zero, sqr, him2, himl
INTERFACE

function fn(z)

use Modelos_ Computacionais_ Dados

complex (kind= dp), intent(in) :: =z

complex (kind= dp) ;0 fn
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end function fn
END INTERFACE
!
if (nnov < 1)then
printx, O argumento nnov deve ser >= 1.’
stop
end if
! Inicializacoes.
tes_real= .false. ; tes_iter= .false. ; tes_g mxit= .false.
if (present(fnreal))tes_ real= fnreal
if (present (fator))h_ini= fatorxh_ ini
if (present(iterac))tes_iter= .true.
if (biglxtinyl < 1.0_dp)tinyl= 1.0_dp/bigl
epsl = max(errrel , 10.0_dpxepsilon(1.0_dp)) ! Erro de primeira especie.
eps2 = max(errabs, 10.0_dp*tinyl) ! Erro de segunda especie.
ntot= nnov + nprev
/

l raizes: do i = nprev + 1, ntot

n_it =0

tes maxit= .false.
! Calcule os tres primeiros valores da i—esima Taiz como
! zeros (i) + h, zeros(i)— h, zeros(i)

zero = zeros (i)

h = z1010*cmplx(h_ini, kind= dp)
if(abs(zero) > h_ini) h= zlolOxzero

him2= h
call dflac(zero, him2, i, fzr, dvdflp) [/ f(zero + h)
himl= —h

call dflac(zero, himl, i, fzr, fzrprv) [ f(zero — h)
hprev = himl — him2
zrprev= zero + himl
dvdflp = (fzrprv — dvdflp)/hprev
] iter: do
1 div: do
z__inc= z0
call dflac(zero, z_inc, i, fzr, fzrdfl)
Zero= zero + z_inc
h= zero — zrprev
if (tes_maxit)then
tes_ g mxit= .true.
exit 1 iter
end if
Testa convergencia da segunda especie.
if (max(abs(fzr),abs(fzrdfl)) < eps2)exit 1 iter
Testa convergencia da primeira especie.
teste= abs(h) — epslxabs(zero)
if (teste < 0.0_dp)exit 1_iter
Verifique se walor iterado diverge da raiz.
if (abs(fzrdfl) < 10.0_dp*abs(fzrprv))exit 1_div
h = cmplx(0.5_dp, kind= dp)xh
zero = zero — h
end do 1 div
Inicia algoritmo principal.
divdfl = (fzrdfl — fzrprv)/h
divdf2 = (divdfl — dvdflp)/(h + hprev)
hprev = h ; zrprev = zero
dvdflp = divdfl
¢ = divdfl + hxdivdf2
sqr = cxc — zdxfzrdflxdivdf2

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel Vers&o: 22 DE JUNHO DE 2011



Capitulo 4. Solucées de Equacées Nao Lineares | 89

if (tes_real .and. (real(sqr) < 0.0_dp)) sqr = z0

sqr = sqrt(sqr)

teste= sign (1.0_dp, real(c)xreal(sqr)+aimag(c)*aimag(sqr))
den = ¢ + cmplx(teste, kind= dp)xsqr

h = —z2«fzrdfl/den

fzrprv = fzrdfl

zero = zero + h
end do 1 iter
zeros (i) = zero
if(tes_iter)iterac(i — nprev)= n_ it

end do 1 raizes
if (tes_g mxit)printx, Metodo nao convergiu em’, maxit, &
’passos para 1 ou mais raizes.’

return
CONTAINS
subroutine dflac(zero, z_ inc, i, fzero, fzrdfl)
integer, intent (in) sro i
complex (kind= dp), intent(in) i1 zZero
complex (kind= dp), intent (out) it fzero, fzrdfl
complex (kind= dp), intent(inout) :: z_inc
logical :: t_den= .true.
integer o
real (kind= dp) :: v_sft
complex (kind= dp) :: root, den
/
1 den: do
n it =n it + 1
if (n_it > maxit) tes_maxit= .true.
root= zero + z_inc
fzero = fn(root)

fzrdfl = fzero
1 _deflac: do j = 2, i
den = root — zeros(j—1)
! Teste para evitar singularidade ou overflow.
if ((abs(den) < tinyl) .or. &
(bigl*min(abs(den),1.0_dp) <= abs(fzrdfl))) then
! Desloca o ponto aleatoriamente.
call random_number(v_ sft)
v_sft= 10.0_dpx(v_sft — 0.5_dp)*epsl
z_inc= z_inc + cmplx(v_sft, kind= dp)
t _den= .false.
exit 1 deflac

else
fzrdfl = fzrdfl/den
t_den= .true.

end if

end do 1 deflac
if(t_den) exit 1 den
end do 1 den
return
end subroutine dflac
end subroutine muller

Usando a rotina muller para encontrar as trés raizes de p3(z), dadas em (4.2b-d), obteve-se os seguintes
resultados.

e Com errabs= 0 e errrel= 0.1d0, os resultados sao:

zl = (—0.662461653676260, —0.562201573489122)
x2 = (—0.662358990777978,0.562279503661044)
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3 =

(1.32471793173699, —6.241718792293410F — 008)

com erros relativos respectivamente iguais a

1.483654014681657F — 004, 1.700701981827868E — 008, 5.089998023306140E — 008

e Com errabs= 0 e errrel= 1.0d-5, os resultados sdo:

zl
x2
3

com erros relativos iguais a

(—0.662358978622395, —0.562279512062290)
(—0.662358978622373, 0.562279512062301)
(1.32471795724475,9.491574411619214F — 027)

2.878544463935637E — 014, 0.000000000000000E + 000, 7.164977540849939F — 027

e Com errabs= 0 ¢ errrel= 1.0d4-8, os resultados sao:

zl
2
z3

com erros relativos iguais a

(—0.662358978622373, —0.562279512062301)
(—0.662358978622373, 0.562279512062301)
(1.32471795724475,8.128422767397306 F — 027)

0.000000000000000E' + 000, 0.000000000000000E + 000, 6.135964808919362F — 027

Ou seja, observa-se que o método rapidamente converge para os valores exatos das raizes.
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Capitulo 5

Problemas de Valor Inicial [Em
Construcao]

5.1 Introducao

Neste capitulo serao discutidos alguns métodos de solugado numérica de Equacgoes Diferenciais Ordinarias
(ODE) que fazem parte de Problemas de Valor Inicial (PVI).

Em ciéncias exatas ou naturais, grande parte dos problemas existentes sdo descritos por equagcoes dife-
renciais, cujas solugdes gerais devem ser particularizadas por condigdes iniciais e/ou condigoes de contorno.
Quando ocorrem somente as primeiras, diz-se que o problema é de valor inicial.

Um problema de valor inicial pode ser definido da seguinte forma. Sendo x > xg um pardametro que
varia de forma independente no problema e y(x) uma funcio da varidvel z, a funcio y(x) serd determinada,
em um problema de valor inicial, a partir da solu¢ao da equacao diferencial ordinaria de ordem n

F (5" (@), 5" D (@), .oy (@), y(@),2) = (@), (5.1a)

juntamente com as condigoes iniciais

90 (3(20),9' (0) - 5" (w0)) = ag (5.1b)

91 (?/ (z0) ¥/ (20) ...,y Y (xo)) = (5.1c)

In—1 (y (x0) 9/ (x0) -,y Y (330)> = ap-1, (5.1d)

sendo F (---) um funcional qualquer de y(z) e suas derivadas até a ordem n, f(z) uma funcio de =z,

9o (-++) s+, gn_1 (---) funcionais das condicdes iniciais y (2¢) , ...,y (20) e ag, . . ., a,,_1 constantes. Em

problemas realisticos na fisica, geralmente os funcionais gy, . . . , gn—1 sd0 lineares em {y (zo),...,ym D (:Uo)}
mas o funcional F' pode ser nao linear em {y(z),...,y™(z)}.

5.2 Equacoes de diferencas finitas lineares

A solugdo numérica do problema (5.1) envolve a discretizagdo da ODE, ou seja, a transformagao da
equagao diferencial em uma equagdo de diferencas finitas. Para exemplificar, pode-se considerar o PVI
linear

y = v, (5.2a)
y(zo) = ao, (5.2b)

cuja solugdo é y(z) = ape® *°. Para discretizar este PVI de uma forma trivial, considera-se a definicdo de
uma derivada e omite-se o simbolo de limite:

y(z+h) —y(x)
h )
91

y'(r) —
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sendo h um pequeno incremento em x. Desta forma, é possivel afirmar que a solucdo no ponto x + h é
obtida a partir do conhecimento da solugdo em x através de

y(@x+h) =1+ h)yx).

Partindo-se entéo do valor inicial yo = ag, obtem-se y; = y (z + h)=(1 + h) yo=(1 4+ h) ag, y2 = y (x + 2h) =
(14+h)yr = (1 +h)*ag, ete. Por indugdo, pode-se deduzir que y, = (1 + h)" ag. Escrevendo agora o n-
ésimo valor de x como x,, = g + nh e chamando x,, = x e y,, = y, temos

Tr — X

h:

n
. Portanto, y = (1 + i :170> ao.

n n

Empregando agora a identidade
z n

lim (1 + —) =e?,

n—o00 n
resulta que a solucio discretizada do PVI (5.2), quando n — oo, reduz-se a y = age® *°, a qual é justamente
a sua solugdo. Contudo, neste limite o resultado devera estar bastante contaminado pela propagacio de
erros de arredondamento; além disso, deseja-se buscar métodos que fornegam resultados mais acurados ja
para as primeiras iteracoes.

Alguns exemplos de equagdes de diferengas finitas e suas solugoes séo

Yntl — Yn = 1 = Yn=n-+c
n(n—1)

Yn+1 —Yn =" — yn:f“v‘c

Ynt1 — (n+ 1)y, =0 — Yn = cn!

Vamos considerar com algum detalhe uma equacao de diferencas finitas linear de ordem N com coefici-
entes constantes

YntN + AN—1YntN—1 + -+ a1Ynt1 + aoyn = 0. (5.3)

Esta equacao deve possuir IV solucgbes linearmente independentes, as quais sdo da forma y, = 8", Vn, sendo
B uma constante. Substituindo esta solugdo em (5.3) resulta

BN fan_1 BN b @ BT 4 a8 = 0.
Dividindo-se por 87", resulta a equagdo caracteristica
Y +an 1 BN 4t aB+ag =0, (5.4)

a qual fornece as raizes de um polindmio de grau N. Assumindo que todas as raizes (31, B2, ..., BN séo
distintas, a solucao geral de (5.3) pode ser finalmente escrita como

Un =187 + B2+ +enfh,n=0,1,2,....

Se os valores de y, n =0,..., N — 1 forem dados, estes, juntamente com (5.3), formam um problema
de valor inicial de diferencas finitas, o qual pode ser resolvido explicitamente resultando na solugao
particular para y,.

Como um exemplo, a equagao de diferengas

Yn+3 — 2Yn42 — Yny1 + 2y, =0

possui a equagao caracteristica
B —28°-B+2=0,

cujas raizes sdo 81 = 1, B2 = —1 e §3 = 2. Portanto, a solucéo geral é
Yn = c11™ + co (71)77. + Can.
Sendo agora dados yo =0, y; =1 e y» = 1, entdo

Yyo=c+cat+ecz =0
yp=c1—ca+2c3=1
Yya=c1+cat+4dez =1
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o qual forma um sistema linear nas constantes, cuja solucdo é ¢; = 0, co = —1/3 e ¢35 = 1/3. Portanto, a
solugao particular é
1 (—1)" + 2n
=73 3

Se alguma das raizes da equagao caracteristica (5.4) for dupla (B, por exemplo), entdo uma segunda
solugdo da mesma é nf7. No mesmo espirito, se algum par de raizes de (5.4) forem complexo conjugadas
(81 = B3, por exemplo), entdo estas podem ser escritas na sua forma polar e ¢; 81 + ¢2/32 pode ser reescrita
na forma r™ (C; cosnf + Cy sennf)), onde r = |51| e 0 = arg .

As propriedades das equacoes de diferencas finitas consideradas nesta secio serao tteis para os métodos
desenvolvidos no restante deste capitulo.

5.3 Integracao numérica por série de Taylor

Considerando-se inicialmente um PVI de primeira ordem na forma

y = flzy) (5.5a)
y (zo) 70- (5.5b)

A funcao f (z,y) pode ser linear ou nao linear em y, mas é assumido que esta é diferencidvel em qualquer
ordem em z e y. Se df /0y for continua no dominio de interesse, entdo a solucao de (5.5) é tnica.

Sendo entdo y(z) a solugdo exata de (5.5), pode-se desenvolver y(x) em uma série de Taylor em torno
do ponto = = xq:

1 2
y(@) = yo + (z = 20)y (z0) + 57 (x = w0)"y" (wo) +--- . (5.6)

O valor de yo é suposto dado, mas as derivadas na série acima ndo sdo conhecidas uma vez que y(z)
é desconhecido. Contudo, dada a hipdtese de f (z,y) ser diferencidvel, as derivadas de (5.6) podem ser
obtidas tomando-se a derivada total de (5.5a) em relagdo a z, lembrando sempre que y é funcgdo de z.
Assim, obtem-se para as primeiras derivadas:

y=f

d
y”=£ = fo+ [y
=fot+ fyf

2
N A A R W S A
= fxa: + Qf:vyf + fyyf2 + fyfw + fjf

Continuando desta maneira, pode-se expressar qualquer derivada de y em termos de f (z,y) e suas derivadas
parciais. Contudo, para derivadas de mais alta ordem a expressdo resultante torna-se cada vez mais extensa.

Por razdes préticas, portanto, deve-se limitar o ntimero de termos em (5.6) a um valor pequeno e
esta limitagdo restringe o valor de x para o qual a série (5.6) truncada resulta em um valor para y(z)
razoavelmente acurado. Assumindo que a série (5.6) truncada fornece uma boa aproximagao para um passo
de comprimento h, isto é, z — x¢g = h, pode-se calcular y em xy + h, recalcular suas derivadas v', 3", etc, em
x = xo + h e entdo usar (5.6) novamente para calcular y em z( + 2h; e assim sucessivamente. Prosseguindo
desta maneira, obtem-se uma conjunto discreto de valores {y,} que sdo aproximagoes da solugdo correta
nos pontos x, = xg +nh (n =0,1,2,...). No restante deste capitulo, a solu¢do exata de (5.5) no ponto x,
serd denotada por y (z,), enquanto que a solugdo aproximada serd denotada por y,.

Para formalizar este procedimento, introduz-se o operador

h h2 hkfl
Ty (l',y) = f(xay) + Ef/ (x,y) + ?fll (x7y) et Tf(kil) (xvy)a k= 172a"'7 (57)

onde fU) (z,y) denota a j-ésima derivada total de f (x,y) com relacdo a z. Assim, truncando-se a série
(5.6) até o k-ésimo termo, pode-se escrever:

y(lxzo+h) =yo+h {Tk (xo, Yy (xo))} ) (5.8a)

O erro local cometido ao se tormar o passo de z,, para x,4; utilizando o método de Taylor na ordem k, é
fornecido pelo proximo termo da série de Taylor truncada:
o M ey e~ P

= G O = G P Ev©) s < e < th (5.8b)
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Algoritmo 5.1 Algoritmo de Taylor de ordem k.
Para encontrar uma solucao aproximada do PVI

y = f(zy)
yla) = o

sobre o intervalo [a, b]:

1. Escolha um passo h = (b —a) /N. Defina
Tp =a+mnh, n=0,1,..., N.
2. Obtenha as aproximacoes y, de y (z,) a partir da férmula de recorréncia
Ynt1 = Yn + W1k (Xp,yn), n=0,1,...,N — 1,

onde Ty, (24, yn) estd definido em (5.7).

Neste caso, diz-se que o algoritmo de Taylor é de ordem k. O algoritmo 5.1 implementa o método de
Taylor.

5.3.1 O método de Euler

Arbitrando k£ = 1 em (5.8a,b), obtem-se o método de Euler e o seu erro local. Seguindo a representagao
apresentada no algoritmo 5.1, a férmula para o método de Euler fica:

Ynt+l = Yn+ f (l’n, yn) s (59&)
1
E = if/ (xnayn)hQa Tn < f < xn+1- (59b)

Para este método, existe uma outra estimativa de erro que pode ser denominada de erro global ou erro
de convergéncia. Trata-se de um limite superior no erro cometido ao se utilizar repetidas vezes este método
com um passo fixo h, variando = entre x( e algum limite superior x = b. Sendo x, = xg + nh, este erro é
mensurado como

€n =Y (xn) — Yn,

isto é, o erro realizado no processo de discretizacao empregado pelo método de Euler. Nesta defini¢ao, y,, é
o valor aproximado dado pelo método de Euler (Eq. 5.9a), enquanto que y (z,) é a solucdo exata do PVI
no ponto x,. Uma estimativa maxima para e, é dada pelo Teorema 5.1 abaixo.

Teorema 5.1. Seja y,, a solugio aproximada de (5.5) obtida pelo Método de Euler (5.9). Se a solugdo
exata de (5.5), y = y(x), possui sua derivada sequnda continua no intervalo [xo,b] e se neste intervalo as
inequaldades

[fy@yI<L,  |y(z) <Y

sao satisfeitas para certas constantes positivas L e Y, o erro de convergéncia e, = y (x,) — yn do Método
de Fuler no ponto x,, = xg + nh tem seu valor mdximo dado por

hY

len| < 50 {e(xnimo)l] —1f.

O teorema 5.1 mostra que o erro é O(h), isto é, e,, — 0 proporcionalmente a h se x = x,, é mantido fixo.
Por outro lado, para um h fixo, o erro aumenta na ordem e*’ quando x = x,, se afasta de x.

5.4 O Método de Runge-Kutta

O Método de Euler ndo é muito 1til para a solugdo de problemas que demandam uma maior acuracia;
a sua utilidade surge quando o programador necessita ter somente uma idéia da ordem de grandeza e da
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ix) Figura 5.1: M¢étodo do ponto médio ou
Método de Runge-Kutta de segunda or-
@ dem. Acurdcia em segunda ordem é ob-
tida usando a derivada mo inicio do inter-
= @ @ valo para encontrar uma soluc¢do interme-
didria no ponto médio do intervalo e, en-
tdo, usando a derivada mo ponto médio ao

longo de todo o intervalo.

tendéncia da solugdo de (5.5). Por outro lado, o algoritmo de Taylor (5.1) para uma ordem k alta é também
impraticdvel, pois necessita do conhecimento das derivadas de ordem k — 1 de f (z,y).

O Método de Runge-Kutta foi desenvolvido com o intuito de obter maior acuricia que o Método de Euler
e, a0 mesmo tempo, evitar a necessidade de se conhecer derivadas de ordens altas. Para tanto, o método faz
uso da estratégia de calcular os valores de f (x,y) em pontos intermedidrios para cada passo da integragio
de (5.5).

A deficiéncia no Método de Euler se deve ao fato de que a férmula (5.9a) avanca a solugdo por um
intervalo h usando somente informacoes somente no inicio do intervalo, isto €, no ponto z = z,. O método
ndo utiliza nenhuma outra informacao sobre a variagdo de f (x,y) no intervalo [2,,z,4+1]. O mesmo pode
ser dito do algoritmo de Taylor em qualquer ordem.

5.4.1 O Método de Runge-Kutta de segunda ordem ou o Método do ponto
médio

Numa tentativa de remediar esta deficiéncia, pode-se realizar primeiramente um passo tentativo até o

ponto médio no intervalo [z, z,+1] e entdo utilizar os valores de x e y neste ponto médio para computar o

passo real ao longo de todo o intervalo de comprimento h. Esta sequéncia de 2 passos intermediarios para
um passo completo é quantitativamente descrito pelo sistema de equagdes

ki = hf (xnv yn)
k2 hf (xn + h/2a Yn + kl/z)
Ynt1 = Yn+hka+O(R).

Como indicado no termo de erro, o uso do ponto médio torna o método acurado em segunda ordem. A figura
5.1 ilustra a aplicacdo deste método. Ja o algoritmo 5.2 mostra como este método pode ser implementado
em um programa de computador.

Algoritmo 5.2 O Método de Runge-Kutta de ordem 2.
Dado o PVI

v =f(zy), wy(zo)=yo,

aproximacoes y,, para y (z,), sendo x, = xg+nh para um passo h fixoen = 0,1,..., sdo obtidas usando-se
a seguinte sequéncia de passos:

1. Calcule k; dado por
ki =hf(Tn,yn)-

2. A partir de kq, calcule ky dado por
1 1

3. A partir de ks, calcule a solugdo y,+1 dada por

Yn+1 = Yn + k2-
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Figura 5.2: Método de Runge-Kutta de

Y quarta ordem. Em cada passo a derivada
B ’ . .
M ¢é calculada 4 vezes: uma vez no ponto ini-
TR, 2 cial, duas vezes no ponto médio e uma vez
""*-.__‘ no ponto final. Destas derivadas o valor

\e“\mh‘ final da solugdo do PVI é calculado.

3 e ™
e ¥n+1
Qg\

O erro local do Método de Runge-Kutta de ordem 2 é O (h3), ao passo que o erro local do Método
de Euler é O (h2). Isto significa que é possivel usar um passo h com o primeiro método para se obter a
mesma acurdcia do segundo. O prego que se paga é que para cada passo h o funcional f (x,y) é calculado
2 vezes, no inicio e no ponto médio do intervalo. Expressées com erros ainda menores podem ser obtidos
utilizando-se informacoes de derivadas de ordens mais altas no ponto médio. Contudo, em vez de se utilizar
esta complicagdo adicional, o uso pratico recomenda o emprego do Método de Runge-Kutta de ordem 4
(secdo 5.4.2).

5.4.2 O Método de Runge-Kutta de quarta ordem

Talvez o método mais empregado para a solugcdo de PVI’s, o Método de Runge-Kutta de quarta ordem
faz uso das informagoes fornecidas por f (x,y) em 3 pontos (ou férmulas) intermedidrios antes de calcular
a aproximagao para ¥py1.

Sem demonstragio, as formulas envolvidas neste método sao:

ki = hf(zn,yn) (5.10a)
ky = hf (:Cn + h/27 Yn + k1/2) (510b)
kB = hf (xn + h/27 Yn + k2/2) (510C)
ks = hf(xn+h,yn+ks) (5.10d)

1
Uni1 = Yot (k1 + 2ks + 2ks + kq) + O (B°) . (5.10¢)

O método de ordem 4 requer 4 célculos de f(x,y) por passo h. Isto significa que este método deve ser
superior que o método de ordem 2 se o valor de h neste caso puder ser, pelo menos, 2 vezes maior que o
valor para o método de ordem 2, para se obter a mesma acuracia. Caso contrario, é melhor usar o algoritmo
5.2 ou algum outro método de solugao de um PVI. A figura 5.2 ilustra a aplicagdo do método e o algoritmo
5.3 mostra a sua implementagao.

5.5 Sistemas de equacgoes diferenciais

As férmulas (5.10a-e) para a aplicagdo do Método de Runge-Kutta de quarta ordem supde a existéncia
de um PVI simples do tipo (5.5) o qual consiste em uma equagao diferencial de primeira ordem (linear ou
nao linear) com uma condigdo inicial simples. Contudo, grande parte dos problemas que surgem em ciéncias
exatas e naturais envolvem PVI’s compostos por uma ou mais equacoes diferenciais de segunda ordem ou
ordens mais altas, com um correspondente nimero de condicoes iniciais. Desejamos entao estender o método
apresentado na se¢do 5.4.2 (ou qualquer outro) para esta situagido mais geral.

Para exemplificar a generalizagdo do método, vamos considerar o caso de uma ODE de ordem N com N
condicOes iniciais. A extensdo para o caso onde ha mais de uma equacéo diferencial, inclusive de diferentes
ordens, segue diretamente do exemplo apresentado. O PVI a ser considerado pode ser escrito a partir de
(5.1) como

y N = f (9@, 9 @),y D (@), (5.11a)
juntamente com as condigoes iniciais
90 (y(@0) 9/ (w0) s,y (w0)) = a0 (5.11b)
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Algoritmo 5.3 O Método de Runge-Kutta de ordem 4.

Dado o PVI

aproximagoes y,, para y (x, ), sendo x,, = xo+nh para um passo h fixoen = 0,1, ..

yl =f (x’y)a y(‘rO) = Yo,

a seguinte sequéncia de passos:

1

[\

3

4

. Calcule k; dado por
ki = hf (:Cna yn) .

. A partir de kq, calcule ks dado por
1 1
]CQ = hf <In 4+ §h,yn + 2]{31) .
. A partir de ko, calcule k3 dado por
1 1

. A partir de k3, calcule k4 dado por
kg = hf (xn + h,yn + ks3).

. A partir de k1, k2, k3 e k4, calcule a aproximacao y,+1 dada por

1
Yn+1=Yn + ¢ (k1 + 2ko + 2ks + k) .

., sdo obtidas usando-se

91 (y(xo)7y'($o),-~-7y(N71) (%)) = w

gN-1 (y (z0),y' (20), ...,y (1'0)) = an-1.

Definindo inicialmente y; (x) = y(z), podemos escrever:

yl(ﬂc = y2(95
Yo () = y3(z
!

Y3(7) = ya(z

Yn-1(x) = yn (),

finalmente, fazendo uso de (5.11a),

yn (@) = f (@, y1(2),p2(2), -+ yn (),

com as condigoes iniciais (5.11b—e) escritas

g0 (Y1 (zo) ,y2 (o) ;.- ., y~n (z0)) = a0
g1 (Y1 (20),y2 (z0) - yn (T0)) = @
gn—1 (W1 (w0) 92 (20) -+, yn (T0)) = an-1.

(5.11¢)

(5.11d)
(5.11e)

(5.12a)
(5.12b)
(5.12¢)

(5.12d)

(5.12¢)

(5.12f)
(5.12g)

(5.12h)

Ou seja, ao invés procurarmos uma forma do método de Runge-Kutta para resolver 1 ODE de ordem N, o

que

iremos fazer é resolver N equacoes de ordem 1.
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Quando o PVI for composto por mais de uma ODE de diferentes ordens, busca-se reduzir este sistema
sempre a um sistema de primeira ordem. Neste caso, ao invés de somente uma equagao de primeira ordem
do tipo (5.12e), teremos um sistema de N equagoes do tipo:

yi = fl (3371/171/27"' ;yn) (513&)
yo = fol,y1,92, ,yn) (5.13b)
y;\/' = fN (x7y17y27"' 7yn)7 (513C)

onde neste sistema ja estdo incluidas as equagoes auxiliares (5.12a—d). E muitas vezes conveniente pensar
este sistema na forma vetorial,

Yy =f(zy), (5.13d)

onde y e f sdo vetores com N componentes cada.

A subrotina rk4 (programa 5.1) implementa o Método de Runge-Kutta de quarta ordem, dado pelo
algoritmo 5.3, em Fortran 95. Nota-se que a subrotina resolve um sistema de EDO’s de primeira ordem
do tipo (5.13a-c) ou (5.13d). O programador deve fornecer a subrotina o valor da varidvel independente
x, o valor do passo h e, no vetor y, os valores das solugbes no ponto x. A rotina retorna com a solugdo
numérica do sistema de EDO’s no vetor ysai, o qual pode ser o préprio vetor y, no ponto x + h posterior.
A subrotina ndo atualiza o valor da varidvel independente.

Exemplo 5.1. Movimento harmoénico amortecido. Suponhamos um corpo de massa m pendurado
do teto por uma mola que exerce uma forga restauradora fr = —ky, oscilando sob a agdo da gravidade,
mas imerso em um fluido viscoso tal que a for¢a de resisténcia a passagem do corpo seja proporcional ao
quadrado da velocidade do mesmo, f, = Cv?. Este problema pode ser escrito na forma de um PVI como:

k c. ..
j=—9——y——3ll,
m”  m
y(0) =50, 9(0) = vo.
Definindo y1 (t) = y(¢) e §1(t) = y2(t), o PVI pode ser escrito a partir de (5.12) como:
U1 =Y2
: k C
U2 =—9— —y1— —Y2|y2l,
m m
y1(0) =wo,  ¥2(0) = vo,

ou seja, em vez de resolvermos 1 equacao de 2% ordem, vamos resolver 2 equagoes de 1* ordem. Resultados
deste PVI sdo mostrados em ambos os painéis da figura 5.3, os quais mostram a evolucdo temporal da
posicao (y(t)) e da velocidade (v(t)) do oscilador harménico. Quando C' # 0 pode-se observar claramente o
amortecimento na oscilagdo. O programa que gerou os dados para os gréaficos da figura 5.3 pode ser obtido
em www.ufpel.edu.br/~rudi/grad/ModComp/Progs/Mov_Har_Amor.£90.
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Programa 5.1: Resolve um Problema de Valor Inicial usando o Método de Runge-Kutta de quarta ordem.

subroutine derivs(x,y,dydx)
use Modelos_ Computacionais_ Dados

real (kind= dp), intent(in) :: x
real (kind= dp), dimension(:), intent(in) :: y
real (kind= dp), dimension(:), intent(out) :: dydx

end subroutine derivs
END INTERFACE
real (kind= dp) :: h6, hh, xh
real (kind= dp), dimension(size(y)) :: dydx, dym, dyt,
/
call verifica_tamanho(size(y),size(ysai), 'rkd’)
hh= h*0.5_dp
h6= h/6.0_dp
call derivs(x,y,dydx)
xh= x 4+ hh
yt=y + hhxdydx
call derivs(xh,yt,dyt)
yt=y + hhxdyt
call derivs(xh,yt,dym)
yt= y 4+ hxdym
dym= dyt + dym
call derivs (x+h,yt,dyt)
ysai= y + h6x(dydx + dyt + 2.0_dp*dym)
return

end subroutine rk4

Dorkssnrnnknnrnsnsrsnsnsrnrnrrsrx SUBROTINA RIS ko 5ok £k 5k K KKK KKK KA KA KKK KK KKK

! Resolve um Problema de Valor Inicial pelo Metodo de Runge—Kutta

! de quarta ordem com passo fizo.

! Dados o wvetor y(:) que contem as wvariaveis e o vetor das derivadas
! dydz (:) mo ponto z, a rotina invoca a subrotina derivs(y,z,dydz)
! que sera usada para avancar o vetor das solucoes ysai(:) ate o
! ponto = + h.

/

! Argumentos de entrada:

! x: Ponto inicial do intervalo.

! y: Vetor de forma assumida contendo as solucoes do PVI no ponto .
! h: Tamanho do passo.

! derivs: Subrotina que calcula as derivadas dydx no ponto x.

! Argumento de saida :

! ysai: Vetor de forma assumida contendo as solucoes do PVI no ponto x + h.
! O vetor ysai pode ser o proprio vetor y.

/

! Autor: Rudi Gaelzer, IFM — UFPel.

! Data: Julho/2010.

! Obs: Baseada na subrotina RKj} do Numerical Recipes.

/

subroutine rk4(x,y,h,ysai,derivs)

real (kind= dp), intent(in) :: x, h

real (kind= dp), dimension(:), intent(in) :: y

real (kind= dp), dimension(:), intent(out) :: ysai

INTERFACE

yt

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel

Versdo: 22 DE JUNHO DE 2011
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1(s)

Figura 5.3: Solucdes numéricas do PVI do exemplo 5.1 utilizando a rotina rk4. Esquerda: y(t) x t. Direita:
v(t) X t.

Autor: Rudi Gaelzer — IFM/UFPel Vers&o: 22 DE JUNHO DE 2011
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