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Resumo. Amodelagem e solução de problemas de transporte de part́ıculas neutras são fundamentais em
áreas como transferência de calor e f́ısica nuclear. Apresentamos o desenvolvimento de um método para
resolver a equação linear de Boltzmann em geometria 1D, com espalhamento isotrópico e coeficientes
constantes. O método une uma rede neural artificial (RNA) ao método das caracteŕısticas (MdC),
permitindo a resolução de problemas baseados no modelo e em dados. A rede, que fornece uma estimativa
para o fluxo escalar de part́ıculas, é treinada iterativamente minimizando uma função de perda que
permite o ajuste a dados. Para problemas inversos de estimativa de parâmetros, a arquitetura da RNA
é modificada para também estimar intensidades radiantes em direções selecionadas. A função de perda
é expandida para incluir o residual da equação de transporte (apenas em direções selecionadas) e as
condições de contorno, conectando-se diretamente ao parâmetro a ser estimado. Aplicações em estudos
de casos selecionados apresentam as potencialidades do método, bem como, indicam suas limitações.
Destaca-se a versatilidade do método, sendo capaz de fornecer soluções para problemas em que poucos
dados estão dispońıveis.
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teŕısticas; Problemas Inversos.

A modelagem e solução de problemas de transporte de part́ıculas neutras são fun-

damentais em áreas como transferência de calor [5] e f́ısica nuclear [3]. Neste contexto,

consideramos que o transporte é modelado pela equação linear de Boltzmann, com espa-

lhamento isotrópico e coeficientes constantes

∀µ : µ · ∂

∂x
I(x,µ) + σtI = σsΨ(x) + q(x,µ), (1)

onde I(x,µ) ≥ 0 é o fluxo de part́ıculas no ponto x ∈ [a, b] e direção −1 < µ < 1, µ ̸= 0,

σt ≥ 0 é o coeficiente total de absorção, σs ≥ 0 é o coeficiente de espalhamento, Ψ(x) é o

fluxo escalar médio de part́ıculas

Ψ(x) =
1

2

∫ 1

−1

I(x,µ)dµ (2)

e q(x,µ) é a fonte de part́ıculas. A equação integro-diferencial é fechada com as condições

de contorno I(a,µ) = Ia, ∀µ > 0, e I(b,µ) = Ib, ∀µ < 0.

Com o objetivo de desenvolvermos um método para resolver problemas inversos de

transporte modelados por (1) e com a disponibilidade de poucos dados do fluxo escalar,

apresentamos o RNA-MdC, uma abordagem que combina o clássico método das carac-

teŕısticas (MdC) com redes neurais artificiais (RNA, [1]).

Consideramos um problema inverso de estimação de um parâmetro α de interesse

(por exemplo, σt), em que nd amostras
{(

x
(s)
d ,Ψ

(s)
d

)}nd

s=1
são dadas. O método consiste

em treinar uma perceptron multicamadas (PMCs, [1]) ỹyy = N (x;ppp = (pppw, α)), com entrada
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x ∈ [a, b], parâmetros ppp = (pppw, α), onde pppw são os pesos e biases da rede, e sáıda ỹyy é um

vetor de estimativas Ψ̃(x) e de intensidades Ĩ(x,µj) em direções selecionadas. O fato

de a rede requer a estimativa de intensidades em poucas direções, é uma das principais

diferenças do RNA-MdC em relação ao método das redes neurais informadas pela f́ısica,

em que aplicações a problemas de transporte semelhantes requerem a estimativa das

intensidades em todas as direções [4]. Com isso, o RNA-MdC tem o potencial de gerar

soluções precisas com o emprego de pequenas redes neurais.

Usando da iteração de fonte, dada uma N (l) (l-ésima iterada), o fluxo escalar espe-

rado Ψ̄(l) é calculado por (2) com base nas intensidades dadas pela solução MdC

Ī(l)(u) = Ī(l)(0)e−σtu +

∫ u

0

[σsN (u′) + q(u′)] e−σt(u−u′)du′, (3)

onde a mudança de variável x = x0 + uµ, é feita com base em um ponto x0 em que a

intensidade na direção µ é conhecida. Com isso, o treinamento da rede N (l) pode ser feito

por um método de otimização, minimizando a função de perda

ε(l)(xxx,ppp) =
w1

ns

ns∑
s=1

(
Ψ̃(l)(xs)− Ψ̄(xs)

)2

+
w2

nd

nd∑
s=1

(
Ψ

(s)
d − Ψ̃(l)(xd)

)2

+
w3

nsnµ

nµ∑
j=1

ns∑
s=1

(
µj

∂

∂x
Ĩ
(l)
j (xs) + σtĨ

(l)
j (xs)− σsΨ̃

(l)(xs)− q(xs,µj)

)2

+ c.c.,

(4)

onde o primeiro termo impõe a contribuição do fluxo escalar calculado pelo método MdC,

o segundo termo impõe a contribuição dos dados, e o terceiro termo impõe que as in-

tensidades estimadas em direções selecionadas satisfaçam a equação de transporte (1),

conectando-se diretamente ao parâmetro α. Ainda, outros termos garantem as condições

de contorno e coeficientes de penalização w1, w2, . . . são empregados.

Aplicações do RNA-MdC a problemas inversos de estimar σt são apresentadas em

[2], onde o método obteve bons resultados, mesmo com poucos dados dispońıveis. Outras

aplicações também serão consideradas, como a estimava do coeficiente de espalhamento e

problemas de localização de fonte.
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