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Modelos

Um modelo para a Geometria Hiperbdlica é uma descricao de
todos os seus objetos usando ferramentas da geometria
euclidiana.

Ha 3 modelos bastante famosos: de Klein, do disco de Poincaré
e do plano de Lobaschewski.

Os dois ultimos serdo tratados aqui, e eles tém uma relagao
mais ou menos simples que leva um para o outro.

Vou me aprofundar aqui no modelo do semiplano superior de
Lobaschewski, por isso vou comecar com o modelo do disco.



Antes disso...

Para ter certeza que os objetos que vamos apresentar aqui de
fato representam a Geometria Hiperbdlica, precisamos nos
convencer que todos os axiomas da Geometria Hiperbdlica sao
satisfeitos por eles.



Antes disso...

Para ter certeza que os objetos que vamos apresentar aqui de
fato representam a Geometria Hiperbdlica, precisamos nos
convencer que todos os axiomas da Geometria Hiperbdlica sao
satisfeitos por eles.

Por isso vamos antes de introduzir os modelos dizer quais sdo os
axiomas que vamos considerar, que sdo aqueles do sistema de
Hilbert.



Axiomas de Hilbert

Sao divididos em 5 grupos:
> Axiomas de incidéncia

Axiomas de ordem
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> Axiomas de congruéncia
> Axiomas de continuidade
>

Axioma das paralelas



Axiomas de incidéncia

I1 Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta
que os contenha.

12 Qualquer reta contém pelo menos dois pontos
distintos.

I3 Existem pelo menos trés pontos nao colineares.



Axiomas de ordem

O1 Se um ponto B estd entre A e C' entdo A, Be C
sdo pontos distintos e B esta entre C e A.

02 Dados dois pontos distintos B e D, existem
A, C, F tais que B estd entre A e C, C esta entre
BeDeDestdentre C' e F.
03 Dados trés pontos distintos em uma reta, apenas
um deles se localiza entre os outros dois.
04 Sejam r uma reta e A, B e C' trés pontos distintos
nao pertencentes a r. Entao
» Se A e B estao do mesmo ladodere Be C
estdo do mesmo lado de r, entdo A e C' estdo
do mesmo lado de 7.
» Se A e B estdao em lados opostos de r, e B e C
estdo do mesmo lado de r, entdo A e C estao
de lados opostos de r.
Obs: com estes axiomas é possivel definir segmentos, semirretas
e semiplanos.



Axiomas de congruéncia

M1

M2

M3

M4

M6

Se A e B sao pontos distintos e A’ é origem de
uma semirreta s, entao existe um tnico ponto

B’ € s tal que AB é congruente a A'B’.

Se AB é congruente a CD e CD é congruente a
EF, entao AB é congruente a EF. Todo segmento
é congruente a si mesmo.

Sejam A, B e C colineares com B entre A e C, e
sejam A’, B’ e C' também colineares, com B’ entre
A’ e C'. Se AB é congruente a A’B’ e BC é
congruente a B'C’, entao AC' é congruente a A'C’.
Sejam A um angulo, r uma reta e 0 um semiplano
determinado por r. Dado B € r e fixada uma
semirreta s C r a partir de B, existe uma unica
semirreta ¢ com origem em B tal que s e ¢t formam
um angulo congruente a A.

Todo angulo é congruente a si mesmo. Se A ¢
congruente a BeBé congruente a C, entdo A é
congruente a C.

Vale o critério “lado-angulo-lado” de congruéncia
de tridngulos: se A, B,C e A, B', ' sdo tais que
AB = A'B', ABC = A'B'C’ ¢ BC = B'C', entdo
os tridngulos ABC e A’B’'C’ sdao congruentes.



Axiomas de continuidade

C1

C2

Axioma de Arquimedes Sejam AB e C'D
segmentos. Existe um ndmero finito de pontos

Ay, A, As, ... A, na reta que passa por A e B tais
que AA; = A1Ay= ... A, 1A, =CD e AA,
contém AB.

Axioma de Dedekind Seja uma reta r e
suponha que existem dois subconjuntos nao vazios
de r, 1 e (s, tais que r C C7 U Cs. Além disso,
suponha que nenhum ponto de C] estd entre dois
pontos de Cy e nenhum ponto de Cy esta entre
dois pontos de C'j. Entao existe um tnico ponto
O € r tal que O esta entre P; e P, se e somente se
PeCieP,e (s comO # P,



Axioma das paralelas

P Dados uma reta r e um ponto P ¢ r, existem pelo
menos duas retas passando por P que nao
interseccionam 7.



Modelo do Disco de Poincaré



Modelo do Disco de Poincaré

No plano euclidiano, fixamos um disco (unitario, por exemplo)
com centro em um ponto O. Os pontos da geometria
hiperbdlica serdo os pontos interiores do disco.



Modelo do Disco de Poincaré

No plano euclidiano, fixamos um disco (unitario, por exemplo)
com centro em um ponto O. Os pontos da geometria
hiperbdlica serdo os pontos interiores do disco.

Dados dois pontos A, B distintos no interior do disco, temos
duas possibilidades:



Modelo do Disco de Poincaré

Caso 1: A, B definem um didmetro do disco (isto é, sdo
colineares com O).




Modelo do Disco de Poincaré

Caso 1: A, B definem um didmetro do disco (isto é, sdo
colineares com O).

Neste caso, dizemos que a reta por A e B é o diametro que os
contém.



Modelo do Disco de Poincaré

Caso 2: A, B nao definem um didmetro do disco (isto é, ndo
sao colineares com O).




Modelo do Disco de Poincaré

Caso 2: A, B nao definem um didmetro do disco (isto é, ndo
sdo colineares com O).

Neste caso, dizemos que o arco de circulo por A e B e
) p
perpendicular a fronteira do disco unitario é a reta por A e B.



Modelo do Disco de Poincaré

Em qualquer um dos casos A e B definem pontos no bordo do
disco (os pontos ideais da reta que os liga!) A € Boo.



Modelo do Disco de Poincaré

Em qualquer um dos casos A e B definem pontos no bordo do
disco (os pontos ideais da reta que os liga!) A € Boo.
Decretando que a distancia entre A e B é dada por

AB., - BA

A4 B) =In | Bh.

I

onde as medigoes de segmentos que aparecem aqui sao
euclidianas, podemos ver que as retas sao de fato infinitas.

O angulo entre duas retas fica sendo o angulo entre as tangentes
dos objetos que as definem.



Modelo do Disco de Poincaré

Verificagdo dos Axiomas:
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Verificagdo dos Axiomas:

EXERCICIO



Modelo do Disco de Poincaré

Verificagdo dos Axiomas:



Modelo do Disco de Poincaré

Verificagdo dos Axiomas:



Disco de Poincaré - Postulado das Paralelas
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Disco de Poincaré: alguns triangulos congruentes
Imagem de Izabella Muraro de Freitas:
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Isometrias

O motivo de escolher falar mais sobre o semiplano de
Lobaschewski do que sobre o disco de Poincaré: é mais facil
descrever as isometrias (minha opiniao!).
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Isometrias

O motivo de escolher falar mais sobre o semiplano de
Lobaschewski do que sobre o disco de Poincaré: é mais facil
descrever as isometrias (minha opiniao!).

Particularmente: se quero entender uma isometria no disco de
Poincaré eu vou para o semiplano, faco 14 a isometria e depois
volto.

Voltaremos a falar das isometrias em breve (assim que tivermos
o modelo construido).



https://www.youtube.com/watch?v=eGEQ_ UuQtYs
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fora” (serd o infinito) e esticamos o que sobra do bordo até
formar uma reta.
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Modelo do semiplano superior:

Escolhemos um ponto no bordo do disco de Poincaré para “tirar
fora” (serd o infinito) e esticamos o que sobra do bordo até
formar uma reta.

Q

Este processo preserva dngulos!

As retas que terminavam no ponto retirado passardo a ser retas,
as outras serdo arcos de circulos. Com a preservagao de
angulos, todas serao perpendiculares a fronteira.



Retas no semiplano de Lobaschewski

Os pontos ideias sdo agora os pontos de ry, juntamente com “o

infinito” (qualquer coisa que divirja estd indo para o infinito),
denotado aqui por oc.



Axiomas

Verificar que os demais axiomas valem: usar o que sabemos de
geometria euclidiana.



Axiomas

Verificar que os demais axiomas valem: usar o que sabemos de
geometria euclidiana.

Axioma (I1): Dados dois pontos A e B distintos, encontrar
uma reta que os contenha.



Reta por dois pontos distintos A e B - Caso 1

Cley)



Reta por dois pontos distintos A e B - Caso 1




Reta por dois pontos distintos A e B - Caso 1




Reta por dois pontos distintos A e B - Caso 2




Demais axiomas de incidéncia

12 Qualquer reta contém pelo menos dois pontos
distintos.

I3 Existem pelo menos trés pontos nao colineares.
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Axiomas de ordem

O1 Se um ponto B estd entre A e C' entdo A, B e C
sdo pontos distintos e B esta entre C e A.

02 Dados dois pontos distintos B e D, existem
A, C| E tais que B esta entre A e C, C esta entre
BeDeD estd entre C e FE.

03 Dados trés pontos distintos em uma reta, apenas
um deles se localiza entre os outros dois.

04 Sejam r uma reta e A, B e C trés pontos distintos
nao pertencentes a r. Entao

» Se A e B estao do mesmo ladoder e Be C
estdo do mesmo lado de r, entdo A e C estao
do mesmo lado de r.

» Se A e B estdao em lados opostos de r, e B e C
estdo do mesmo lado de r, entdo A e C estdo
de lados opostos de r.
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Axioma das paralelas

Duas retas sao paralelas quando se encontram num ponto ideal
(para se encontrarem em oo devem ser semirretas verticais, do
ponto de vista euclidiano).



Postulado das paralelas
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Retas por P que interseccionam 7r




Retas por P que nao interseccionam r
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Axiomas de congruéncia

A medida de um adngulo (unido de duas semirretas de mesma
origem) é definida como sendo a medida do angulo euclidiano
do modelo (tomando tangentes se necessario).



Axiomas de congruéncia

A medida de um adngulo (unido de duas semirretas de mesma
origem) é definida como sendo a medida do angulo euclidiano
do modelo (tomando tangentes se necessario).

Com isso ganhamos:

M4 Sejam A um angulo, r uma reta e ¢ um semiplano
determinado por r. Dado B € r e fixada uma
semirreta s C r a partir de B, existe uma tnica
semirreta t com origem em B tal que s e t formam
um angulo congruente a A.

M5 Todo angulo é _congruente a si mesmo. Se A é
congruente a B e B é congruente a C, entdo A é
congruente a C.



Axiomas de congruéncia



Axiomas de congruéncia

Para a congruéncia de segmentos, temos dois caminhos a seguir:
ou decretamos como calcular a distancia e verificamos quais
transformagoes do semiplano superior preservam estas
distancias (sdo as isometrias), ou come¢amos com
transformagoes que vamos decretar que definirdo isometrias e
depois calculamos distancias.
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Como o segundo caminho me parece mais bonito e natural, é ele
que vou seguir aqui.



Axiomas de congruéncia

Para a congruéncia de segmentos, temos dois caminhos a seguir:
ou decretamos como calcular a distancia e verificamos quais
transformagoes do semiplano superior preservam estas
distancias (sdo as isometrias), ou come¢amos com
transformagoes que vamos decretar que definirdo isometrias e
depois calculamos distancias.

Como o segundo caminho me parece mais bonito e natural, é ele
que vou seguir aqui.

Vou comegar pensando o que sdo transformagoes razoaveis de
decretar que sejam “isometrias”. Nao as chamarei assim porque
como o comprimento ainda nao esta definido, ndo faz sentido
entender se as transformagoes preservam ou ndo comprimentos.



Reflexoes

https://www.geogebra.org/classic/gqvdzcub


https://www.geogebra.org/classic/gqvdzcu6
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Quando a reta for dada por um semicirculo, vamos pensar nas
inversoes euclidianas:

Se P # O é um ponto do plano, entdo i(P) = P’ é tal que P’
pertence a semirreta com origem em O e passando por P e tal
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Pensando no plano estendido, temos que i(0) = oo e i(00) = O.
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Inversoes

Quando a reta for dada por um semicirculo, vamos pensar nas
inversoes euclidianas:

Se P # O é um ponto do plano, entdo i(P) = P’ é tal que P’
pertence a semirreta com origem em O e passando por P e tal
que OP' x OP = R?.
https://www.geogebra.org/classic/bdnp6ucj

Pensando no plano estendido, temos que i(0) = oo e i(00) = O.

Obs: fixa os pontos do circulo, e troca o interior com o
exterior. Transforma circulos e retas em circulos e retas.
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Inversoes

Quando a reta for dada por um semicirculo, vamos pensar nas
inversoes euclidianas:

Se P # O é um ponto do plano, entdo i(P) = P’ é tal que P’
pertence a semirreta com origem em O e passando por P e tal
que OP' x OP = R?.
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Pensando no plano estendido, temos que i(0) = oo e i(00) = O.
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Inversoes

No semiplano superior, inversoes com respeito a circulos
ortogonais a rs, funcionam como reflexoes.

https://www.geogebra.org/classic/djgkgpzg
Obs.: E possivel provar que a reta hiperbélica por P e P’ é

ortogonal a reta da reflexdo hiperbdlica, cruzando num ponto
M que depois por defini¢ao serd o ponto médio de P e P'.
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Inversoes

No semiplano superior, inversoes com respeito a circulos
ortogonais a rs, funcionam como reflexoes.

https://www.geogebra.org/classic/djgkgpzg

Obs.: E possivel provar que a reta hiperbélica por P e P’ é
ortogonal a reta da reflexdo hiperbdlica, cruzando num ponto
M que depois por defini¢ao serd o ponto médio de P e P'.

Spoiler: Para calcular o ponto médio de dois pontos
hiperbdlicos tracaremos sua mediatriz hiperbdlica (a reta de
reflexdo) como induz o arquivo do Geogebra!l ns na cabeca: a reta
euclidiana por P e P’ d4 (o centro da) a mediatriz hiperbélica; a mediatriz de P e P’ d& (o

centro da) a reta hiperbélica por eles.


https://www.geogebra.org/classic/djgkgpzg
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Transformacoes de Lobaschewski

Dizemos que L : H?> — H? é uma transformacdo de
Lobaschewski se ela puder ser escrita como uma composta de
(uma quantidade finita de) reflexdes hiperbodlicas.



Transformacoes de Lobaschewski

Dizemos que L : H?> — H? é uma transformacdo de
Lobaschewski se ela puder ser escrita como uma composta de
(uma quantidade finita de) reflexdes hiperbodlicas.

Sao exemplos destas transformagoes:
» Translagoes euclidianas paralelas a reta ry.

» Homotetias euclidianas com centro em 7.
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As translagoes euclidianas numa direcdo que seja paralela a 7
podem ser escritas como compostas de duas reflexées em torno
de retas representadas por semirretas verticais
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“Translacoes”
As translagoes euclidianas numa direcdo que seja paralela a 7
podem ser escritas como compostas de duas reflexées em torno
de retas representadas por semirretas verticais (reflital).

Deixam fixo o co.



“Homotetias”
Uma homotetia euclidiana centrada em um ponto Oy € 75
pode ser escrita como composta de duas reflexdes em torno de
retas hiperbodlicas representadas por semicirculos centrados em




“Homotetias”
Uma homotetia euclidiana centrada em um ponto Oy € 75

pode ser escrita como composta de duas reflexdes em torno de
retas hiperbodlicas representadas por semicirculos centrados em
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Deixam fixos tanto o centro O da homotetia quanto o oco.
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existir uma transformacao de Lobaschewski L tal que
L(A)=A"e L(B)=B.
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congruéncia de segmentos sao satisfeitos.
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Defini¢ao de congruéncia

Diremos que dois segmentos AB e A’B’ sao congruentes se
existir uma transformacao de Lobaschewski L tal que
L(A)=A"e L(B)=B.

E possivel mostrar que com esta defini¢io todos os axiomas de
congruéncia de segmentos sdo satisfeitos. Alguns sdo imediatos,
outros necessitam de algumas propriedades especiais das
transformagoes de Lobaschewski, que nao entraremos em
muitos detalhes (acreditem em mim!).

E agora sim, do jeito que definimos congruéncia temos que toda
transformacio de Lobaschewski é isometria. E possivel provar
que a reciproca é verdadeira: qualquer transformacao de H? que
leve cada segmento em outro congruente a ele é uma
transformagao de Lobaschewski. Entao a partir de agora vamos
chama-las de isometrias!
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Usando estas isometrias vamos definir uma unidade de medida e
calcular distancias.



