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Este curso vem em seqüência ao curso de Hidrologia Estatística I e tem por objetivo apresentar aos alunos os conceitos de ajuste de distribuições probabilísticas, testes de hipóteses, testes de aderência e modelos de regressão linear. Ao final deste Módulo, o aluno deverá ser capaz de:

· conceituar e diferenciar estimação, verificação e incerteza;

· conceituar e diferenciar estimador e estimativa;

· conceituar as características dos estimadores;

· conceituar e estabelecer intervalos de confiança;

· ajustar distribuições estatísticas a dados observados, estimando os valores dos parâmetros pelo método dos momentos ou da máxima verossimilhança;

· construir e manipular testes de hipóteses;

· dominar e manipular os conceitos de erros Tipo I e Tipo II e de graus de liberdade;

· utilizar testes de aderência para verificar a adequação de ajuste;

· dominar os conceitos básicos de Regressão Linear Simples (RLS) e estimar os parâmetros deste modelo;

· definir e quantificar a precisão das estimativas dos parâmetros da RLS;

· conhecer e aplicar testes estatísticos para a declividade da reta e para a linha de regressão em uma RLS;

· conhecer os conceitos básicos de Regressão Linear Múltipla.

O texto básico utilizado neste curso (e também no Módulo de Hidrologia Estatística I), cuja cópia é fornecida em anexo é:

GOMIDE, F.L.S. Noções de estatística e probabilidades: apêndice. In: Souza Pinto, N.L.; Holtz, A.C.T.; Martins, J.A.; Gomide, F.L.S. Hidrologia Básica. São Paulo: Edgard Blücher; Rio de Janeiro: Fundação Nacional de Material Escolar, 1976. p. 205-279.

Também são fornecidas, em anexo, cópias de tabelas extraídas de:

HALD, A. Statistical tables and formulas. New York: John Wiley & Sons, 1960. 97p.

Além deste material, é também incluído o programa detalhado das aulas, com os trabalhos práticos e exercícios a serem desenvolvidos.

Prof. Dr. Joel Avruch Goldenfum
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ANEXO 1 - Noções de estatística e probabilidades (extraído de GOMIDE, 1976)


ANEXO 2 - Tabelas de Teste F (extraídas de HALD, 1960)


1- Idéias básicas de variabilidade

1.1 - Natureza aleatória dos eventos:

Aurélio: 

Aleatório:
1. Dependente de fatores incertos, sujeitos ao acaso; causal, fortuito, acidental.


2. Dependente de um acontecimento incerto quanto às vantagens ou prejuízos


3. Fís. Diz-se de fenômeno físico que envolve uma variável de caráter estatístico.

Lanna: realizações não podem ser conhecidas.

Benjamin & Cornell:
variável aleatória é uma variável numérica cujo valor não pode ser predito com certeza antes de um experimento.


Ex.: temperatura, vazão, vento, precipitação.

1.2 - Incerteza:

Ocorre devido a:

· variação inerente à natureza;

· falta de conhecimento e compreensão de todas causas e efeitos em um sistema físico;

· falta de dados;

1.3 - Probabilidade e Estatística:

Os fenômenos hidrológicos naturais não podem ser reproduzidos, pelo menos na escala em que ocorrem.

Estatística:

· dados observados de um determinado processo são reunidos, formando uma amostra;

· análise desta amostra, buscando definir a freqüência de ocorrência de certos eventos;

· ajuste empírico, aceitando que a freqüência de ocorrência no passado representa a probabilidade de ocorrência no futuro (estacionariedade).

Probabilidade:

· desenvolvimento, ajuste e aplicação de modelos teóricos para processos hipotéticos que possuam determinadas características;

· inferência estatística: comparando as características do processo teórico com o processo natural, é possível selecionar alguns modelos probabilísticos para ajustar aos dados e representar este processo;

· teste de hipótese: um dos modelos teóricos ajustados pode ser selecionado através de comparação com o modelo empírico, obtido a partir da amostra.

Por que ajustar um modelo teórico se já existe um modelo empírico, baseado na amostra ?

· extrapolação;

· problemas de consistência e/ou representatividade da amostra.

1.4 - Estimação e incerteza das estimativas:

Estimação: ajuste de parâmetros do modelo

Incerteza: no modelo (entendimento incompleto dos processos); nos parâmetros; nos dados (erros de medição; precisão; variabilidade espaço-temporal)

2 - Representação gráfica dos dados
2.1 - Variável contínua:

2.1.1 - Representação contínua

2.1.2
-
Representação discretizada: 



Devido à forma de obtenção dos dados ou a tratamento computacional

2.2 - Variável discreta:
2.2.1 - Gráfico de barras

2.2.2 - Histograma de freqüência

2.2.3 - Diagrama de freqüência acumulada
3 - Representação numérica dos dados - Estatísticas
3.1 - Tendência central:

3.1.1 - Média

3.1.2 - Mediana

3.1.3 - Moda
3.2 - Quantiles:

3.2.1 - Quartis

3.2.2 - Decis

3.2.3 - Percentis

3.3 - Variabilidade (dispersão) em torno da média:

3.3.1 - Amplitude total e desvio médio

3.3.2 - Amplitude quartílica e desvio quartílico

3.3.3 - Variância

3.3.4 - Desvio padrão

3.3.5 - Coeficiente de variação

3.4 - Momentos, assimetria e curtose:


3.4.1 - Momento de ordem r


3.4.2 - Coeficiente de assimetria


3.4.3 - Coeficiente de curtose (achatamento)


3.4.4 - Momentos, assimetria e curtose da população

4 - Elementos da teoria da probabilidade
4.1 - Espaço amostral - S: Todos possíveis resultados de um experimento.

4.2 - Evento:

· coleção de pontos dentro do espaço amostral;

· espaço definido do espaço amostral, conforme algum critério.

4.3 - Evento simples ou elementar: Evento com apenas 1 ponto do espaço amostral.

4.4 - Evento complexo: Evento que contém 2 ou mais pontos do espaço amostral.

4.5 - Complemento de um evento - AC: Todos pontos do espaço amostral não incluídos no evento A. Observar que AC também é um evento.

4.6 - Evento nulo - (: Evento que não contém pontos.

4.7 - Eventos desconexos (mutuamente excludentes):

Eventos que não têm pontos em comum.


A1 ( A2 = (: evento nulo se A1 e A2 são eventos mutuamente excludentes.

4.8 - Espaço amostral bidimensional: Envolve a observação de dois números.

4.9 - Espaço amostral condicional: Todos possíveis resultados de um experimento dado que um evento A tenha ocorrido.

4.10 - Definição de probabilidade:
· chance de ocorrência de um evento;

· freqüência relativa: 
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· peso que expressa uma medida individual de chance relativa de ocorrência.
4.11 - Axiomas de probabilidade:


Axioma 1: 
0 ( P[A] ( 1


Axioma 2:
P[S] = 1


Axioma 3:
Se A e B são mutuamente excludentes, P[A ( B] = P[A] + P[B]

4.12 - Probabilidade de eventos

4.12.1 - Probabilidade do complemento: 
P[AC] = 1 - P[A]


4.12.2 - Probabilidade da união: 
P[A ( B] = P[A] + P[B] - P[A ( B]


4.12.3 - Probabilidade condicional: 
P[A (B] = P[A ( B] / P[B]


4.12.4 - Teorema da probabilidade total: 
P[A] = 
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4.12.5 - Independência de eventos: 



A probabilidade de ocorrência de um evento independe da probabilidade de ocorrência do outro.



Se A e B são independentes, então P[A (B] = P[A]. 



Conseqüentemente, P[A ( B] = P[A] . P[B]    e   também   P[B (A] = P[B]

5 - Conceitos básicos de distribuições de probabilidades

5.1 - Definição de distribuição de probabilidades:

Modelo (empírico ou teórico) que define o comportamento de uma variável aleatória. O modelo empírico é simplesmente ajustado ao conjunto de dados disponíveis, enquanto que o modelo teórico é uma função matemática que descreve o comportamento de uma determinada população.

5.2 - Distribuições univariadas - caso discreto:
5.2.1 - Função de massa probabilística (FMP): px (
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) = P[ x = 
[image: image4.wmf]x

]


É a probabilidade da variável aleatória x assumir o valor 
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São válidos os axiomas básicos:
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5.2.2 - Função de distribuição cumulativa (FDC ou FCP): Fx (
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É a probabilidade da variável aleatória x assumir valores menores ou iguais a 
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5.3 - Distribuições univariadas - caso contínuo:
5.3.1 - Função de densidade probabilística (FDP): fx (
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) = P[ x = 
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É a probabilidade da variável aleatória x assumir o valor 
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5.3.2 - Função de densidade cumulativa (FDC ou FCP): Fx (
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) = P[ x ( 
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É a probabilidade da variável aleatória x assumir valores menores ou iguais a 
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Obs. valem os axiomas de FDC discreta.

A escolha da distribuição de probabilidade a ser aplicada a uma população é efetuada por comparação entre




forma do histograma de dados  X  forma da FDP

· é importante que a escolha se baseie no entendimento de como a situação física poderia ter dado origem àquela distribuição;

· o conhecimento de como se origina cada distribuição teórica é fundamental para seu uso adequado.

6 - Momentos e valor esperado (esperança)
6.1 - Valor esperado e o operador E[  ]:


Criado para distribuições de probabilidade e não para amostras de dados.


Corresponde à média de uma FMP ou FDP.


mx
(
( 
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( origem (média)

6.2 - Variância:


(x2

(
( (
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-mx)2 px (
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(  2o momento em torno 


E [x - e[x] ]2
( =  
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var [x]

(
( (
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-mx)2 fx (
[image: image42.wmf]x

).d
[image: image43.wmf]x


( caso contínuo
(   da média (variância)

6.3 - Desvio padrão: ( =
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6.4 - Coeficiente de variação: ( / mx

7 - Principais distribuições probabilísticas 
7.1 - Quadro resumo das distribuições discretas
DISTRIBUIÇÃO
USO
FMP e FCP (FDC)
MOMENTOS

BERNOUILLI
Experimento simples:

sucesso (x=1)

ou

falha (x=0)
FMP:

px(
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) = p (
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=1

px(
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) = 1 - p (
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=0
E[x] = p

var [x] = p (1-p)

BINOMIAL

X ~ B(n,p)
Experimentos repetidos:

n experimentos

de Bernouilli
FMP:
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E[x] = n p

var [x] = np (1-p)

GEOMÉTRICA

N ~ G(p)
Quando obtemos o primeiro sucesso ?
FMP:

pN [ n ] = (1-p)n-1. p

FCP:

FN(n) = 1 - (1-p)n
E(N) = 1/p = Tr

var(N) = (1-p)/ p2

POISSON

X ~ P(
[image: image51.wmf]x

, ()
Contagem de eventos

n grande; p pequeno

( = np    (finito)
FMP:

px(
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E[x] = (
var [x] = (

7.2 - Quadro resumo das distribuições contínuas
DISTRIBUIÇÃO
USO
FDP e FCP (FDC)
MOMENTOS

EXPONENCIAL
Tempo entre eventos
FDP: fT (t)= f (t, () 

     f (t, () = (e-(t, p/ t ( 0

     f (t, () = 0     , p/ t < 0

FCP: FT(t) = F (t, ()

     F(t, () = 1 - e-(t, p/ t ( 0

     F (t, () = 0       , p/ t < 0
E [t] = 1 / (
var [t] = 1 / (2

GAMMA

G(K, ()
Tempo para késimo evento
G(k, () = fx (
[image: image55.wmf]x

)  

fx (
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) = [( ((
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)k-1e-(
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] / ( (k)
E[x] = k /(
var [x] = k / (2
(1 = 2  k -1/2

NORMAL

N ((,()
Modelo da soma
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Ver também Gomide, pg. 243:
- distribuições derivadas da Normal; 







- outras distribuições de importância hidrológica.

Exercícios
1. A partir dos registros de precipitação em uma localidade, verificou-se que, em média, ocorrem duas secas a cada 35 anos. Para um período de 10 anos, determine:

a) a probabilidade de ocorrer uma seca;

b) a probabilidade de ocorrerem 3 secas;

c) a probabilidade de ocorrerem 3 ou mais secas;

d) a probabilidade de não ocorrer seca;

e) a probabilidade da primeira seca ocorrer no segundo ano;

f) a probabilidade da primeira seca ocorrer do terceiro ano em diante.

2. Um rio transborda e inunda uma determinada área de uma cidade uma vez a cada vinte e cinco anos, em média, causando danos no valor de R$ 1.000.000 a cada enchente. Está sendo construído um sistema de proteção contra enchentes, com prazo de construção de 10 anos. Determine:

a) a probabilidade do rio não transbordar durante as obras;

b) a probabilidade do rio transbordar uma vez ou mais na fase de construção;

c) quanto dinheiro seria necessário alocar, durante a fase de obras, para cobrir os danos causados pelas possíveis enchentes.

3. Num período de 12 anos, as vazões máximas registradas num posto fluviométrico (em m3/s) são: 

456
710 
840 
379 
559
520

875
295
641
1012
866
932

Supondo que estes valores sigam uma distribuição log-normal, determine as vazões máximas anuais com período de retorno de 5 anos e de 10 anos.

8 - Ajuste de distribuições probabilísticas

8.1 - Estimador e estimativa

Estimador: estatística amostral ( (

Estimativa: valor correspondente ao estimador ( 
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8.2 - Características de estimadores
8.2.1 - Tendenciosidade: ( - E[
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]

8.2.2 - Erro médio quadrático: E[
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-(]2 = var(
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) + (tendência)2
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8.2.3 - Eficiência: estatística de menor variância

8.2.4 - Invariância: 
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8.2.5 - Suficiência: máximo uso da informação

8.2.6 - Consistência: 
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8.3 - Número de graus de liberdade ((): 


É a quantidade de informações independentes necessárias para o cálculo de uma estatística.

( = n - k

onde n é o número de  observações independentes da amostra (tamanho) e k é o número de parâmetros populacionais que devem ser estimados por meio das observações amostrais.
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8.4 - Estimativa do valor da variável aleatória x
Suposições:

x ~ N ((,()





nível de significância (





[image: image68.wmf]2

u

F

1

2

x

a

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

a


Então: 


(2 conhecida:
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(2 desconhecida: 
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Obs.: Para grandes amostras (n>30), as distribuições amostrais de várias estatísticas são aproximadamente normais. Com o decréscimo de n, essa aproximação não é boa. O estudo das distribuições amostrais de estatísticas de pequenas amostras é denominado teoria das pequenas amostras. Um nome mais apropriado seria teoria exata da amostragem, pois os resultados são válidos para pequenas e grandes amostras.

8.5 - Intervalos de confiança para parâmetros
Intervalo de confiança para a média:

Suposições: 

x ~ N ((,()





nível de significância (

(2 conhecida:
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(2 desconhecida:
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8.6 - Estimação
· escolha do tipo de distribuição;

· estimativa dos valores dos parâmetros;

· teste de adequação do ajuste da distribuição teórica aos dados observados.

Perguntas:

· como estimar os parâmetros ?

· como saber se eles são bons estimadores ?

8.6.1 - Método dos momentos:


Consiste em igualar os momentos populacionais aos momentos amostrais.

Momentos populacionais 
( f (parâmetros)
(
sistema de r parâmetros a r incógnitas









(
Momentos amostrais 
( números

(
r = no de parâmetros a estimar

8.6.2 - Método da máxima verossimilhança:

Função de verossimilhança: 


Dados uma função fx (x, () e uma amostra x1, x2, ... , xn.


Se as observações forem independentes, a função densidade conjunta (função de verossimilhança) será dada por:

L(x1, x2, ... , xn, () = fx (x1, () . fx (x2, () . ... . fx (xn, ()

sendo ( um valor desconhecido, a ser otimizado.


A estimativa (
[image: image77.wmf]q
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) de máxima verossimilhança da estatística amostral ( é aquele valor de ( que maximiza a função de verossimilhança.

8.7 - Qualidade do ajuste
Perguntas:

· a distribuição teórica adotada representa efetivamente a população ?

· dada uma amostra, a média da amostra representa a média da população ?

· o que é uma diferença significativa entre as médias da população e da amostra ?

A adequacidade do ajuste pode ser verificada por:

· inspeção visual em papéis de probabilidade;

· testes de hipóteses;

· testes de aderência.


8.7.1 - Papéis probabilísticos:


São gráficos em que a escala de probabilidade é alterada para se obter uma reta quando a amostra se ajusta à distribuição.

Ex.: Gumbel ( 
P(x ( 
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) = 
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e
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, onde  y = ( (
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- ()

isolando y: 



y = -ln {-ln [ P(x ( 
[image: image81.wmf]x

) ] } = ( (
[image: image82.wmf]x

- ()

isolando 
[image: image83.wmf]x

:
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= ( + (1/() {-ln [ P(x ( 
[image: image85.wmf]x

) ] }

criando a variável reduzida Y: 
Y = {-ln [ P(x ( 
[image: image86.wmf]x

) ] } ( 
[image: image87.wmf]x

= ( + (1/() . Y

obtemos uma eq. de reta:

Y = variável reduzida = abscissa







P(x ( 
[image: image88.wmf]x

) = prob. acumulada de não-excedência= ordenada
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Exercícios:

4. Utilize os dados da Tabela 1, a seguir, para:

a) verificar graficamente o ajuste da distribuição normal às precipitações totais anuais no posto A.

b) determinar a precipitação que é igualada ou superada uma vez em 100 anos neste local.

c) calcular o intervalo de confiança para a precipitação média, com 95% de confiabilidade.

Tabela 1 - Chuvas totais anuais no posto A

Ano
Precipitação (mm)

1960
1253

1961
1500

1962
1291

1963
1591

1964
1405

1965
1131

1966
1133

1967
1216

1968
1185

1969
1102

1970
1074

1971
1364

1972
1089

1973
1178

1974
1292

1975
1371

1976
1178

1977
1284

1978
1192

1979
1079

1980
1693

1981
1620

Média = 1282,8 mm

Desvio Padrão = 182,5 mm

5. Para testar um novo equipamentos, 5 aparelhos são instados em 5 locais distintos. Para cada aparelho, 30 dias são selecionados aleatoriamente e observa-se o número de dias (máximo 30) nos quais o aparelho não funciona corretamente. A probabilidade de um aparelho falhar, p, é considerada igual para todos. Sendo r1, r2, r3, r4 e r5 os números de dias com dados perdidos, e usando a distribuição binomial, B (n,p): 

a) Escreva a função de verossimilhança.

b) Obtenha a estimativa de máxima verossimilhança do parâmetro p (ou seja, a estimativa do parâmetro p que maximiza a função de máxima verossimilhança).

c) Obtenha a estimativa do parâmetro p pelo método dos momentos. Compare o resultado com a estimativa por máxima verossimilhança e comente os resultados

d) Sendo ri = 4, 5, 3, 6, 2, calcule a estimativa p.

6. Uma empresa responsável pelo fornecimento de água a uma cidade afirma que, depois do tratamento, a quantidade de coliformes fecais é de 1 ml-1. Uma ONG acusa a empresa de estar subestimando este valor, que seria, conforme a ONG, igual a 4 ml-1. São efetuadas 5 amostras de água, obtendo-se as seguintes quantidades de coliformes fecais (em ml-1): 4, 1, 0, 3 e 2. Supondo que as amostras sejam estatisticamente independentes e que a quantidade de coliformes fecais siga uma distribuição de Poisson, calcule a probabilidade de ocorrerem as cinco amostras com os valores acima e, a partir deste resultado, determine se estes dados tendem a confirmar as afirmações da ONG. Suponha que você deve fornecer um parecer técnico num processo legal, sendo portanto necessário descrever com clareza o método do qual resultou sua decisão.

8.7.2 - Testes de hipóteses:

a) Hipótese nula e hipótese alternativa:

Hipóteses estatísticas:
suposições sobre características da uma população, experimento ou procedimento. Estas suposições podem ser verdadeiras ou falsas.

Hipótese nula (H0): 
hipótese básica a ser testada (muitas vezes formulada com o propósito de rejeitá-la ou invalidá-la).

Hipótese alternativa (H1): qualquer hipótese diferente de H0.

b) Procedimento geral para testes de hipóteses:


Admitindo H0 como verdadeira, deve-se verificar se os resultados observados em uma amostra aleatória diferem acentuadamente dos esperados. Para isso, deve-se escolher o nível de significância do teste, que define a região crítica ou região de rejeição das estatísticas do teste.

i -
formular a hipótese a ser testada (hipótese nula, H0).


Ex.: H0: (P = 1500 mm, sendo P = precipitação anual.

ii -
formular a hipótese alternativa, H1.


Ex.: H1: (P ( 1500 mm

iii - 
selecionar uma estatística amostral de teste.


Ex.: 
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iv -
determinar a distribuição da estatística amostral.


Ex.: z ~ N(0,1)

v -
definir o nível de significância (().


Ex.: ( = 5 %

vi -
Definir a área crítica ou área de rejeição. 


Se o valor da estatística amostral cair dentro desta área, rejeitamos H0.

[image: image176.wmf]x


Ex.:

vii -
coletar os dados amostrais e calcular a estatística de teste


Ex.: 
[image: image92.wmf]P

= 1300 mm; (P = 650 mm; n = 30 ( z = (1300 -1500) / (650/301/2) = -1,7

viii -
verificar se o valor calculado cai dentro da área de rejeição ou de aceitação da hipótese nula, para o nível de significância adotado.


Ex.: cai dentro da área de aceitação: H0 aceita ao nível de significância de 5%.

c) Erro do Tipo I: Rejeitar a hipótese nula (H0) quando ela deveria ser aceita.

[image: image177.wmf]x

Probabilidade de cometer Erro do Tipo I: (
d) Erro do Tipo II: Aceitar a hipótese nula (H0) quando ela deveria ser rejeitada.
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Probabilidade de cometer Erro do Tipo II: (
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8.7.3 - Testes unilaterais e bilaterais:
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Teste bilateral




Teste unilateral




  Ex.: médias





Ex.: extremos

Tabela 2 - Valores críticos da estatística de teste 
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 (distribuição Normal)

Nível de significância (()
0,10
0,05
0,01

Valor crítico de z

para testes bilaterais

(distribuição Normal)
-1,645

e

+1,645
-1,96

e

+1,96
-2,58

e

+2,58

Valor crítico de z

para testes unilaterais

(distribuição Normal)
-1,28

ou

+1,28
-1,645

ou 

+1,645
-2,33

ou

+2,33

8.7.4 - Teste da média de uma população Normal:
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8.7.5 - Teste da diferença entre médias de duas amostras de uma população Normal:
Amostra 1: tamanho n1; média 
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Amostra 2: tamanho n2; média 
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( = (n1 -1) + (n2 -1) = n1 + n2 - 2

8.7.6 - Testes de adequação de ajuste - Testes de aderência
Para computar o Erro Tipo I (():

i -
definir estatística amostral, D, que mede o desvio entre a forma prevista para a distribuição e a forma observada;

ii - 
definir uma distribuição para D, compatível com H0;

iii -
comparar o valor de D com o valor tabelado, C(:



aceitamos H0 se D 
[image: image100.wmf]£

 C(


rejeitamos H0 se D > C(
a) Teste do (2 - dados discretos:
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k 
= 
número de possíveis resultados para a variável (ex.: cara ou coroa ( k = 2);

Ni 
= 
número de vezes que se observou cada resultado i;

[image: image181.wmf]x

E(Ni)
=
valor esperado de observações de cada resultado (calculado conforme distribuição de probabilidade da variável)


D ~ (2((, k-1) ( P[D ( (2((, k-1)] = (
b) Teste do (2 - dados contínuos:

Mesmo procedimento, dividindo em intervalos de classe:


D ~ (2((,() ( P[D ( (2((, ()] = (
( = número de graus de liberdade ( ( = k - r -1;

k = número de intervalos de classe;

r = número de parâmetros.

Obs.: 
os intervalos de classe devem ser agrupados de forma a não obter E(Ni) < 5, pois a classe com valor esperado mais baixo que 5 afetaria de forma significativa o valor de 
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c) Teste do (2 - tabelas de contingência:

Tabela 3 - Tabela de contingência (freqüências observadas dos eventos)

Evento
E1
E2
...
Ek
Total

Condição 1
N11
N12
...
N1k
( N1i

Condição 2
N21
N22
...
N2k
( N2i

Condição 3
N31
N32
...
N3k
( N3i

Total
( Nj1
( Nj2
...
( Njk
(( Nji

c colunas 
( eventos

 linhas
( freqüências observadas para cada evento

freqüência total de cada linha ou coluna ( freqüências marginais

Em correspondência a cada freqüência observada há uma freqüência esperada (teórica), calculada de acordo com as regras de probabilidade. Pode-se, portanto, construir uma tabela de freqüências esperadas:

Tabela 4 - Tabela de freqüências esperadas

Evento
E1
E2
...
Ek
Total

Condição 1
E(N11)
E(N12)
...
E(N1k)
( E(N1i)

Condição 2
E(N21)
E(N22)
...
E(N2k)
( E(N2i)

Condição 3
E(N31)
E(N32)
...
E(N3k)
( E(N3i)

Total
( E(Nj1)
( E(Nj2)
...
( E(Njk)
(( E(Nji)

Para verificar a concordância entre freqüências observadas e esperadas:
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· quando as freqüências esperadas podem ser calculadas sem necessidade de estimar os parâmetros populacionais através de estatísticas amostrais: ( = (c-1) ( -1)

· quando as freqüências esperadas só podem ser calculadas através de estimativas dos parâmetros populacionais, usando as estatísticas amostrais: ( = (c-1) ( -1) - r

Exercícios:
7. Uma indústria precisa escolher um entre dois possíveis processos (A e B) para redução de taxa de poluentes emitidos. Supondo que os valores médios de redução de taxa de poluentes dos dois processos sigam uma distribuição Normal e selecionando um nível de significância de 10 %, um consultor adota os seguintes valores críticos:

· ( 1,28, se a hipótese testada é de que ambos processos apresentam a mesma taxa de redução;

· ( 1,645, se a hipótese testada é de que o processo A apresenta taxa de redução maior do que o outro.

a) O consultor está correto ao adotar valores distintos para cada hipótese ?

b) Os valores adotados são corretos ? (se estiverem errados, indique os valores corretos)

8. Em um teste de aderência, comparamos uma estatística amostral com um valor tabelado em função do nível de significância (C(). Quando os parâmetros do modelo são estimados utilizando os dados amostrais, é necessário alterar C(, através da modificação o número de graus de liberdade. Diga como devemos modificar o número de graus de liberdade (aumentar ou reduzir; segundo qual critério), de que maneira esta modificação altera C( e qual é a justificativa para efetuarmos esta modificação.

9. Uma determinada região de uma cidade é inundada freqüentemente. Três metodologias distintas foram utilizadas para determinar os prejuízos das enchentes, obtendo-se os resultados apresentados na tabela 5. Adotando um nível de significância de 5 %, determine se há evidência suficiente para considerar que as três metodologias são igualmente eficientes.

Tabela 5 – Número de moradias afetadas pela enchente

Prejuízo em R$
Metodologia 1
Metodologia 2
Metodologia 3

Menor que R$1000 
14
28
10

De R$1000 a R$5000
154
92
120

Maior que R$5000 
68
70
48

10. Três aparelhos distintos foram utilizados para determinar a concentração de um poluente em amostras de água, obtendo-se os resultados apresentados na tabela 6. Adotando um nível de significância de 10 %, determine se há evidência suficiente para considerar que os três aparelhos são equivalentes.

Tabela 6 – Número de resultados observados em amostras de água

Concentração de poluente
Aparelho 1
Aparelho 2
Aparelho 3

Menor que 100 ppm
12
25
15

De 100 a 500 ppm
134
88
115

Maior que 500 ppm
52
60
43

9 - Regressão linear simples

9.1 - Conceitos básicos:
Y = variável dependente

X = variável independente

amostra de n pares de observações (xi, yi)

2 questões:

· qual é o modelo matemático mais apropriado a uma dada coleção de dados ?

· quais valores dos parâmetros melhor se adaptam aos valores observados ?
9.1.1 - Suposições básicas
a) [image: image182.wmf]x

para cada valor de X, Y é uma variável aleatória, que segue uma distribuição de probabilidade P(Y/X), com média (y/x e variância (2(y/x);

b) os valores de Y são estatisticamente independentes entre si;

c) o valor da média (y/x encontra-se sobre uma linha reta: (y/x = a X + b

d) (2(y/x) = cte, para qualquer X;

e) Y ~N((y/x , (2(y/x))

[image: image183.wmf]x


9.1.2 - Modelo matemático e probabilístico:

Modelo matemático:


y = a x + b

a, b = parâmetros

Modelo probabilístico:


(y/x = a X + b ( Y = a X + b + E

E =  variável aleatória, com (E/x = 0, p/ qualquer X

E descreve o quão distante da linha de regressão uma determinada observação se encontra ( ERRO

9.2 - Estimativa dos parâmetros: 
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= valor predito pelo modelo para Y

 yi
= valor observado para Y ( variável aleatória

xi  
= pode ser valor medido (variável aleatória) ou fixado para X (não é variável aleatória)
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= valores dos parâmetros que minimizam as discrepâncias entre 
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 e yi.

Método dos mínimos quadrados: procura minimizar SQD = ( (yi -
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9.3 - Precisão das estimativas:
Nos dá uma idéia da confiabilidade do modelo.

Esquema ilustrativo:

[image: image184.wmf]x


SQRM =
Soma dos Quadrados em Relação à Média


variação total de Y


representa os desvios dos valores medidos em relação à média

SQDR =
Soma dos Quadrados Devido à Regressão


variação devido à regressão


representa os desvios dos valores preditos devido à regressão

SQRR =
Soma dos Quadrados em Relação à Regressão


resíduo da regressão = variação residual


representa os desvios dos valores medidos em relação ao valor predito p/ modelo




variação total 
= variação residual
+
variação devido à regressão
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SQRM
=
SQRR    
+
SQDR

no de graus de liberdade:
(n -1 )
(n - p)
( 1 )

Como avaliar o acerto da linha reta como modelo ?

ideal: 


SQDR >> SQRR, ou SQRR 
[image: image115.wmf]@

 0

neste caso:

[image: image116.wmf]1
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Logo: SQRR = 
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é um bom meio de avaliar o modelo

Se o modelo está correto, as 5 suposições básicas são corretas:

então (2(y/x) pode ser estimada pela variação residual: 
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para n((, 
S2(y/x) representa uma medida do erro com o qual um valor observado de Y pode ser predito para um dado X, com uma determinada equação.

9.4 - Coeficiente de correlação R:
Estatística que mede o grau de associação linear entre duas variáveis aleatórias.
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X, Y
(
variáveis aleatórias

Sx, Sy
(
desvios padrão estimados (em relação às médias)

Propriedades de R:

a) intervalo de variação é [-1, +1];

b) é adimensional;

c) é positivo, negativo ou nulo, conforme 
[image: image120.wmf]a
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Interpretação de R:

9.5 - Coeficiente de determinação R2:

É o percentual da variação de Y que o modelo é capaz de explicar.
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Observar que:

a) [image: image186.wmf]i

y

ˆ

R2 não mede o valor de 
[image: image122.wmf]a
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;

b) R2 alto não garante que a linha reta é um modelo adequado.
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Exercícios:

11.  Dada a tabela 7, 

a) obter 
[image: image123.wmf]b
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  sendo:

· variável dependente (Y): 
vazão média anual (Qp);

· variável independente (X):
percentagem de área em lagos e lagoas (St)

b) preencha a planilha ANOVA (análise de variância) e calcule R2
  Tabela 7 - Características hidrológicas e fisiográficas de 25 bacias hidrográficas

  A      S     St     E      L       H     P     I     R     Ra     Qp

     
131   1.61   1.66    40    30.7    37   60.0  7.49  0.86  26.40   4500

     
527   2.16   2.39    44    48.4    79   60.5  7.34  0.96  20.40   7080

     
499   3.36   1.07   182    49.6   125   58.5  7.01  0.81  21.10  20600

     
753   2.52   1.06   142    82.9   157   59.5  7.10  0.76  21.40  18700

     
510   5.11   1.02   156    48.2   185   60.0  7.19  0.68  23.00  15200

       238   4.58   1.03   144    41.7   143   59.0  7.36  0.68  23.00  12200

      1700   2.43   1.04   118    99.5   181   60.0  7.19  0.78  22.20  34400

       148   4.67   1.04    88    34.6   121   58.0  7.54  0.91  19.30   6700

        82   6.27   1.18    96    22.6   106   58.5  7.75  0.74  21.00   4870

      1445   3.17   1.19   438    80.8   192   42.0  6.01  0.69   9.88  32300

       586   4.18   1.02   429    41.2   129   43.0  6.10  0.77  10.20  16900

       236   6.57   1.11   392    36.5   180   44.5  6.26  0.64  11.60   4290

      2846   2.20   1.21   389   127.0   209   43.0  6.14  0.62   9.48  22000

      4858   1.25   1.27   300   235.0   221   44.5  6.33  0.65   9.00  22500

       113   6.17   1.12   225    21.6   100   51.0  6.94  1.00  12.20   4210

      6543   1.13   1.20   265   292.0   248   46.5  6.45  0.68  11.50  26600

       114   7.22   1.03   262    21.6   117   56.0  7.21  0.66  18.50   7500

      9440   0.96   1.18   203   427.0   308   49.0  6.78  0.69  12.70  43500

      1143   2.29   1.21   357    88.6   152   43.5  6.30  0.65   9.09   9620

      1943   1.57   1.17   306   146.0   172   44.0  6.37  0.62   8.17  11100

      2714   1.25   1.16   266   214.0   201   44.5  6.50  0.62   8.59  14400

      3623   1.29   1.13   232   253.0   245   45.5  6.61  0.63   8.95  16700

       376   4.27   2.16   344    36.6   117   43.0  6.37  0.56  10.10   5890

      1604   1.80   1.33   258   114.0   153   45.0  6.62  0.64  10.60  10700

       501   2.76   1.19   246   65.9    136   48.0  6.84  0.54  13.10   9000

A
=
área de drenagem (milhas quadradas);

S
=
declividade do canal principal (pés/milha);

St
=
percentagem de área em lagos e lagoas;

E
=
altitude (pés);

L
=
comprimento do canal principal (milhas);

H
=
desnível máximo da bacia (pés);

P
=
precipitação média anual (pol);

I
=
precipitação de 24h, 10 anos (pol);

R
=
coeficiente de escoamento médio mensal, para meses de vazão de pico;

Ra
=
escoamento superficial médio anual (pol);

Qp
=
vazão média anual (pés3/s).

9.6 - Testes estatísticos para a regressão linear simples:

Objetivos:

· decidir se o modelo linear simples adotado efetivamente descreve a relação entre X e Y;

· levar em consideração incertezas da amostra.

9.6.1 - Testes para declividade da reta (
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a) Desvio padrão para 
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b) Intervalo de confiança para 
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c) Teste de hipóteses para 
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e verificamos se o valor cai dentro da região de confiança.


[image: image132.wmf]a
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= valor estimado para o parâmetro

a =
valor cuja probabilidade de ocorrer queremos testar, dentro de um nível de confiança (
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Assim, por exemplo:


H0: a=0 ( o fenômeno não é explicado pelo modelo
( não há correlação linear


H1: a(0 ( o fenômeno é explicado pelo modelo 
( há correlação linear


Se obtivermos 
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Se obtivermos 
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9.6.2 - Testes para a linha de regressão:
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variáveis aleatórias independentes


estimados a partir dos dados da amostra ( afetados pelas incertezas de 
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a) Desvio padrão para 
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[image: image143.wmf]k
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= valor estimado para 
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= valor real (desconhecido) para 
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Observar que:

· mínima 
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 ocorre para 
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( centro da amostra;

· quanto mais longe do centro da amostra, maior se torna a variância (e, portanto, a incerteza) para 
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b) Intervalo de confiança para 
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9.6.3 - Teste F (Fisher) para significância do modelo linear simples
Finalidade: testar se 
[image: image152.wmf]y
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 é mais significativo que 
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Definição: 
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( Quadrado médio em relação à regressão

Teste F: válido somente se e somente se a = 0.
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( aceitamos a = 0 
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( regressão significativa

10- Regressão linear múltipla
Modelo matemático: 
y = a0x0 + a1x1 + a2x2 + ... + anxn
Modelo probabilístico:
Y = a0X0 + a1X1 + a2X2 + ... + anXn + E;
X0 ( 1
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Procedimento:


Medida dos valores:
(y1, x11, x12, ..., x1n)





(y2, x21, x22, ..., x2n)





             (




(ym, xm1, xm2, ..., xmn)


Estimativa dos coeficientes:



Y ( vetor (m,1) das medidas da variável dependente (m medidas)
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X ( matriz (m,n+1) das medidas das variáveis independentes (m >> n+1)



Y = X
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Exercícios:

12. Determine os intervalos de confiança e efetue os testes de hipóteses para 
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, adotando os níveis de confiança de 5% (( = 0,05) e de 10% (( = 0,10), para a regressão do exercício 11 (
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13. Calcule o intervalo de confiança para 
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 (dados do exercício 11), adotando nível de confiança de 5%, para os pontos 
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14. Complete a tabela ANOVA para os dados do exercício 11 e utilize o Teste F para verificar se a regressão é significativa para ( = 5% e para ( = 30%.

ANEXO 1

Noções de estatística e probabilidade

(extraído de GOMIDE, 1976)

ANEXO 2

Tabelas para Teste F (Fisher)

(extraídas de HALD, 1960)
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