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* Um curso sobre equacoes diferencials
ordinarias (EDOSs) e parciais (EDPSs) e
aplicacOes na Fisica

» Teoria de perturbacao para EDOs

« Sistemas integraveis (solitons) em EDPs



1. Teorias de pertubacao sinqulares e reqgulares aplicadas
a equacoes diferenciais ordinarias

(Kevorkian and Cole, cap. 2)
Exemplos fisicos

Dependéncia da solucao em funcao de
um parametro pequeno €

Expectativa: reproduzir o comportamento
esperado fisicamente

Exemplos ilustrativos



Oscilador linear: teoria de perturbacao reqular

¢ Sistema massa-mola amortecido com
forca impulsiva:

d’Y dY
Y(0-) = dY(07) ~0.

dT



« Quintegrandode T=0" até T =0"

d*yY dY
Y0")=0
dY(O*)_Iﬂ
dT M

(fazer, p. 1 das notas manuscritas)



* Perturbacao regular: B pequeno
(coeficiente de amortecimento) =»solucao
semelhante ao oscilador nao dissipativo

« Sendo A = amplitude:

T Y

MK T4

t*



ldentificando o0 parametro pequeno apos
re-escalonar

dzy dy
* - =

¥ = B .
2(MK)'? (fazer)

p(0%) = 0,dy(0%)/dt* = 1if we set A = I,/(MK)"/2.



Expansao em série:

y(t*, e*) = go(t*) + e*g, (t*) + - --

Dai segue (fazer):

dzgn _ dg(0)
gz T90=0; 44(0) =0, e =]
d’g, dgo. dg,(0)
a2 T = e 00 === =0
dz 1 d 1— d 1(0
drf2+ =2 fi*l ) = 3;*)=0 i=12...



« Resolvendo:

go = SIn t*,

gl - —f* Sln t*,

* Ou seja:
= sin t* — gt* sin t* + O(e%t*?).



» Solucao exata:

— E*t*

y(t*, e*) = -

e
\/l—a*

= (1 —&%t")smt” + @{L-““Ef-*z]

- sin(y/1 — e*21¥)

Expansao coincide para tempo fixo e finito (vide p. 9)

Se t* — oo, nao faz sentido tomar s*t* < 1
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Oscilador linear: problema sinqular

Massa M — 0

A EDO gue era de segunda ordem fica de primeira ordem

As condicdes iniciais (p. 5) ficam arruinadas (ndo podem ser
simultaneamente validas)

Surgimento de uma camada limite (boundary layer) tal como na
hidrodinamica (parametro pequeno: viscosidade)

Proximo a fronteira (ex: tubo): viscosidade importante
Longe: fluido inviscido (ideal)
Problema: ligar as solucdes longe e perto da fronteira (matching)
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Y

K

M decreasing

- IO/B
~ -
~v{ T Instantes iniciais (p. 14)

S

Figure 2.2.1 Solution Curves, Varying M
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e Tomando M =0 :

dY
B-— + KY = 1,4(T).
a7 T 09(T)

 Integrando como antes (p. 5):
_ 1o
YO+) =4
dY 1

o ( dy _— o g
=0 = BdT—Fﬂ} 0 = Y__.Bg _
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* O que dizer dos instantes iniciais?

d*Y dY . dY
M—+4+B—=1,0 Y(0-) = —((0-) =
with the solution
| |
Y(T) = EO {1 — ¢ BT/M).

/

“salto” (solucdo na p. 2 das notas anexas)

Desprezou-se a mola porque nao chegou a haver deslocamento
Ja a inércia e o atrito sao relevantes

O resultado explica uma das curvas na p. 12 y



K T . 4 Verificar: t,y e
= — 1, y = I epsilon adimensionais
0
 Entao d*y d
: drf N df ty=0

where ¢ = M K/B?, with initial conditions

0. Y=!
y0) =0, 2 (0)=.

* |sso funciona bem, se for longe do ponto inicial
(expansao externa — outer expansion)
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* Problema: juntar os comportamentos
longe e proximo do instante inicial (outer

and Inner expansions)
« EXpansao externa

g — 0, t fixed (outer limit)

w(t, &) = vi(e)h (1) + va(e)hy(2) + - -

ISSO ndo é necessariamente uma serie de poténcias.
Apenas 19 e de ordem mais alta que 1

16



e Subs. p. 15

E (plhl + HQJI:E.-E) + v1hy + vohs 4+ v1hy + vohy = 0

« Os termos de ordem mais baixa dao (por qué?)

dh,
— 4+ h, =0
dt !

e Otermo cisnhs certamente é de ordem mais alta

17



_ d*h, if_v_lf -1
dh, dt? v, ’
o Th=

V&

0 if — — 0.
. vz

Nao tem este termo
_ caso » .
« Solucéo: hy = Ae! e e vy —

hz — Aze-r — AIIE_I.
Por enguanto nao se discute as condicoes iniciais (p. 15)
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 Vejamos (expansao interna):

t":ff_ ne) -0 ase—0.

* Qual arazao? Parat pequeno, fﬁ. pode ser
grande.

 Dap. 15:

e d’y 1dy
+-—+y=0.
n*dt;  ndt, d
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 Seguem 3 casos.

Case I

Inner-inner limit n < ¢ or ¢/ — oo,

Case Il

Initial-layer (boundary-layer) limit, n = ¢

d*y dy

+ -2 = 0.

dt;  dt

n
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Case 111

Intermediate limit, ¢ < n(e) < 1, or ¢/n(e) = O,

dy _

= 0.
dt,

O caso |l esta contido no caso |l
O caso | esta contido no caso Il quando

t, — 0

O caso |l € o menos degenerado e chamado “distinguished”
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* Vejamos entao o caso |l (camada limite) com

W(t; e) = pu(e)g (t*) + pa(e)g(t*) + - -

= t/e

 Dai vem (fazer)

dzgl

dt*?
d*g, dg,
dt*? * dr*

0o ifH

dg,
— =0
dr*
ey
—g, f—->1,
: Ha

%)
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The initial conditions fix u,(¢g) since

dy uydg; 1, dg, 1
—=——+ —=—= 4+ - =- ast* -0
dt e dr* e dt* £

Isso vem da p. 15. Usando y(0)=0 da p. 15, obtemos:

py =1

_ dg,(0)
gl(O) - 01 dt* - l:r
oo, 920 _ o

dr*
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Resolvendo:

rt

g, =1—e"

Usando a segunda possibilidade na p. 22, teriamos 92 = 0

Entao
e — E

d’g,  dg, _
= — 1 N t
a2 g = T e

Sempre se guer a primeira correcao nao nula
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* Resolvendo com as condicdes iniciais e usando

] dtte ™" = —(1+t)e"

obtém-se
g, =2 —t5) =2+ t9e "

(expansao interna)
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« Rememorando (p. 24 e 25):

wt;e)=[1—e "]+ R -t =2+ t¥)e 7] +---,t* = % (inner).

* O método “matching asymptoptics” conforme mostrado
pelo KC parece um tanto complicado daqui em diante...

« E melhor mudar um pouco para o Nayfeh (Perturbation
Methods, Wiley, 1973)
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» Matching principle:

* O limite interno (do limite externo) iguala o
limite externo (do limite interno)

* A expansao interna (da expansao externa)
iguala a expansao externa (da expansao
Interna)
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Revendo:
Inner:

Outer:

—ct¥ —ct¥* —ct¥
;‘1_1{’ =t +f'[iflg€’ =t —:'4!.1511*{’ =t :J

/.

De ordem mais alta

28



* Limite (inner, t — o0 ) =

Limite (outer, + —0 )

1+ 5_'“'[2 — f*]' = _-11[]. — Elﬁ:] + f:'lg

;'—11:1. :'1.222
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A parte comum (cp = common part):
cp= 1+4+:2(2—-17)

Vide pagina anterior
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O Ideal seria somar o inner e o0 outer, mas
sem adicionar a parte comum duas vezes

ylin) =a+cp, ylout)=>b+cp

Yye = a+ b+ cp=yl(in) + ylout) — cp

N\

solucao composta
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* No problema:

y(in) = I—E_t*—I—E(Q—t“—{?—l—f“]e_f):

ylout) = e +¢e(2—t)e™"

cp = 1+¢e(2—-1%)

32



« Com isto,

y. = ylin)+ylout) —cp
—_ —i —t* i —t £y —1F
= e —e —I—E({Z—t}e — (2417 )e )

e e e
e —e Fte ((2 —t)e " — 2+ -)e

L

)

33



* |sto verifica as condic¢oes Iniciais e a EDO,
em primeira ordem (p. 15):

y(0) =0,

Omitindo o “¢”
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e Substituindo na EDO:

e+ y+y=e 5 (t+2) - (t—4)e

\ Some para

35



 Por fim:
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Ch . exp(-t)

Em parte o exemplo da perturbacao singular veio
Do Nayfeh, cap. 4
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Expansoes diretas e nao-uniformidade
(Nayfeh, cap. 2)

* Equacao de Duffing:

i4+u+ef=0, u0)=a,

 Constante de movimento:

1(0) = 0
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« Para £>0, a integral mostra que u é limitado para todo o
tempo (bounded)

« Expanséao do tipo Poincare:

U = § €U (1)

m=0

ﬁg + Ug = 0, ug(O) = da, 120(0) = ()
Uy + uy = —up’, u1(0) = 0, 0h(0) =0

39



e Obtém-se

Usando
cos 3t = 4cos®t — 3cost

VeIl
5 COS 3t 4+ 3 cost
4

ﬁ1+u1::_a



* Resolvendo com as condicoes Inicialis:

3a° . a®
U tsint + —(cos 3t — cos 't
1 » 32( )

N

Cresce sem limites (termo secular)
u=acost+ e®[— §tsint + 5x(cos 3t — cos t)] + O(e?)

A série é lentamente convergente; problema nao linear;
so funciona para €t << 1 (nao uniformidade)
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Um modelo para instabilidade nao linear fraca
(Nayfeh)

—_ —_ 1 = 13
Uy — Uy — U= U

u(x,0) =ecoske, uf2,0)=0

U = eu; + €uy + €Sug + - -

A expansao e sugerida pela condicao inicial.
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Order ¢

Order €2

Order €°

Uty — Upge — U = 0

u,(z, 0) = cos kzx, up(z, 0) = 0

Ugsy — Ugyy — Uy = 0

u(x, 0) = up(2,0) =0

., 3
Ugpy = Ugey — Uy = Uy

us(x, 0) = uy,(z,0) =0
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u, = COoSs g,¢ cos kx, 0.2 =k%— 1

Estavel para

e
 ig

v/

el

k? =1 é marginalmente estavel.

Resolvendo a ordem 2 vem u, =0
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3
128¢,°

Uy [120,t sin oyt + cos oyt — cos 30,¢] cos kx

+ EléP [3(cos o, — cos ut) + k(cos 3oyt — cos ut)] cos 3k

Obtido apos inserir a solucao até ordem 2.

= 9k* — 1
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i = €COS 0y cos kx

+ 53{379- t sin gt cos kx + terms bounded as ¢t — o
0y

expansion is invalid when ¢ = O(e™2)

(termo secular)

|
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* Fluxo incompressivel e estacionario na
presenca de um objeto solido (aerofdlio)

AY

SYMMETRIC
AIRFOIL

a7



* A deducao nas paginas anexas

0 0 1
9 _ —__--vz)vz =0
(%ax ¥e3, T R W

* NUmero de Reynolds (suposto alto):
R = UL/

48



Na superficie do objeto: y = F(x)
Condicao de nao derrapamento (no slip):

Podia ser apenas W=cte. (componente tangencial nula)
Componente normal nula:

F'y,[z, F@)] + ]z, F(z)] = 0

49



» Alem disso (explicar):

plx, y) —y (upstream)

* VeJamos
¥(z, y; R) = 2 0,(R)y,(z,y) as R— o

=10

0(R) =1 and 9,,(R) = 0[0,,_,(R)] as R — 0

50



* Ordem mais baixa (fluido ideal)

0 0 ) 0
] V = ()
("Poy 3 Wy ay Yo

« Uma EDP de ordem 3 e nao 4 como antes.

* Qual condicao de contorno eliminar? Nao se
pode satisfazer a todas.
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Remove-se

ylz, F(z)] = 0

gue ocorreria num fluido ideal (sem viscosidade)

Fica bem para longe do objeto, quando a condicao de
no-slip ndo e tao basica
=>» camada limite (de Prandtl)
Um pouco vago (teria que resolver e ver)
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* O simbolo “o pequeno” na p. 50 quer dizer
gue as correcoes sao de ordem mais alta
guando R fica grande

* OscilacOes de relaxacao (Nayfeh)

e = f(u',u)

for small € when f (', #) = 0 has no periodic solutions
Obter solucdes periddicas
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 Método de Lindstedt para solucoes
periodicas (KC, cap. 3)
» Oscilador fracamente nao linear:

2
g__y+}:+gy3=0, OD<e<l

dt?

y0)=0
$(0) = v > 0.
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* Todas as solucoes sao periddicas. Sendo
um sistema autonomo, nao faz mal tomar

y(0) = 0, ja que este ponto sera visitado
cedo ou tarde.

« Expansao padrao:

Wt, €) = yo(t) + eyy(t) + O(e?)
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e Obtém-se

d2y0 d.]/ﬂ(o)

—— -I-— b = . O — 03 _— T e
d*y dy,(0)
Tz =y O == =0

* Ordemzero: | (/) — psin s

56



¢ Segue que

d* 3 3
dtyl + y, = =0’ sin® t = uIt%m 3t — «%smr
e com solucao
= ’ t v 31:+3U31: 5 t
Y, = 32 3 sin T sin 3 CoS t.
e

Secular £t =0(1/¢)
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* No entanto, a solucao é limitada:

)\ 2 , 1
l(di) +1 2‘I'E"yjZ*E':I'I"tst_.—_L—Pl

2 \dt 2 4 0

—Vm SV = Ve
- [_—_11&; _2@{{%]1-*'2 _ [1 2 o
(provar)

|
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* Quadratura:

d d.

N u\/v2 — 5% — es*)2

 dy/dt > 0, sinal positivo
 dy/dt <0, sinal negativo
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S = —y,,COS |

305_1[—3!|.-'}:'”|] d
(1 + 2e0?)V*t = ij -elf/ -
n/2 J1 = k?sin?

—1 1 + 2e0* e
o = SR 2t et o
2/ 1 + 2e0? 2

Integral: funcao eliptica do primeiro tipo
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* Y2 do periodo: quandoy =y,

K(k*) is the complete elliptic integral of the first kind
/2 dl!/
o /1 —Kk¥sin>

P = 2x[1 — 3ev? + O(e?)] (expansao)

K(k?) =

Periodo depende da amplitude
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« Solucao exata (cn = funcéo eliptica de Jacobi)

y =y cn[(1 + 2ev?)V* + K(k?), k]

gue € uma funcao periddica no tempo. Ou também:

y(t, €) = Z b,(¢)sin 42—{1(1—?

4 (P2 2
b,(¢) = [ j W¥(t, €)sin r;'rz dt

0
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Na ultima, entrariam as funcoes elipticas de Jacobi para
Y.

Ou seja, € uma expansao de Fourier da funcéao eliptica,
com y(0) = 0.

Problema: demonstrar que y’(0) = v. Verifique isto.

Em todo caso: depende de

t* = 2nt/P

e t" = (1 + ewy + fw, + -

Por exemplo i -
w, = (3/8)v?
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« Expandindo parat fixo:

. 2nmt . .
sin =sinn(l + ew, + e°w, + -- )}t
. 2nmt .

sin —— = sin nt + new t cos nt + O(e?)

\ secular

* Precisaria de uma expansao mantendo t* fixo qguando
e —- 0
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Entao
Wi, e) = fo(tT) +efi(th) + ,7) + -

onde se requer f; periodicas.

t" =1+ ew; + fw, + N

Os w, a determinar

Método das coordenadas “strained”
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2
(1 + ew; + 2w, + -+-)? s

y(©0) =0

(1+8m1 +EEGU2+"')

Y +y+e°’=0

dy(0) _

ar "

66



2
L(fn) = fo fo = 0; f n(o) = (, d{iﬂt((])
2 ) 0
L) =20, 598 13 fi@=0, DD o,
L(fy) = —(@? + 205)f — 20, ST 3727,

de

f2(0) = 0;
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fo(t™)=vsint”

3

L(f) = Qoo — 3v¥)sin t* + UI sin 3t*

Para remover o termo ressonante:

20,0 — 30° =0

3..2
{UIZEU
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Resolvendo.

U3

£t = =S¥ sintt — —sin 3¢t
32

A proxima ordem fixaria w,

we can deduce for this example that f,(t) will only involve the (n + 1)-
functions sin t*, sin 3t*, ..., sin(2n + I)t™.

Provar esta afirmacao.
Obter b, e b; (p. 65) e comparar com f, e f;
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Equacao de Rayleigh. Ciclo limite.

dzy dy 1dy3
-&_I—z_+y+;,|:—m+3(~{i; = (), O<e<1

w = dy/dt

=» ed. van der Pol para w (fazer)
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Argumento para ciclo limite:

Although one can rigorously prove the existence of a limit cycle, we will
use a heuristic argument on which to base our suspicion for the occurrence
of such a solution. Consider (3.1.30) in the phase-plane of y and dy/dt. If
¢ = 0 the integral curves are circles. For any positive ¢, the oscillator 1s ad-
ditionally subjected to the “force™ e[dy/dt — 3(dy/dt)*]. Now if dy/dt is
small, i.e., if the motion starts near the origin of the phase-plane, the term
dy/dt is more important than —3(dy/dt)’. Hence the net effect of the brack-
eted termin (3.1.30) is a negative damping, leading to an increase in amplitude.
But this cannot go on indefinitely, since eventually the term —3(dy/dt)’
would dominate and would produce a decay in the amplitude. Similarly, if
the motion were initiated with a large value of v, the tendency is for the ampli-
tude to decrease until a balance is struck between the two opposing forces in
the bracketed term. Therefore, we have a strong suspicion that for certain
very special initial conditions there exists a closed trajectory in the phase
plane, i.e., a periodic solution.
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y(0) = a(e) = ay + ea, + &%a,

dy(0) _

dt 0,

Nao ha perda de generalidade na condicao inicial
(por qué?)

yt,e) = fot™) + efi(t7) + 2L,(T) + - -

t" =1 + ew; + e*w, + - .
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e 4fo 0
L) =525+ 0=0, f@=a. D0
dfo f Ll df,(0)
= -) Yo 0) = =0
L) = ~20, W0 o, + 0 Bh L By, Yo

dfo \°| df dfo _ df,(0)
B (dr*) [dt* T dt+] 120) = a, dtt 0.
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fot™) =agcost™

L(f,) = 2w,a,cos t* + (Ef- - aﬂ)smr T; sin 31"

Para ser periddico:

2{1}1{10 = ( Wy, = 0

aD [ ﬂ[] —_ 2.

E_a{}:O
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Resolvendo:

f1(tT)= —%sint™ +a;cost™ + {5sin 3t”.

Na ordem seguinte:
L(f,) = (4w, + 3)cost™ + 2a,sint*

—3cos3tt —a,sin3t™ + cos 5t7

Para ser periodico: a, =0

Wy = —76
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In this example, the method of strained coordinates defined both the
appropriate initial conditions for a periodic solution as well as the cor-
responding period.

Calculate the limit cycle to O(e) for

d*y

dy d
—~—+y+8[—y Y

dy
_|_
dt dt

dt

dt*

|0

Exercicio. Por qué ha um
ciclo limite?



Escalas de tempo multiplas (KC, cap. 3)

d*y dy
— + 2 — =0
dt* * Bdr Ty
n0) =
dy©) _ |
dr ’
. I, B
T, 2/KM
2M :
I, = B (tempo de amortecimento, p. 4)
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T, — \/% (tempo de oscilacoes, p. 4)
Tg = 'T[
Solucao exata e
y = sin /1 — &*t
J1—é&?

Variaveis dimensionais:

e )
A /11— (T/L) ) \T,
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« Expandindo parat fixo:

y(t, &) = sint — et sin t + O(e%t?).

It is also evident that mutually contradictory requirements will arise if
we wish to represent both e™* and sin /1 — ¢*t uniformly for long times.
In fact, the only uniformly valid representation of e~ for long times is e~
itself; therefore we need the limit process ¢ — 0, # = ¢t fixed. However, this
limit process does not exist for sin /1 — €%t = sin(,/1 — ¢2/e)f as the argu-
ment of the sine tends to infinity. Another way of saying this is that the func-
tion defined by (3.2.4) does not have an outer expansion.

Aqui, (3.2.4) é y na p. anterior
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Duas escalas de tempo:

Comeca com &°

(v &
= (1 + ) a"cu,,)t = “fast time” por causa
n=2 da forma da
L solucao exata
I = &t = “slow time, ¢ .
(conhecida

o neste caso)
Problema fracamente nao linear:

d*y ( dy
dtl + y +‘Lf y: dt) 0
Proposta:

Wt &) ~ ) F,(t*, D"
n=0
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The basic assumption is that each term F, in the general asymptotic
expansion depends on ¢ and ¢ in such a way that the result can be unambigu-
ously expressed as a function of t* and i.

Parece razoavel. Por qué?

Oscilador fracamente amortecido:

d*y dy
2 =0
dr? + “dr ty
W0) =
0 _

dt
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y=Fot*, 1)+ eF,(t", 1) + 2F,(t*, 1) +

F=0 4+ ¢w, + €w; + -+ )t
i = et.

dy OF oF, OF, OF oF,
djt} 6rﬂ(1+8m2)+8—+£—+8 — + &+ 0

ot ot



2 32}7 2 2
’y _ (1+2em2)+2gaF0 2 0°F

dtz a +2 +af+8 6{2
0*F 0°F, O%F
+£6£+;‘+2826t+6f+8 a+:’;+0(3)
Com ISS0:
62F
L(FU)_6+7+FU“0

0*F
L(Fl) — __2 O aFD

aator ot
CFy _TFo_,OFy_50F, _

otr 912 T ottor o

L(FZ) - _2592

oF ,

ot
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* Ordem mais baixa:

Fo(t*,7) = Ag(H)cost™ + By(Dsint™

y(0) = 0, dy(0)/dt = 1

Se converte em (verificar):

OF
Fo(0,0) = 0, 2(0,0)=1
ot
OF OF
F.(0,0) =0 2(0,0) = — =2
1( ’ ) ’ ar_{_ ( ’ ) a—f (01 0)
oF , oF | oF ,
Fy0,00=0, ==(0,0) 5 (0,0) — @, 52

(0, 0).
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« Com isto:
Ao(0) = 0, By(0) = 1.

Na ordem seguinte:

dA . dB
L(F,) = 2[ d'fD + Aﬁ]sm tt — 2[ 0 4+ Bn]cos tr.

di
Para eliminar termos ressonantes: 44,
ar t A =0

L(F,) =0 dB,
di

+B{}=0



e COom isso,

AD(E) - 0, Bg(f) - {‘?_E.

Fy=etsint™

The uniformly valid expansion thus far is
Wt,e) =e 'sintt + e{A(f)cost™ + B,(I)sin t*} + O(&?).

Corresponde a solucdo exata da equacao na p. 81
(verifique).
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Fo(t",1) =e 'sint*, Ft*,©)= A,(f)cost™ + B,(f)sint",

and

L(F,) = [2(%;;l + Al) + 2w, + l)e_f]sin tt — 2[

dB,
dt

Devido a (por qué?) 4,(0) = B,(0) = 0

A = —(w, + Die? (para remover oS

" termos ressonantes
B(t) = 0. )

+ Bl]cos t™
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Para ficar limitado:

y(t, &) = f}'fsin[

[ = et.

2

| — 52— + 0(%)

]r + 0(e?)
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Eqg. Rayleigh (KC, cap. 3)

d*y dy 1 [dy
B?+y+£[_ch+3(ck
0) =a
dy(0) _

dt

-
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« Dai vem (verificar):

L(Fn) =0
0’°F, o0F, 1 (aFO)?’

L(F) = —2

oot Tt 3\ar

0*F
)

UFy) = =20 o =255~ 7 Yo

0°F,  0°F, OF, 8F026F1+6F0
7 O

Fo(t*,7) = Ay(f)cos t*™ + By(f)sin t”

],
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« Seqgue (verificar):

dA A
L(Fl) = I: dfo A'ﬂ' + —0 (A2 + BU):|Slnt
dB B,
- [ ® _ B, + ——(A"' + B )]cost
di
A _ B
— —2“(/-13 — 3B2)sin 3t* — 1—3 (B2 — 3A42)cos 3t*.
| . 24
Para anular fontes de secularidade: Ao(t) = \/1 —
. 1 — A2
Provar? Bo(f) =

J1 — ke "
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« Para as condicdes iniciais:

A=1k=(a®— 4)/a?

y(t, &) = 20 005[1 + 0(e*)]t + O(e).

\/a (a®> — 4)e™!

Se comecar no ciclo limite: a = 2

D4 para verificar estas contas?
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Ondas néo lineares e solitons (e talvez caos)

* |Infeld and Rowlands: Nonlinear waves, solitons
and chaos

 Cap. 1 - Introducao

* Ondas nao lineares e instabilidades
 Equacdes de onda “universais’
 Uma delas € a equacéao da onda,
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Equacoes KdV e KP

Vejamos uma onda longitudinal de pequena amplitude:

u=acos{k' x - wi),

w = w(Kk)

Ondas acusticas (sound waves): 2 =c*k*+. . ..
c = velocidade do som no meio

Velocidade de grupo: 4,
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« Uma correcao isotropica (w2 = w*2(k"2)):

w? =2k — B4,

« 1D e onda se propagando para a direita (fazer):

w=ck— (2200 +.. ..

 Em um referencial que se move a velocidade c,

e normalizando variaveis:
w*= —k°,
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A EDP correspondente é

cu  Ju

o a0

* Fourier-transform reproduz a relacao de dispersao
(fazer)

« AEDP tem 2 problemas: nao é invariante de Galileu
(foi escolhido um referencial privilegiado); suas
solucdes sempre se dispersam no espaco a medida
gue o tempo evolui. Vocé seria capaz de demonstrar
Isto? Considere, por exemplo, u(x,0) = gaussiana.
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* Trocamos D/Dt pela derivada convectiva:
Dispersao
v du Pu——

E+Hat+ﬁr3=ﬂ

Aqui deveria ser x

Nao linearidade

 Equacao KdV (Korteweg — de Vries)

« Sem a dispersao (verificar): wix, ) —u(x —ut,0).
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Soliton:

u = 3nsech?lnt(x —nt)

Amplitude proporcional a velocidade
(Verifigue a solucao)

Existe bem mais a dizer (IST, Inverse Scattering
Transform, N-soliton solutions)

Derivacoes fisicas: plasmas, fluidos
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* Dispersao X nao linearidade
» Dispersao:

Ll + Uppe — “

Condicao inicial: -

u(x,0) = uge™

Onda plana: expli(kr —wt)] =

(W — —;,::3'
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« Expande:

w = /L dk (k) expli(kz + k°t)]

De agora em diante, todas as integrais de menos a
mais infinito.

u(z,0) = /dkﬂ{ﬁ'}fm

Invertendo:

u(k) = ‘)i dru(z,0)e *

AT

No problema: o 1242
u(k) = exp (— )
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Com isto:

n k2a? , .
u(x,t) = H“_FI_ /tﬂf exp (— . ) cos(kx + k*t)
) ‘21;';7 . 4

E 6bvio que isto satisfaz a EDP e a condic&o inicial,
nao?

Pelo que vi, nao é possivel escrever u(x,t)
analiticamente. Porém, a integral pode ser feita
numericamente.
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Normalizando:
r—zfa, t—t/a’®, k—ka, u—ufug

Ficamos com:

.

1 ;L S U M- a3

u(r,t) =

A sequir, o grafico para diferentes tempos.
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O pacote de ondas se dispersa para a esquerda
(velocidade de grupo negativa).
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« Nao linearidade

Uy + vy =0

A solucao é (metodo das caracteristicas):

w(x,t) = uo(x —u(z,t)t), u(z,0)=ug(x)
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Veja-se a condicao Iinicial:

* Regiao 1:
u(x,0) = uj{:r—ka), —a <z <0
(L
(zero fora do intervalo)
* Regiao 2:
u(x D):—ELI—@) 0<z<a

(zero fora do intervalo)
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Condicao Inicial localizada:

LI

t=0 o
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Usando a solucao exata (p. 106) e a condicao inicial,
obtém-se (verifique isto em aula):
* Regiao 1:

uglxr + a)
a + upt

u(xr,t) =

Com a condicao:

—ugt = x> —a (zero fora do intervalo)

Que implica:

a = upt
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Regiao 2:

—up(xr — a
u(x, t) = ol )

a — ugt

Com a condicao:

o>z >ut  (zero fora do intervalo)

Observamos que o tempo fica limitado para evitar
a singularidade (guebramento de onda, como chamado
em plasmas):

I << a I.f"l tp
(um pouco mais forte que a
restricao na regiao 1)
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Verifica-se um buraco no intervalo
|z| < upt

gue nao é representado nem pela solucao 1 nem
pela solucao 2.

No entanto, a solucdo 1 nao apresenta qualquer
singularidade fora do seu intervalo de validade.

Basta estender até que u_1 =u_2 (huma notacao
evidente), o que ocorre em x =u_0t, onde
Uul=u2=u0
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Esta interpolacédo preserva area,
uma propriedade da EDP:

d e
= /—x- u(z,t)dr =10

/_ u(x, t)dr = / u(x,0) dr = uga

O of — 0
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t=5ug/a
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t=ugla Up
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Resolve a EDP e a condicao inicial, preservando
a area.

Emt=u_0/a, a derivada em x=a fica infinita.
ApOs este instante, a solucéao ficaria multivaluada
(quebramento de onda).

t>ugla
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« Asolucao naregiao 2 pode ser obtida da solucao na
regiao 1 e vice-versa pela simetria: se u = f(x,t) é
solucao, entao u = f(-x,-t) também é solucao
(verifique).

 Nem sempre esta simetria ajuda: u = x/t € mapeada
nela mesma.

« Em resumo, na equacao KdV temos a disputa entre o
chifre cada vez mais ereto devido ao termo nao linear,
se propagando para a direita, contra a dispersao, que
se propaga para a esquerda. Combinando na equacao
KdV, temos solitons, qgue s&o mansos

(sem singularidades) e sem dispersao.
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« Generaliza para 2D:

‘3

W=k 4k —2kI+ KD, kI>>k

&
LS e

« Fatores numeéricos por conveniéncia
« Aivem (fazer):
w=k,—kI+ 13k -1+ .

AN

Unico termo novo
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Multiplica por k_x e usando 4 = 8¢ /9

& cp P 1 ¢
e et
cxidt Ax ox* ox° 2 &y

Seria a KdV caso D/Dy =0
Isso é a equacao KP ( Kadomtsev-Petviashvili )
Também admite solitons
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Equacao de Schrddinger nao linear (NLS)

(DLI,I } — Aei{kx - m:!j1
where the amplitude A is a constant.

Relacao de disperséao:
Diw, k, 1t)=0.

\mu = parametro de controle (por ex. a densidade).

Um ramo: & =w(k, i)
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« Para uma fraca nao linearidade, esperamos que a
amplitude afete a relacao de dispersao parametricamente,

@),

w=wk, i,

« Sendow =w_0 um modo de referéncia para k = k_O:

D(x, t) =alx, the'he* 2o,

« O fator de amplitude representa as modulacdées do modo
de referéncia
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« Comparando (fazer, com A=a_0):

0= Hﬂei[[k-" kﬂlx = (wlk, u, |':;I F] - "-'n.“]‘

« Expandindo para nao linearidade fraca:

m{k:ﬁ‘hlﬂ |Z)=m(knuﬂm 0} + ey (k — k)
+%mkk[k_ ku}z +mﬁ{ﬂ_ﬁﬂ)+mlulllﬂ |2 +. -
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- Escolhendo: w, = wik,. 1t,0)

« Obtém-se (verificar separadamente, faz a FT):

{ oa oa 1 a
I(E +vg a) +§mkkﬁx; ~ (g —po ke @, I a |2]ﬂ=0-

Velocidade de grupo =w_k

* Na vizinhanca de k = k 0 sempre
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E a chamada equacéo de Schrodinger ndo linear (NLS)

Também admite solitons, propriedades de estabilidade
etc.

O envelope de uma onda nao linear pode se aparentar a
um pulso propagante

Vimos as equacoes KdV, KP e NLS e como sao modelos
plausiveis

Na sequéncia: cap. 5 do Infeld and Rowlands
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Modelos para ondas e solitons de pequena amplitude:

teoria fracamente nao linear (Infeld, cap. 5)

« Ondas de superficie

Campo de velocidade de um fluido irrotacional:

yv=¥V¢p = Vxv=0

Fluido incompressivel: V v=Vigp=0.

(mostrar)
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We choose the z coordinate to be the height measured from the bottom,
assumed to be flat. The norma! fuid velocity should vanish for z =0,

diep
=0 on z=0.
Az 0

The equation of the surface 15 z =h +n{x,y, 1) (here k is the average height)

A velocidade do fluido coincide com a velocidade
na superficie. Assim,

H: + ¢1”x+¢3n}‘=¢z a1l E=h+l}'.

Ou seja,

Dy on
— =—"1v.-Vp=v. (em z=h-<4+7
Dt~ ot = 7
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Finally, pressure balance on the fluid surface gives, (T/p 1s the surface
tension): -

$e+ 3[@% + 63+ 2] + g — (T/p)raa + 1, M + 02 +113) "2 =0
on z—h+#

De onde vem?

v o
E +v.Vv = g+ [Tb]'

Aqui, TS representa o termo de tensao superficial,
gue nao sel bem o gue seja (nao importa tanto).
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_ (f)-rjr (Vo)

z | = (T5S)
ait+ 5 +g) (L)

Como antes, deixamos a parte da tensao
superficial nao especificada.

A constante de integracao (eliminando

0 gradiente) garante que a equacao

da pagina anterior seja satisfeita quando
\eta = 0 e as derivadas sao todas nulas.

Temos entdo um conjunto de equacoOes para
resolver, na superficie desconhecida onde

z=h+n
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» Ondas ion-acusticas em plasma magnetizado
B.=B.,x, (campo magnético externo)
Equacdes dos ions:

dn=+V-{nv)=0

v+ (¥ Viv+ Vo +0Q.x Av=0

Vip=e’—n

Potencial elétrico ¢» € normalizado por (KgT.)/e.

Elétrons nao inerciais e ions frios:
(m./m; -0, T,/1 .—0)
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Velocidade normalizada pela velocidade ion-acustica:

(KT ./m;)?

Comprimento normalizado pelo comprimento de
Debye:
(KgT./4mne’)?

Densidades normalizadas por n_0 (o valor de
equilibrio). Por fim:

Q. =B,/ /(dmnm)c=V /e

V_A = velocidade de Alfvén, ¢ = velocidade da luz
(executar estas contas)

Sao 5 equacgoes para n,V, @
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Para as ondas de superficie, assumindo
H=acos(k,x —w,i)
o =af(z)sin(kyr —wet), a—=0

obtém-se
w? = {gk,+ Tk tanh{k,h)

Fazer (encontrei T /\rho).

A razao do subscrito zero sera dada mais adiante.

Para k_0 pequeno: ondas de gravidade em aguas rasas
(fazer).
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Ja para as ondas ion-acusticas lineares, com

perturbacoes do tipo

n =dacos(k, X —w,t)

obtém-se (fazer)

2 k?}p + kczrz kﬁx
ks +1— FQT__L;J.E_:D‘

o [ K

Nao magnetizado:
w2 =k2/(1+k2)
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« Ondas de superficie e ondas ion-acusticas parecem
ter pouco em comum

* NoO entanto, veremos gque a equacgao para ondas de
amplitude peguena mas finita € a mesma nos dois
casos.

« Para tanto faz-se uma expansdo em um parametro
pequeno apropriado
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Ondas de gravidade, aguas rasas, equacoes
adimensionais:

Vigp =0
¢.=0on z=0
h+ b rdn,=¢.onz=1+n

¢ +3Lo7+ 07 + 2]+ - S, +1,,)(1 445 +03) 22 =0
on z=]1-+%.

Here length is measured in uniis of the depth h and velocities in units of
(gh)t. A fuid velocity measured in units of (gh)? is known as a Froude
number. The dimensionless constant S derives from surface tension:

8§ =T/(goh*).
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Para 4guas rasas, podemos tomar o ordenamento

wavelength: depth: amplitude as £~ %: 1:¢

Ou seja, 0 comprimento de onda é maior que
a profundidade (escalonada como um).

Usar estes fatores um pouco estranhos nao
faz diferenca.

Para k 0 pequeno, tanto a velocidade de fase quanto
a de grupo sao [g‘h ]’5 , OU 1 no novo sistema.
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Para o ordenamento da pagina anterior, isto sugere
tomar

=¥ (x—1)

(onda se propagando para a direita, embora fosse
possivel assumir propagacao no sentido inverso)

No novo sistema, a frequéncia com deslocamento
Doppler fica sendo

mzzmu_kuﬂ”kgt
Isto sugere usar um novo tempo; ¢ = g ¢
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Também pelo ordenamento usado:
ﬁ2£H11}+52H12}++ .

Afinal, a amplitude escala com \epsilon em primeira ordem.
O resto € menos obvio, mas funciona:

a =&y

¢=3§¢{1}+£3JZ¢12]+. .

Obs.: por qué aguas rasas? Porque k_0 & pequeno,
ou seja, 0 comprimento de onda € maior que h.
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Para a equacao de Laplace, seja

=3 'flx.y.t)
n=>0
vielding
i [n(n— 1)z %f, + V*f,2"] =0.
n=10

Thus
_ vlfn

ﬁ‘+2=ln+1}{n+2}'

A condicao no fundo (z=0)nosdaf 1=0
e assim todos os f n impares sao nulos.
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Com isto,

zlm

(Z2m)!

b= 3 (1P oV

onde f =f 0. Verificar.

Nas coordenadas esticadas (stretched):

V2= 5% 4 622

zlm

(2m)!

¢ = n*(f+ f (— 1) [e6% + slaijmf),
m=1

(verificar)
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O Laplaciano explica a escolha do escalonamento de ;
se refere a k x >> k_y (explicar).

Aqui f é uma funcdo de &.0,T.

Faltam as duas ultimas na p. 133.
Notamos (verificar):
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Na primeira correcao nao linear:
zl
o~ Eif— 312 T’g—f‘f‘f’

Isto implica

32
qf;r:-r{; / Ef.:;:-

A penultima equacao na p. 133 implica, na ordem
mais baixa:

Jp—n' =0

0 " (verificar)
n=f= o
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i >

Nesta mesma ordem mais baixa (que € %% )
a ultima equacéo na p. 133 n&o implica nada.

Na ordem seguinte  =*? obtém-se
usando =z=1+7 as ultimas duas equacdes na
p. 133 (verificar):

___I?;E?.l {1} ¢121+2¢11}¢{11 %d’ {1}{1:_

121 ';b{l} 12I+¢111¢11}+(J§ SM’U}:‘:"‘O-

A ultima veio apos derivar em relacéo a f
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Adicionando as duas equacoes, vem:

P+ 30 + 1T - 3B+ 391 =0
(equacao KP — Kadomtsev-Petviashvili)

Sem a dinamica transversal, vira a equacao KdV:
U= o = uT—I—Eu us + 1[1—‘3%) = ()

9 e G Uegg

Dependendo dos parametros fisicos, S>1/3
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Na verdade no Infeld esta um tanto Mandrake.

Precisamos:

-2 -4

_ A1/2 ~2 52 =252
Q= f— 2(ci+ d}f+24 dg 202 f

Onz=14+7n=1+ 5:—*3“’] + ::‘Er,r"*m e Comparando:

ISSO vai ser necessario mais adiante.
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Com isto obtém-se

. 1 .
. _1/2 ( 2 ~2 f”
@, = £ —[_:f(;.;; + € f{r{r —c ff;t: + f‘;‘;'i-_."-.,

Fazendo o calculo e inserindo o resultado de ordem
mais baixa na pendultima da p. 133:

(1) 1 (1)

(1) L (1
—ng + bg; + 20 G'c;f,_(, becec + b0 =

(2 )

Nao ha o termo ¢,/ mostrado no Infeld.
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De modo semelhante, calculando a ultima equacao na
pagina 133, obtem-se

a(1)42
40 _ 4@, (@)
T 2

32 + _|_??f25 {’T?

Com n'!) = .;-:';i‘;” e derivando J:

1) (1) (1) ()
"’lﬁ +@ cc +'5’.:, O¢d — SP¢iee =0

N&o contém (1/2)¢,.  mostrado no Infeld
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No entanto, adicionando os termos das equacoes nas
paginas 144 e 145 e usando

conforme demonstrado, obtem-se a equacéo KP
gue esta no livro.

Um cancelamento de dois erros.
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Derivacao no livro do Ablowitz (Nonlinear Dispersive
Waves, 2011)

n =acos k- x — wt)

d=aflz)smm(k-x — wt)

Anteriormente era 1D
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V=0 = f'-Kf=0 K=k+k

2 o

il

By = 0 onz=0 = f= fycosh(kz)
0z

Lineariza as equacoes restantes:

e =¢, onz=h

T
¢ +gn=—V>n onz=~h
P
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Relacao de disperséao:

. (verificar todos os
= = (g k + p ) tanh(kh) paSSOS)

Tira a raiz quadrada:

10

3 1/2
A ) tanh(kh)
o

w= |(gk+
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Expande até k x4 e ate k_y*2 (notar as escalas):

Esse termo
Substitui: w—id, k—=—iV s
: some apos
transformada
oo de Galileu
- Ty n-y
Nt = \ 'G"h ( T 9 + 2,0 g — 6 )??rrra‘)

Isto € a equacao KP linearizada.
Nao e claro por qué é \eta que satisfaz (e nao

outra quantidade, como \phi por exemplo).
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« Ondas ion-acusticas de baixa amplitude

Densidade Lagrangiana (sem campo magnético
e com v=Vy ).
L=in(Vy)? +ny,+np —e*—1(Vo)i + L

Irrotacional.
Verificar que € uma boa densidade Lagrangiana.

E melhor expandir apenas a funcéo L.
Stretching:

(sugere o stretching)
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Também escolhemos:
g=_Ly
n=1+en'V+. .
y=clZyy' N+
p=epM+_ ..

Expandindo L, obtém-se L‘“'=—gi"

Isto € um termo de superficie e ndo contribui
(verificar a expansao).
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Na ordem seguinte:

742 — _Hmw!:n + n“}q‘b‘“ — %¢{1F+%!ﬁfgf 4 w{TlJ _ lb{.s,l}
As equacdes de movimento:

5"lll: l,ii%”qu'“
§¢[1|: nlllzd){li
5qulll: FIII’:I#'P
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Na ordem seguinte:

3 1hp.i1 1 L3 1y?
L = gyl + 3y — L+ 3o
+ perfect differentials,

Aqui fol expressado em termos de \psi(1)

A equacao de movimento:
O et theWe:+ tose+ 3¢, =0

Novamente, a equacao KP.

Conferir estas contas.
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« Ondas ion-acusticas em plasma magnetizado

Consideramos \Omega_c de ordem 1 (pag. 128), o que
guer dizer um campo magnético intenso.

Nao ha densidade Lagrangiana (ao menos que seja
simples o suficiente).

Se precisa expandir diretamente as equacoes.
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A expansao da relacao de dispersao (pag. 131) para
K pequeno leva a

o — kg~ k; (conferir com k_y << k_Xx)
Usamos ~ &—etx—1)
o =giy
T = g%t

n=1+ent?+. ..

v, =et'V 420\
vy, =eZvil! + 5% + L,
p, =¥l 52
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A justificativa para \zeta e \tau vem da relacao de
dispersao. Ja o restante vem porque funciona...
Notar que k_y << k_x justifica a transformacao dey.

Primeira ordem (conferir):

H'[l] — ¢{HH
L’::'I:FIH} -——ﬁ,:uil",
M =0"10 H1,

A1y~ 1 At
Ly, —ﬂ: 5;;1:,,
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Na ordem seguinte (conferir):

ﬂ{2}=¢{2}—{ﬁg+E§}{I}‘“+%¢JHF,
_aﬁﬂm+'!3;ﬂ{”+tﬁ'¢(ﬂmﬂfx”;l—l-ﬂ¢vf}+5g1:;,“=G.

— 6,§UI + @rﬂ!‘” -+ ULI '5,;UL.” + ﬁ';qu ={),

Adicionando as duas ultimas e expressando em
termos de n(1) (conferir):

ﬁm{1}+ﬂf1}a£”{1}+£_{]gﬂlll+%“ +ﬂc_2]{:3¢mﬂ{”=0-

E a equacio de Zakharov-Kuznetsov.
Bastante diferente da equacao KP.
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Exercicio: considere as equacdes para 0s ions, para
ondas ion-acusticas.

Find a solution of (5.1.7){5.1.9} depending on x — M only, and such that v_—-0,
M =M - lissmall,and ¢, ¢, and n — 1 all tend to zero for | x — Mt | —+ . Show that

this solution 1s

¢ =35 Msech® [ (LM ix — Mr)] 4 B8 M2

(solucao nas notas separadas)
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Equacao NLS

Derivacao no Belashov and Vladimirov, Solitary
waves In dispersive complex media (secao 2.3.1)

Equacao para a propagacao de envelopes de ondas.

Derivacao para envolopes de ondas de Langmuir.

Nonlinearidade fraca: on(t,r)
o

‘:"-':-:J.. 1
e -
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Relacao de dispersao (ondas de Langmuir):
cwk(n)Ey =0
Funcao dielétrica:

w2, (n)

cwx(n)=1—3r3 k% —

fa)
e’

Comprimento de Debye:
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Fregténcia de plasma local (n varia lentamente no
tempo e no espaco):

i Amne? Am(ng + on)e? 9 on
[¢] ,{ﬂ'] — = = e
Me Me

Fregténcia de plasma n&o perturbada:

wpe = /4Amnge? /m,

Logo (com (0) denotando o valor de equilibrio):

- 2

(0) 1 0N Wpe

£, kE.W._k = —— Ew,k
! ﬂﬂ =
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\ Faltou multiplicar
por \omega_{pe}

Envelope [ E(X,1) varia lentamente |:

E = ReE(t, r)ewre!

| a parte real se aplica a toda a expressao,
Incluindo \exp(-iw_{pe}t) |
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Em 1D:

. .1-I2
( L, + 3The a;?) B(t,z) = %én(t:I)E(f:I).

Wpe 2 2  np

De onde vem 1Ss0?

, 3
W = Wpe(n) + Ekgrgﬂfuspf(n}

E 0 mesmo que (
W = Wpe | 1

on 3
4+ — |+ Sk w.
Qﬂg]) 2 De P

(o termo térmico ja é uma perturbacao)
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Para ondas planas:

o,
xplilk-r—wt)] = w=i— k=1iV
expli(k -1 )] i 0

A ultima equacao na pagina anterior fica sendo

O . o
—+ —rp .V =1+
Wpe Ot~ 2 De 2ng

Aplicando em
E = E(r.t) exp(—iw,.t)

e omitindo o til, vem
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1 OF 3 ., _, on
—+ -5V E=—F
Wpe O 2 De 2ng

cuja versao 1D é mostrada no Belashov.
H& uma variacéo lenta no espaco (termos de ordem k™4
foram omitidos).

Falta exprimir a perturbacao da densidade.
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Forca ponderomotiva

Vejamos o0 movimento de uma particula na presenca
de um campo elétrico variando rapidamente
no tempo

mr = gEq(r) coswt
q

Massa m, carga d.

Separamos o0 movimento lento do movimento rapido:

I' = I'y + I"

Aquir_1 tem media zero em um periodo de oscilacao.
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Além disso, r 1 é pequeno:

E.;]{]‘.‘} = E{]lfl‘[j}l + Ty vE(]{rU}

Com isto, na média,

miy = q(ry - VEg(ro) coswt)

O termo gue oscila rapidamente tem meédia zero.
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Ja a parte rapida é

mry = qEy(rg) coswt

com solucao

qEq(ro) coswt

ry —
mw?

Com isto,

E}'E

oy RV
——Eo(ro) - VEp(ro)(cos” wt)
m2w

' = —
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Mas

. . E,|? .
E,-VE;, =V (| ;j| ) ,  (cos”wt) =

B | —

Considera-se E_0 puramente eletrostatico.

Portanto,

i
q._

Am2w?

V (|Eo?)

O lado direito (multiplicado pela massa) é a forca
ponderomotiva, com tantas aplicacoes em plasmas
e lasers.
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A derivacao foi para uma particula. Admitindo que seja

valida para o plasma como fluido, e considerando
elétrons n&o inerciais, decorre que

kTl Vn, e? v ( EF]

M1, dmcw

0=

e

fazendo a necessaria adaptacdo da notacao.

Com isto, finalmente obtemos:

|E|*

n.=n= — ———
© 16mkpT.
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Substituindo na equacao para o envelope:

. and ) |2
( : Bi+3ré’-?’faﬂ) Bt.z)= EHD gy

Whpe . 16mngTe

\ Falta um fator
Y52 no Belashov

Normalizando (como?) obtém-se
idyu + %u 4+ |u|*u=0

gue ¢é desejada equacéo de Schrodinger nao linear
(NLS).
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A derivacdo em si sofre de uma série de defeitos, mas
€ 0 boa o bastante para nossos propodsitos.

- Para um campo elétrico variando rapidamente no
tempo, ha também um campo magnéetico induzido. O

Fitzpatrick (Introduction to plasma physics) esboca algo
nessa linha, mas custaria um pouco de algebra a mais,
Incluir campos magnetico.

- Falta qualquer mencao aos ions. No entanto, é sabido
gue a forca ponderomotiva representa o impacto das

ondas lentas (ion-acusticas) nas ondas rapidas
(Langmuir), ou seja, o acoplamento entre LW e |IAW.
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- Uma derivacao mais consistente, portanto, partiria
das equacoOes de fluido para ions e elétrons, separando
as escalas de tempo rapida e lenta, incluindo campos

magnéticos. Algo assim esta no Nicholson (Introduction
to plasma physics) e também em Thornhill and Ter Haatr,
Physics Reports, Langmuir turbulence and modulational

Instability. 43, 43 (1978).
(mas sem campo magnético induzido)
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« Meétodos exatos para ondas nao lineares de grande
amplitude

Infeld and Rowlands, cap. 6

O método do espalhamento inverso (Inverse Scattering
Method) gera solitons, mas nem sempre ondas nao
lineares gerais, alem de nem sempre se adaptar as
condicoes iniciais.

Aqui serao vistas alternativas, a comecar pela
analise no plano de fase.
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Analise no plano de fase

Equacdes dos ions, sem campo magneético,
elétrons termalizados, variavel § =X —ut

—poit’ + () =0
—vt +rv 4P =0

¢''=ec"—n.

Introduzindo w=r1 —t, e integrando (fazer):
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" onw=M
lw’ + d=E=1M
L2 =e¥ + M{M? - 2¢) - C

(C<0,ou

Aqui, M>0, C>0. energia positiva, da singularidade)

Para {&|— ocesperamos (Lt € o limite):
Ltg=Lt{n—11=0 Ltw=M

Para uma onda solitaria, no infinito vale

®: = zero.Assim, C,=1+ M>

(C_s e o valor de C para onda solitaria)
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A “energia cinética” expandida para \phi pequeno:

s 1,1 1. . .
)Qg—ﬁ(ﬁ—g}@j = f(¢, M)

Hr2 1 1
= e+ M (M?—20)1/2—( 1+u2}_5 —73

Aqui assumido C =C_s

Paral <M <1.32, o lado direito parece uma
cubica com sinal do termo cubico negativo, e 0
- quadrético > 0

N B |
o

0.15

M'<3= M <132 3‘32_ / \

—‘IS T I—SI:'I - \phl

[
T
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A condicdo ¢ <iM? para que araiz fique real:
Se precisa encontrar a raiz de (por qué?)

1+ M2 e =0

A solucao é M = 1.5852 (ligeiramente diferente
do valor obtido expandindo para pequena amplitude).

Ouseja: 1 <M< 1.5852
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Grafico da “energia cinética” para M = 1.5852:

t:;-jlfﬂ , fo

[ ]

b= M?/2

(A expressao completamente nao linear, sem expandir)
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Fazendo o grafico no espaco de fase obtém-se:

g

A (separatriz)
N
¢ 4 /

As curvas periddicas correspondemaC<C s=1+ M"2

0?12 =¢e’+ M(M?*—2¢)2 —C
Caso C > C_s: singular em tempo finito 182



Encontrou-se algo como (@' ) =f{¢,C,)
sendo C; constantes. CondicOes para
solitons (ou ondas solitarias):

(9" Y Z0

fi0.C)=0  (uma condicéo sobre C.)

\
No infinito \phi’ = 0, phi =cte. =0

16 =0,02¢"2 /0 >0 at the otigin

(ponto fixo estavel)
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Em plasma se fala em “potencial de Sagdeev”:

i" +V(@) =0, V(é)=—e— M(M?—24)"2+C

Grafico de V para C = C_s, mostrando o poco de potencial
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A forma analitica da onda solitaria e dificil de
encontrar, devido a forma do potencial de Sagdeev.

Porem, expandindo

12

@ & 2 oy\1/2 2 1 1 12 11 1 L3
_ ] ] 2 / _ | | = — — o T

2 c JI( 1'{ Gl:ll (1 jlur ! 2 llrl _'1_{:'} ad 2 ‘_.‘I“r_i 3

e resolvendo com \phi’(0) = 0 obtém-se
(verifique):

Restrito a
1<M<1.32

De fato uma onda solitaria.
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A seguir a NLS (Infeld pag. 149):

it +bd+ctld+ |pl2d=0.

Subs.: ¢ = ¢o(x — vpt) {?}:p[i{% + wot)]
] f{f) £§+hd}n+¢3;{] I
Segue: b :5'— 1, — zf%,;':lr. (conferir)

Integra: c{BPge) ) =B— hep? —

\ Constante de integracao
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Fig 6.2. Phase diagrams for soluticns 10 the nonlinear Schridinger
equation (62,12} S is the separatnix corresponding to a soliton,

SW =shock wave.
_j&

5 @ 4 s T T

e 0. b <0 i

Y |

Lie]

“

X
)
c>0.b >0 o
7))
‘1’[1 x
SV f///

5 -

{

c=_0, b0

1t

Discutir
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Ondas de chogue fracas em um plasma colisional
Havendo colisGes entre elétrons e ions, a equacao
KdV fica alterada para:

.5

O CU ol E S

——4—u——-ki

ot ae 66
\ Medlda das colisoes e-i
u= ui&—uyt) (onda propagante)

d?u
FE) =2v(u—u, ]dé—{u—ull[u—uz}, g 5 =u, U+ AP

(fazer)
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Tranformando:

u=olv—1)+u,

dv _
dx

A e nao 2A
5::{,’\,’“& /

o= (ul+2A4)%,6= 2o}
Obtém-se (fazer):

de

dx

W = Tiw— (e —2
P (v w—r(e—2)

W
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(¢, w)={0,0)1s a saddle point and {r,w)=1(2,0)1s a centre when J=0.
(fazer)

0< <2 . 0 centro se torna uma espiral instavel

(fazer. Notas paralelas)

O gue achei foi: 0<6<2v2
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Fig. 6.6. {2) Phase diagram of (¢, w) for KdV (dashed lines are
w E =const} and extended KdV, 6=0,5 for stationary shock. Note how
similar the KdV contours are to those of Fig, 6.1. (b} Wave profile of
the oscillatory shock wave for §=0.5. For 82 the oscillations
disappear. From Kakutani and Kawahara (1970).

#‘_-“

— e ™

“~
N
\
! |
Voo
} —
, ] il
P /
!
s
s
-

(def. E na pagina que segue)
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Integrando:

dEE d
= — (3t 2y =0 — e
dx dx
vi v>1= dE/dz >0
o= 0.5
~—— \ v<1=dE/dr <
r~10=uv=a1
|

(mesma legenda da figura anterior)
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Explicando:

E.-";

Gyt S =E=cte . Curvas tracejadas

Iniciando proximodev=2> 1, w=dv/dx =0,
a quantidade E aumenta, atingindo as curvas
maiores, até que v < 1 (figura p. 192)

5 > 2v/2 N&o oscilatorio
A figura da p. 193 vem da simulacdo numérica. A
guantidade v vai oscilando com amplitude crescente, até

r~10=v~1 —— E comeca a diminuir até w=v=0
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Modos BGK (Bernstein — Greene — Kruskal)
Versao bem detalhada: Infeld and Rowlands
Aqui seguiremos Davidson (Methods in Nonlinear

Plasma Theory), se¢coes 4.3 e 4.4

Sistema de Vlasov-Poisson (] = e, I):

o o : &
= H® 0, 1) 4 0 fix, 0 0) + % B, 1) 5 fix, v 1) = 0,

8
o B(x, 1) = zjj%ejﬂf(x, 1) = ;471-8,- f dv f{(x, v, 1).
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Novas variaveis (estrutura translacional):

x' = x — vy, v =7 —7,, t" =t

a s ¥ s Ei [ i # i # [ i F # ¥F .
m,fj(x,w,t) +o 3x,j}(x,ﬂ,t}+ij(x,t)aw,fj(x,w,t) = 0,

a_iT E(x, t) =Y dnemfx', t') = ¥ 4me; f do' f(x', V', t'),
] il

(No referencial da onda)
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Estacionario no referencial da onda ( 9/t =0 )

’ d rot €; ’ d Py
v Wfﬁn(xaw) +EEu(x)“§€}Tj}n(x+W) = 0,

a ! -::1 f ’ '
o Ey(x") = Zj: 4re; J‘_m dv' fio(x', 0).

Energia: W, = im; v + egd(x)

E)gﬁfi‘r}

Eo(z") = 5
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Solucao da equacao de Viasov:

fio = oWy, sgn v') = 0(v) f3o(Wy) + 0(—2") f3(W)),

sgn = funcao sinal; \theta = funcao de Heaviside
E preciso que:
(W) = filW)), [ejp]min < W; < [e¢b]max

(particulas aprisionadas)

Ver notas auxiliares
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Para particulas n&o aprisionadas e possivel

escolher as funcoes > e < de modo independente.

Para a equacao de Poisson:
dv" = +dW,[[2m(W; — e;$)]'/*
+ para v>0 e — para v<O0 (fazer)

Dai vem (fazer, vide notas):

2o = AW, [f4) + F7)]
't 2. Ame; J.equ Egminwj — ;)] /2

i
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Pensando como uma equacao para o potencial:

z[g/ox' )"

V@) = — L4 [

V(¢) = const,

AW [ f(W;) + f(W2(W; — ep)im;]' 2

Verifica-se (fazer) usando

dr

d f dr'f(z', 1) / dﬂi i} f T Ef(a{r},r)
alx) alx) dr

dr
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Quadratura:
/ ¢ .
W = = 22 [ V() — V(oI
0
bo = H(x,) and x,’ is a point at which dé/dx’ = 0

Exemplo (Nicholson):

M50
i')

=

f,;] = 'ﬂg]'ﬂlj E‘j[)ﬂ'[l“r'j —

] ;l . ﬁ:] =0, E‘J‘[) = ()

Ou seja, soO ha particulas indo para a direita
(nenhuma aprisionada, portanto)
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Fator de normalizacao: vem de

e §(x — ;) | |
Assim,
i m{;?{]} - (m-};!z +e;0 — *.rnj:-';?{]

(lembrando que v>0)
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Com isto,

1

)

> Novsg
. 70
/ fj{]tfi- —
of — 0 .

Supondo um equilibrio ¢=0 sem perda de
generalidade, vem

[ fiodv =ng (em equilibrio, garantindo
o a neutralidade global supondo
cargas +e, -e)
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Supondo cargas +e, -e, massasm_e, m_|, e
usando a ultima pagina, vem

d*y 2Zeg(x)\ " 2e (x) _1"2}
el dmn,e [(l + — ) (] — — )
dip %,

dx2 Ao V(“P)

. 28(;9 172 26‘('0 L2
Vo) = = dmn, {mevf (1 ¥ mu,’ Foma (1 - m:vxz) }

(fazer)
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Supondo
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Se for pequena amplitude:

r r .
1.f1+x=1+3—?+(9u~‘]

- T
V = —dmngT + dmnge“o” /T

\ \ pseudo-potencial

Irrelevante harmonico
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Neste caso (de outro modo: oscilacdes nao lineares),

o(x) = @g8in (272 x/ Aesr)

Comprimento de Debye efetivo:

At = v./w,. (verificar)

2 2
w. = drnge” /m,

Obs.: | eff ndo € o comprimento de onda
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A
_/\\_7-\
= X
N

Fig. 6.36 Periodic BGK maggs for an electron beam moving through an ion beam.

m;v/2 > edy (para n&o haver particulas aprisionadas)
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Ainda do Nicholson:

vig)

Fig. 6.35 Pscudopatential well used in finding BGK modes for an electron beam traveling
through an ion beam.

(fazer os detalhes)
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Calculo exato do comprimento de onda
Quadratura:

do\” 2e¢p /* 2\ 1/
(dr) 8mngl’ (1 -+ 7 ) + (1 7 ) V2

/ Fator dois
)\ — 2 T/2e do
— V8mngT J-T/2 {(1 n 2;@) 1/2 N (1 B %) /2 \/jl 1/2

Aqui supondo que oscile entre —T/2e e +T/2e
(amplitude maxima)
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A integral = 1.53

ds
A= . =
\/_ J0 1 + .,r 1 2 {1 . S]'s’i — \/5]1_,-":2

Resultado para a amplitude maxima

Tomando 2 x1.53=3.06~

V27, (concorda com o
2w, resultado obtido para
pequena amplitude a menos
de um fator 1/2)
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Alternativa (pequena amplitude)

Expandindo na p. 209:

1 (do\*>  mw?e? |
2 (i) + B 42— V)T

dx T
Ou seja,
)

1 (do\"~ K2¢*

E(g) + ; =47(2 = V2)neT
onde

2m w2 3;;:2 I Vv

T s
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O resultado para —¢ < ¢ < ¢

2v, o0 —1/2 Ved
A= V2 / d.s(\/l—i—s—i— V/l—S—\/l—l—Sg—\fl—SD) T sp = Z:)D <1
we Jo
We A [
V2ru, 12T
Dependéncia |
do comprimento E
de onda com a o
amplitude
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Reescalonando:

29 4.
T TTRI

d 2 . )Y / I w1
(d__j-) =4 [(1 -+ SJI,Z + (]_ - S}—l,z _ (1 + S{}}L"2 . (1 . S{})lfz]

[onde s'(s=s_0) = 0]

S i

WL s
TTVTVVY
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o\ 5 | A (s] ¥
asf | / YUY
o \\/ \J \v’a V

Oscilacao de pequena amplitude (bem mais suave)

Nos dois graficos foi mais facil simular e EDO2:

dES {2 ; " Jo
=(1+s) " —(1—s)""?

dx?
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Poderia ser feito usando a p. 199

Extensdes: campos magneéticos, leis de conservacao

mais gerais, inuUmeros exemplos

AplicacOes: estagio final do amortecimento de Landau

nao linear

Ou entao: dado o potencial arbitrariamente escolhido,
resolver para a funcao distribuicao (veremos)

Ondas nao lineares em plasmas: Schamel e outros!
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« Qutro ponto de vista: () dado, assim como a

distribuicao de ions (trapped e untrapped) e elétrons
(untrapped), resolvendo para a distribuicao de elétrons

aprisionados.

& =AW, [ faW)) + fi(W)]
ox't 2 4me; Ljus E%HIW:' — ep)]/* (p. 198)

Cargas +e, -e:

L P = W00+ L) = UG ¢ Fa(0)
Are 022 J_es  [2m. (W, +ed)]V2  Jey  [2m,(W; — ep)]1/2
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Elétrons aprisionados:

H?E_{ _-ftlf’!nin
Usando _ L )
AW, = / dW,. + AW,
new _Et':ll J—E@man
obtém-se

~han AW, fEWe)
[, T ey = P

eo(We) = FaoWe) + far(We) = 2f ao(We) = 2f s(We)
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A expressar em termos de @

e

1 BH) | AW + f)
€)= gz awr + |, (W — e

_ fm dWe [f?n(Wa) -+ f:l]( We)l
~ebain 2me(We -+ eg)]'® °

Solucao da equacao integral na pagina anterior:

tr Qmeiz p™¥e  de(W) 1
feu( WE) - __:f__f dw aWw ["*wa _ W?ﬁ’ We < _E‘?!'mln

Blﬁ'mjn

g(-ﬁ‘;btr.l in) _‘_; U
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Espera-se que resulte numa funcao >=0

No restante € bastante arbitrario

Estabilidade de ondas BGK: Davidson estuda

=» € bem envolvido, mas mostra como

estudar a estabilidade de um
equilibrio ndo homogéneo

Davidson tambem mostra um exemplo para uma

onda senoidal, e € um tanto envolvido
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 Variaveis Lagrangianas

Os modos (ou ondas) BGK, quando estaveis, podem
representar o estagio final de um plasma nao colisional

Modos BGK s&o modos cinéticos
Evolucao temporal? Quem sabe, via fluidos

Meétodos Lagrangianos (vejamos pelo Infeld / Davidson)
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Equacdes para os elétrons frios (ions, um fundo

homogéneo neutralizante):.

W X
v, v, ¢
—: +L‘,-L.—_£L':— E
cl X m
H ck dnp,
+U. - =— e,
.q
ot CX {4

Pe.0

- densidades de massa

221



A ultima equacao foi tomada por conveniéncia

(derivada total de E) e vem de

% B dmwe _
dJ‘.T - m Fo .I"JFJI
vxp=2 OB,
c e ot
1D:
oL in A peev, ok
ot S i) ot
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Variaveis Lagrangianas:

X =x—[v(x,1)dv’ (omitindo o subscrito e)

3

Com isso (verificar),

v

E = — E'Efm, FE;’?}T =4Hf'u€ﬂi',m

2

-> 5;3 E+wiE=0, @2 =4np.e*/m?
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Portanto (verificar):

E(x,1)=A(x)cos{ew,T) + B(x)sin{w,)

X, T)= [ — Asin{w,1)+ Beos{w,1)).

UM,

Pelas condicoes iniciais: Ealta dividir

— por e

A=E(x,0),B=wm.ur(x,0)

(pois x=x. emt=0)

224



Integrando (fazer):

_.ov(x0) eE(x,0)
X=X+ ——E: Slﬂ{(ﬂpf]—-ng" [1—cos{w,1)] (Ok)

Para a densidade:
(Equacao da

g
O I ol T (%, 7)] =0 O
g LTI, T)] continuidade)

4

Onde: .p=1+.[a”"i’1]dz'

Cx

(verificar)

—- 1
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Com ISSo:

pix,t)=p{X)/¥(x, 1),
where p(x)=p(x,t =0) and y{x,0)=1

Em principio ha uma solucao exata, que deve ser
univaluada e demanda uma inversao de variaveis,

T em funcao de z
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Exemplo: ¢x.0) =

E(x,0)=asin(kx).

E(x,t}=asin(kx}cos{w,t}
> . eak (verificar)
kx =kx —ai{t)sin(kx), ait)=- — [1—cos(w,t)]

mwp
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Para ficar uma funcao univaluada de x:

Lae(f) ] <1

> EEafmmﬁ <1

This 15 a condition on the amplitude and raises the question of what
happens if one tries to propagate a larger amplitude wave in a cold plasma
(experimentally or computationally). This would in fact lead to a multi-
stream flow not describable by the Lagrangian formalism, which is tailored
to just one stream.
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y=kr, g=kxr, y=9y—al(t)siny

a > 1

Multivaluada: para um mesmo y ha de mais
de um \bar{y}
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Invertendo:

sin{kx) must be a periodic function of x with period 2n/k

= sin{kx)= ) b,sin{nkx}
n=1

Inverte para L

2wk
h,=— 'r sin{kX)sin(nkx)dx
T

&

Vem de [{fTi sin(mkzx)sin(nkx)dr = T

k

m, n inteiros (verificar)
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2n
b, =l dysiny(1 — xcosy )sin(n[y —asiny ).
i

o

(usando kT como variavel de integracao -
verificar)

Integration by parts gives

im

1 .
b, =—- | cosy-cos(ny —nasinydy
nm

1]

2

:L’L dv{cos{(n + 1)y — nasiny } +cos{(n— 1)y — nasiny}].
b

[

(verificar) 931



Such integrals can be expressed in terms of Bessel functions.

2

1

5 | costny = fsiny))dy =Ju(B)

1]

. JuAF)
and from the identity J_ . (f) +J,- 1{,{3}|=;’—Ji}1 ﬁ{ﬁ) it follows

. _ZJn[na{r)}
" ma(y
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Thus we finally obiain an explicit solution

= Julnalt))

E(x.t)=2acos(u: t sin(nkx)
(o ),,; ot )
and using Poisson’s equation
£ = po— (umk/2ne)coswyt) > s Ja(nxlcos(nkx)
n=1
(conferir)

Periodo (no tempo) é a fregtiéncia de plasma,
Independente da amplitude.
Vale para o plasma frio apenas.
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Relacdo com estruturas do tipo BGK:
- BGK é teoria cinética
- No entanto, de modo similar se poderia tomar

n=x—v,t Napag.217 (erro no Infeld)

S5 pu=pl,.ti=c+2ed/m

E= —d¢/dy, v =v—v,. cis an integration constant

d2¢_4 i v, 1_
dy? ~ P ( 2eq )* '
c+—
B m
(fazer)

Falta dividir por m 234



Integrando resulta

\eta )
/ - Faltaaraiz

wyex =vfarcsin{y/A)+ A — (42 —y?)]
A = (d¢/dx) v (dnngm,)E =0
Wk =4ane/m,

y={1+2ep/mv3)} -1,

.9
C =1

(Fazer, vide notas auxiliares)

Parecido com o modo BGK do Nicholson (IAW)
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« Modos BGK — limite linear
« Modos de Case — van Kampen

0.E = dre [nn - f: dvf(v)]

: . E 0
Lineariza: 0 fitva s =L %
9 E(x.1) = — 4re f T du Fi(xut)

fiv) = mg(v), | dvg(v) = 1 236



Do Nicholson (modos normais):

Looking for solutions £, (x,v,) = f,(v) exp (—iwt + ikx),E = E,exp(—iwt +
ikx), (6.216) and (6.217) become

npelb, OJg
m Jv

—4me ([~ .
£ == [ aufio)

(—iw + ikv) f, =

w\ ~ wS g [ ,, -,
> (v - ?)fl = 0 L dv' f1 (V')
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Defining n(v) = (w,2/k?) dg/dv, this is
"’) fl f dv' fl

Solucéo (P é a parte principal):

(v_

fily) =P [

n(v)
v—w/k

] + (v — w/k) [1 —PI: )

v — w/k

dv’ ]

(Modo de Case — van Kampen)

Verificar
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Valor principal:

X ¥ a
1 X — d
P -
X — a i 1
lim X = a
r—gt X T 4
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Dado k, mantém-se w livre

(nao ha relacao de dispersao)

Nao amortecido (neste sentido seria um BGK)

Campo elétrico:

—4e (™ "
E, = ik [m dv f,(v)
~—4e
E, = ik
E(x,t) — —dme eﬂ'wz-l—ikx

ik

240



Isolado, um modo de Case — van Kampen é singular

Veja-se uma sobreposicao, para um dado k:

f0x0,1) = et f do e 1], (v,0)c(w)

c(w) uma funcao para ponderacao.

Obtém-se:
fixu,t) = ek* y(v) P f do _wéj’l){)
(verificar) + ekxk e ofwy = k)
— k eikx—ikvt ooy = kp) P f v”(i)i”

(v — w/k) = kd(w — kv)
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Com ISSsO:

—47re

E(xt f de]Uxt

E(x,t) = 4mei e"’”‘f dv e *le(@ = ky)

Esse nao é singular
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(Ignorando a parte dos
streaming elétrons)
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Excitacao parameétrica de ondas em plasmas

= O assunto da interacao entre varias ondas

=» Ou a excitacao de ondas devido a um campo externo

Vamos seqguir o Shivamoggi (Introduction to Nonlinear
Fluid and Plasma Waves)
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() Parametric Excitation of Electromagnetic
Waves by an Oscillating Electric Field

Campo externo de alta freqléncia:

E® = E, sin w,ti,

Com isto a velocidade sera
[0 (0) se refere ao

VO = —VO cos w11, “estado de equilibrio”]
where,
o = S
’ m,w,
De fato, m.i. = e.Eysinwgt (s=e,)
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Linearizando as equacoes de fluido:

on) 0 |
af + 1OV VO + VO va) =0
[
avy) 1
— 4+ VO vV = EV+ — V¥ x B
ot ’ ' c

&

V-ED =47 ¥ nWe. [(1) € a perturbagao]

V-BO =0 Se precisa uma
T | oB" corrente externa para
c Ot um J(0) total nulo
1 aE‘”

VXxBYD= — ; 4n X ln(”)vil) + (UV(U]]
C t C
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Seja k ) [onda transversa;
1y ~ ik-x . —1 7
g~ e, k-ED=0 q(1) é qualquer campo]

Com Isto,
1
agg?' + n@ik - VD =0
4
av{]} e, 1 & (0 (1)
s = — |EV+ — VP xB
ot m; c

ik -EV =47 ) e,n”

5

ik - B =0
K x EO — _ L 9BY
c or
()
ik x BO = — a;:’r + 2Ty e, [n"VY + en(VVY]
C c R

where ¢ is a small parameter characterizing the weak pump field. 247



B = B,

1 % 2
VO =V i+ 1,

so that equations (9)—(14) give:

on?
5 '
a:!' + nikV =0
(1)
aVJi. €; (1
= Ey
ot m
(1)
anT . € (1)
= —— Eb
ot m,

o
ikEY) = 47 ) esngl)
h)

kgD = — L 0BY
! c Ot
, 1 OEY 4
—~ikBY = T+ Ty
ot C

5

0 1
e,n” V(ST}.

(1)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)
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One derives from equations (16),(17)and (1 9),

aZ
( ot’

and from equations (18), (20) and (21),

2

w
EV =—¢) —CP- VOBY cos Wyt (22)

az
( o5 + Qf‘c) EV=¢ ): 4dae, V" —— (n COS wyt) (23)

where,

(0) 2

5 5 5 3 5 dran.’e

Q,=w,+ k¢, wp=):mﬁ‘, w§\= e
5 . m-ﬁ'

A notacao sugere L = Langmuir, enquanto (),
é a onda transversal (ir fazendo os detalhes)
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Vemos um acoplamento entre ondas longitudinais
e transversais, devido ao campo externo (pump)

The problem in question is characterized by the disparate time scales:

(a) The fast-time scale corresponding to the period of the excited oscillations;
(b) The slow-time scale characterizing the rate at which energy is fed into the
excited oscillations; this depends on the strength of the pump field.

Therefore, we use the method of multiple time scales to treat equations (16)—
(21). Accordingly, let us seek a solution to equations (16)—(21), of the form

qO(t; €)= ql)(t, 1) + eql})(t, )+ (24)

where ¢ = ¢f represents the slow-time scale.

O método das escalas multiplas novamente
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Using (24), equations (16)—(21) give:
EY) =Aje™ + Ape™

E(?l} — A_-;EEQ“ + A;—E_HE“

(

kc . .
(l) _— + !ler — - —IQkI
To, (Are Are )
k
e . s
1 _ 5 +  lwpt T, t
VE“] - . (A}'_ € ! AL € r )
(i) :mxwp
e , .
(]_] —_ 5 + it _ i€t
Ve, , (Are Arpe )
0 im2,
. 2
E'ﬁn:&l} —_ ‘ (A,f_ e;wp! + A}'_ e ou,r)
L) dn w

P
where A} and A# are functions of ¢.

FAZER

(25)

Notar o
subscrito (0)
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Using (24) and (25), equations (22) and (23) give:

aA? e:‘wpr_ aAE E—r‘wpr)

82
( + w, ) E'f(}” = —2iw,

or’ Gl Gl
k Z 2 y(0) + iQut — =iyt
- 55 w, VO | (AT e’ — A7 7™ X
k 5
W (eifu"r + e—-iw[]r) (26)
GR ) QAL QAT
+ Qi | EY) = —2iQ e e
( ar’ o B A WY dt
W’ d
+ ik ) 2;5 Ve Y (A7 e + AL e ") X
§ P
X (e + e ). (27)

Notar o subscrito (1)
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Equations (26) and (27) develop secular terms on the right hand side if

@y — w, = Q,. The removal of these secular terms requires

. 0A; k _——
t2iw, —=— = (Z wj_ng)A;e“‘“

ot 2Q,
. aA? — wz,- VE“U} + biAg
ilek a}- = +k(wu_wp)(§ ;wi AL E_ﬂln,
where,
MOSTRAR

EA =0y — w, — Q,

(28)

(29)

(30)

represents the frequency-mismatch. Observe that the longitudinal and the trans-
verse modes propagating in the opposite directions are coupled parametrically.

L - b T #/ s

Para entender as Egs. (28) e (29), veja-se
as notas anexas.
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From equations (28) and (29), one derives

2

A7 = 0. (31)

= + 1 =
GIE © ot 16Q .0,

Y w, VY

5

AL A QA K’ (

Equation (31) gives for an exponentially-growing solution (or for parametric
excitation),

k? 2
A LI 32
p

5

for a given mismatch in frequency A, (32) gives the threshold value of the
intensity of the pump field E® to cause parametric excitation of transverse
electromagnetic waves.

Nice! (instabilidade paramétrica)
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Conferi a Eg. (31). Deu certo. Notar que 0s termos
oscilatorios desaparecem.

Notar que foi suposto (ao final) que wo —w, =

Este € 0 Unico acoplamento possivel ja que

Wp > Q& = Wy

Alta frequéncia do pump
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(i) Wave-Wave Interactions

Atitude kamikaze de copiar o livro e
debulhar os detalhes ao vivo...

A method of determining satisfaction of the resonance conditions
w, = w, +w;, k =k,+k,

was introduced by Peierls [131] in connection with phonon-phonon interaction
in solids. In this method, the portion of the dispersion diagram (Figure 4.2)
corresponding to (s, k3) is drawn with origin (w,, k,). If the terminal point of
this displaced curve lies on the original dispersion curve then there exists a
resonant triad (Figure 4.3).
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Self decay
possible

Figure 4.2. Peierls’ construction.
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Figure 4.3. Resonant triad 0, = w, + ;.
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E curioso que esse método mostra ser impossivel
haver acoplamento entre 3 ondas de Langmuir...

(nao verifiquei)

No entanto, muitos outros acoplamentos podem
existir.

Veremos apenas um deles.
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(a) Nonlinear Resonant Interactions Between Two Electromagnetic Waves and a
Langmuir Wave

d
L LNV -V ==V V)
ot
v E Vi
+ =+ L Vn=—(V-V)V— — VXB
ot m N, mc
2
+ —= nVn
0
1 OB
— = 4 VXE=0
c Ot
gﬁt"—chB—heNOV=enV
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where N, is the number density of electrons (or ions) in the unperturbed state,
and V7 is the thermal speed of electrons. Note that whereas the left hand sides
in equations (33)—(36) represent the linearized problem, the right hand sides
represent the nonlinear effects.

Let us now consider waves propagating in the x-direction. One may separate
equations (33)—(36) into those governing the transverse modes:

do, N ek, e 5 dv, 37
ot m me 0t U Tox (37)
1 OB oE,

— ~ + = () 38
¢ Ot ox (38)
J2 3B,

a: +c Yl eNyv, = env, (39)
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and the equations governing the longitudinal modes:

dn dv 0
— + Ny —/— =——
o1 O ox ax %)
dv eE Vi 9n e Jv
X + X + —_ B _ - X
d1 m N, ox me 7T % Ty
17 d
+ T, . H
N, 0x
L eN
— v, = env,
ot !

where we have assumed that the polarization of the transverse modes
that

(40)

(41)

(42)

is such
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We will use the method of coupled modes (Sjolund and Stenflo [14]) to
treat this problem. Let us consider linearized transverse modes of the form
exp(—ikyx) and introduce

LWy ik;c
ar=uv, + E + B, 43
’ g ENU Y EN{} i ( )
where,
w7 = w; + kic?
N,e’
wi = w; + kiV%ﬁ, w; = .

m
k, being the wave number of the Langmuir wave.
Using equations (37)—(39), one obtains

da;
RJ;

= iwrar (a_T is a normal mode)
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Similarlly, let us consider linearized longitudinal modes of the form
exp(—ik; x), and introduce

N(] ; IlEJV(]
a, =n -+ ct+ —— E..
- kr V?rg ’ mk, sz
Using equations (40)—(42), one then obtains,
d
a? -iw,a, (a normal mode)
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Mantendo as nao-linearidades:

da; o e B do, iwr
— iwpa; = v, B, — v, no
ot o mc dx N, ’
da; 0 Nyw;, dv e
—iwa; =——(hv,) — v, —— + v,B,
ot LR Ox (712:) k, V5 ox mc
Vi  on N ie’ N,
— n ———— no,.
N,  Ox mki V7

Let us consider two transverse electromagnetic waves of the form
exp[—i(krx — wg t)] and exp[—i(k; x — w7 t)] propagation in the x-direction,
with

2 e 2 2 .2
wr = w, t+ kic
2 == )2 2 -2
wy = w, t krc
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Due to nonlinear resonant interaction between these two waves, let a Langmuir
wave of the form exp[—i(k;x — w,t)], propagating in the x-direction, be
excited such that

W,

]

—wp =, Kk

Tk =k, (50)

Now, one obtains for the linearized problem.

S vy kVE ek Vi
' 20,N, = 207 777 205 - (51)

a, = aL(I)ef(w"’_kf‘x] - ﬂ:(:‘)e_"“‘”—‘_k”)

and
2 . 2
W, 1M w,
v, = —— d E =—- ar
y 2 2 T> ¥ 2 1
T € W
. 2
. IkaC mp (52)
Bz - 2 4ar
e 2w7

a; = a?-(t)ei{m”_k”’ + a?(r)e_i{wﬂ — k)

where a;(¢) and a(¢) are slowly-varying functions of time, and the stars denote
complex conjugates.
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U:sing (5f) and (52), equations (47) and (48) give, upon keeping only the
resonant terms on their right-hand sides:

0.2 12 2
aaT" . IkL V'f‘gwpwﬂ'
- lwyagq, = 2 2 ar ap
ot o 4w w7 N, ’
24,2 2
aaT!_ i a. = IkLVTewpw!l ; a* (53)
YT, T 2 2 T,“L
af S 4&){_(07'[]N“ !
da; 0 a iNyw @, *
LYrL — 2 2 (2 7,47,
ot dor w7 Vy
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In terms of the electric field components E|,

equation (53) becomes

oF, ko,
~ —iw E;, =— E, E
af Ty ™1, 2€NUCUT Nl
oF ; k;_wi N
- —iw E E  E
af i h ZEN[] w;r[l To k
oF k,w!
- = L(ULE; L £ ET{IE’;I'
ot 2eNywr, w7 w;

(or Ey) and E, (or E;),

(>4
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One obtains from equation (54),

o |
a—t(fEm|2+ E; "+ |E.[)=0 (55)

which implies conservation of the total wave energy density for the interacting
waves.
Further, one obtains from equation (54),

1 0 1 0 1 d
- sET.,|2 = = |2

wy Ot wq, Ot | w, Ot

(56)

which are called Manley—Rowe [133] relations. The latter give the proportion
of pump energy converted to each parametrically excited wave. Note that in
equations (55) and (56), 0/0¢ refers to the slow variations in time.
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One also obtains from equation (54), for the slow variations in time,

2 2 4 2 6
a ET[] - kf-wPETn E 2 _ kLwP Ty E 2
az'_ 42N ‘ L| 4¢> N2 2 | ;r||
t € NogWy Wr, € NogWq Wy Wy
2 2 4 2 6
OE, k2
Vo S p T 2 L¥p™T, 2
2 T 2 nr2 |EL| + 2272 2 |ET"‘ (57)
ot 4e"Nywr wr, 4e"Nywr,wr )
7 2 6 2 6
dE, kiwyE, S kiw,E; £l
0 2 4 2N2 2 | 'r,| 4 2N2 2 | T[,|
t e Uw?'[]w?']wfd e Uﬂu_;_CU-;-”CUT]

which show the decay instability of the transverse electromagnetic wave (w7, k1)

into another transverse electromagnetic wave (wr, k) and a Langmuir wave
(wp, kp).
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If one assumes that
:ETH| > |ET|‘1 IEL|

then E;, can be taken to be constant. If further,

Er, E; ~e”
one obtains:
ko
.Y p i
Y = IET.,|-

2eNyor Vo o,
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Outros casos belamente discutidos pelo Shivamoggi:

(b) Nonlinear Resonant Interactions Between Two Transverse Electromagnetic
Waves and an lon-Acoustic Wave

(¢) Nonlinear Resonant Interactions Between Two Circularly-Polarized Waves
and a Langmuir Wave

(d) Nonlinear Resonant Interactions Between Three Extraordinary Waves
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(e) Stimulated Wave-Scattering Phenomena

l

One of the consequences of the interaction of an incident (pump) electro-
magnetic wave with a plasma is the parametric excitation of two plasma waves.
If the latter are both purely electrostatic, they are eventually absorbed in the
plasma and this decay process then leads to enhanced (or anomalous) absorp-
tion of the incident electromagnetic wave. If one of the excited plasma waves is
electromagnetic, it can escape from the plasma and show up as enhanced (or
stimulated) scattering of the incident electromagnetic wave. The latter process
can be of two types according as the other excited plasma wave (stimulated
Raman scattering) or an ion-acoustic wave (stimulated Brillouin scattering),
(Bornatici [33], Shivamoggi [34]).

(f) Oscillating Two-Stream Instability

(g) The Question of the Time-Dependent Ponderomotive Force

Esse assunto € inesgotavel... 273



SOLITONS

« Um excelente livro, gue sera seguido:

M. J. Ablowitz, Nonlinear Dispersive
Waves, Asymptoptic Analysis and Solitons

* Anteriormente, deduzimos algumas EDPs

« Para comecar a ver solitons com mais
detalhe, é interessante resolver alguns
exercicios basicos, retirados do livro.
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Exercises

Following the methods described in this chapter, derive a generalized
KdV equation from the FPU problem when the spring force law is
given by

F(A) = —k(A + aA?),

where A is the displacement between masses and k, « are constants.
Given the modified KdV (imKdV) equation

F
Uy + 6H" Uy + Uy = 0,

reduce the problem to an ODE by investigating traveling wave solutions

of the form: u = U(x — cf).

{a) Express the bounded periodic solution in terms of Jacobi elliptic
functions.

(b} Find all bounded solitary wave solutions.

Consider the sine—Gordon (SG) equation given by

Uy — gy + 5inu =0,

{a) Use the transformation u = U{x—cf), where ¢ is a constant, to reduce
the SG equation to a second-order ODE.
(b) Find a first-order ODE by integrating once.

275



Exercises 15

(c) Make the transformation UV = 2tan ' w (inverse tan function), and
solve the equation for w to find all bounded, real periodic solutions
for w and therefore U. Express the solution in terms of Jacobi elliptic
functions. (Hint: See Chapter 4.)

{d) Use the above to find all bounded wave solutions U7 that tend to zero
at —oo and 2 at +oo. These are called kink solutions; they turn out
o be solitons.

Consider the KdV equation

Hy + Oy + e = (0,

{a) Make the transformation ¥ — &'x, t — k™. u — E"u. k # 0, and find
[, m_n sothat the KdV equation is invariant under the transformation.

(b) Make the transformation u = 27 f(v), v = xt7'3, f = 2{log F)".
Find an equation for the similarity solution f and an equation for F,
then obtain a rational solution to the KdV equation. (See Section 3.2
for a discussion of self-similar/similarity solutions.)

Find the bounded traveling wave solution to the generalized KdV

e+ n+ 1in+ E}Hﬂ”x + =0

wheren=1,2,....
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Consider the modified KdV (mKdV) equation
Uy — Uy + gy = 0.

{a) Make the transformation x — a'x, f — a™, u — a"u and find [, m,
1, s0 that the equation is invariant under the transformation.

(b) Introduce u(x, 1) = (367 "2 fi&). £ = x(307'7 to reduce the mKdV
equation to the following ODE

ff=6f+2F +a

where « is constant. The equation for f is called the second Painlevé
equation, cf. Ablowitz and Segur (1981).
Show that a solitary wave solution of the Boussinesq equation,

.
My — by + 30 )y — Uy = 0,

is wix.n = a sech’ [bix — ct) + d]. for suitable relations between the
constants a, b, ¢, and 4. Verify that the Boussinesg solitary wave can
propagate in either direction.

Find the bounded traveling wave solution to the equation

Uy = Wy + Myxllyr + Wprrx.
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1.10

Introduction

Hint: Set £ = x — ct, integrate twice with respect to £, and use u; = g(u)
to solve the resulting equation.
Consider the sine—Gordon equation

Iy — Wy = SIN UL

{a) Using the transformation y = y(x — vfl. T = ¥t — vx) write the
equation in terms of the new coordinates y, r: find ¥ in terms of »,
—1 < v < | s0 that the equation is invariant under the transformation.

(b} Consider the transformation £ = (x+ /2,5 = (x - 1)/2. Find the
equation in terms of the new coordinates £, ;. Show that this equation
has a self-similar solution of the form wi£. ) = fiz).2 = & Then
find an equation for w = exp(if). The equation for w is related to the
third Painlevé equation, cf. Ablowitz and Segur (1981). (See Section
3.2 for a discussion of self-similar/similarity solutions.)

Seek a similarity solution of the Klein—Gordon equation,

.
Uy — Uy = W,

in the form u(x, 1) = ™ f(x1") for suitable values of m and n. Show that
f(z). z = x/t satisfies the equation (7> — 1)f" + 4zf" + 2f = f°. (See
Section 3.2 for a discussion of self-similar/similarity solutions.)
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