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1) Uma particula de massa m se move sobre o
semi-eixo z > 0 com energia potencial
U(x)=U (e +Cz), ({Uo,k,C}>0).
(a) Determine para que valores das constantes

existem posicdes de equilibrio e determine a es-
tabilidade desses pontos.

(b) Encontre as frequéncias de oscilacoes de pe-
quena amplitude em torno dos pontos de equili-
brio estavel.

2) Uma particula de massa m se move sobre o
eixo z com energia potencial

U(x)=Vcosaxr — Fz.

(a) Determine para que valores das constantes
existem posicoes de equilibrio e determine a es-
tabilidade desses pontos.

(b) Encontre as frequéncias de oscilagoes de pe-
quena amplitude em torno dos pontos de equili-
brio estavel.

3) Uma particula de massa m se move sobre o
eixo z com energia potencial

U(x)=V (a2x2 - ;sen2ax> .

(a) Determine para que valores das constantes
existem posicdes de equilibrio e determine a es-
tabilidade desses pontos.

(b) Encontre as frequéncias de oscilacoes de pe-
quena amplitude em torno dos pontos de equili-
brio estavel.

Oscilacoes Acopladas

(a) Encontre a Lagrangiana do sistema e identi-
fique as energias cinética e potencial efetiva.

(b) Encontre os pontos de equilibrio do sistema
e determine as estabilidades.

(c) Encontre as frequéncias de pequenas oscila-
coes em torno dos pontos de equilibrio estavel.

4) Uma carga pontual ¢ de massa m se move
ao longo de uma circunferéncia de raio R orien-
tada verticalmente (figura abaixo). Outra carga ¢
¢ mantida fixa no ponto inferior da circunferén-
cia.
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Oscilagoes Acopladas

B5) Considere o sistema de dois osciladores
acoplados discutido em aula (figura abaixo).

m - M

ISR — 8 TRy @~ T o o000
K] =K Ky Ky =K
X1 Xg

(a) Obtenha novamente as solugdes das equa-
coes de movimento, porém agora em termos dos
modos normais de oscilacao.

mg =M

(b) Acoplamento fraco. Considere agora o caso
em que k12 < K; Ou seja, o acoplamento entre as
massas é fraco. Imponha as condicdes iniciais
7 (0) = d, 72(0) = 0 e 9 (0) = 172 (0) = 0 sobre a
solucao geral obtida no item (a) e mostre que a
solucdo completa pode ser escrita aproximada-
mente como

n (t) = [d cos (ewpt)] cos (wot)
72 (t) = [0 sen (ewpt)] sen (wot) ,
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onde e = k12/2k < 1 e

wo_\/ﬁ(l+e).

6) Considere novamente o sistema do pro-
blema 5. Assuma agora que as trés mo-
las possuem constantes elasticas distintas

(/11 75 Ko 75 /4,12).

(o) Encontre as frequéncias caracteristicas e
compare as mesmas com as frequéncias natu-
rais de oscilacao na auséncia de acoplamento
entre m; € ms.

(b) Investigue o caso de acoplamente fraco x12 <
K1, k2. Mostre que a modulacao nas oscilacoes
de cada particula continua presente, mas o pro-
cesso de transferéncia de energia entre as mes-
mas € incompleto nesta situacao.

7) A figura abaixo ilustra um aro fino de
massa m e raio R que oscila no plano vertical
em torno do ponto fixo O. Ao longo do aro des-
liza sem atrito uma particula também de massa
m.

(a) Mostre que a Lagrangiana do sistema €

. 1 . ..
L= ;mRzef + imRQGS + mR26,05 cos (6; — 05)
+ mgR (2cos 0y + cosby).

(b) Considerando pequenas oscilagdes, encontre
as frequéncias caracteristicas e os modos nor-
mais de vibracdo. Represente graficamente estes
modos.

(c) Obtenha a solucao das equacdes de movi-
mento com as condi¢des iniciais ¢; (0) = 0,
02 (0) = 6o, 61 (0) = 62 (0) = 0.

(d) Determine a matriz modal e as coordenadas
normais do sistema.

8) O sistema ilustrado abaixo consiste em um
péndulo simples de massa m e corda de exten-
sao ¢, pendurada em um suporte com massa M,
o qual pode deslizar sem atrito sobre o eixo hori-
zontal.
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() Encontre a Lagrangiana do sistema.

(b) Obtenha as equacées de movimento.

(c) Resolva as equacdes de movimento para o
caso de pequenas oscilacdes, tomando como
condicdes iniciais z (0) = xo, & (0) = 4o, 6 (0) = 9
€ 9(0) = 90.

Oscilagoes Acopladas

9) A figura abaixo mostra um péndulo fisico
composto por uma barra homogénea de massa
m e extensao ¢ que pode oscilar no plano verti-
cal, mas que tem sua extremidade presa a uma
mola de constante elastica x e comprimento de
equilibrio {,.

k 1

(a) Encontre a Lagrangiana do sistema.
(b) Obtenha as equacées de movimento.

(c) Resolva as equacdes de movimento para o
caso de pequenas oscilacoes.

10) Dois osciladores harmonicos idénticos siao
posicionados de tal forma que suas paredes late-
rais deslizam entre si, como ilustrado na figura
abaixo. A forca de atrito fornece o acoplamento
dos movimentos dos osciladores, uma vez que
esta € proporcional a velocidade relativa instan-
tanea.
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(a) Encontre a Lagrangiana do sistema.
(b) Obtenha as equac¢des de movimento.
(c) Resolva as equacoes de movimento.

11) Um sistema com dois osciladores acopla-
dos pode executar oscilacdes na direcdo vertical
(figura abaixo).

—,

m

(@) Sendo ¢, a extensao de equilibrio de cada
mola, encontre a Lagrangiana do sistema.

(b) Obtenha as frequéncias caracteristicas para
oscilacoes na direcao vertical.

(c) Descreva os modos normais de vibracao do
sistema.

(d) Obtenha a solucdo das equacdes de movi-
mento.

12) Considere o péndulo duplo geral ilustrado
na figura abaixo, onde tanto as extensdes L; e
L, das cordas quanto as massas mj; € ms Sao
distintas.

1
i
i
1
t
t
|

(a) Encontre a Lagrangiana do sistema.

(b) Obtenha as frequéncias caracteristicas e os
modos normais para pequenas oscilacoes.

(c) Resolva as equacdes de movimento para o
caso de pequenas oscilagoes.

13) Considere um sistema com n oscilado-
res acoplados com extremos fixos. Quando as
oscilagdes sdo de pequena amplitude, as for-
cas restauradoras podem ser consideradas line-
ares, tanto para oscilagdes longitudinais quanto
transversais. Neste caso, as solucées das equa-
coes de movimento podem ser escritas

7]] ijrfr ’ ] = ]-v ,TL),
sendo, para j,r =1,...,n,
= 2 sen Jrm & (1) =Re (6 ei“”“t)
pJT‘ 7’L+ 1 n+ 1 ) r r

9 rm
wy =2wpsen [ —— | .
0 2(n+1)

As quantidades p,., & (t) € w, sdo, respectiva-
mente, os vetores caracteristicos, os modos nor-
mais e as autofrequéncias de oscilacdo. Ja wy é
a frequéncia natural de oscilacao de cada parti-
cula, se os osciladores estivessem desacoplados.

(o) Demonstre a identidade!

IS 1sen MW en ﬁ —Eé
€:1 N - 2 -

(b) Use o resultado do item (a) para mostrar que
os vetores caracteristicos

T
Pr = (plr pP2r .-+ P(n—1)r pm")
satisfazem a condicao de ortonormalidade
= Ors.

(prsps) = pg‘ps

(c) Mostre que &, (t)

n
Hor = Z PerToe
=1

onde 7o, = - (0) € 1o = 7, (0) sdo as condigoes
iniciais.

= [y COS Wyt — Uy SEN W, t, COM

1 ¢ .
Vp = _szérnob

14) A Lagrangiana dos osciladores acoplados do problema 13 pode ser escrita como

N)\»—l

L Sugestao: use as identidades

1
sen z1 sen zo = 5 [cos (21 — z2) — cos (21 + 22)]
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77] 1) 9

Cosz =

Oscilagoes Acopladas

(M0 = g1 =0).

eiz + e*iz f: 1— Z'm+1
2 — —z

n=0

(z#1).
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(a) Defina a matriz de transformaciao A como

_(P1P2 " Pn—1Pn) _
A‘(um ! ¢)‘

P11 P12 - -+ P1(n—1) Pln

Pnl Pn2 - - - pn(n—l) Pnn

a qual ira definir as coordenadas normais ;(t) (j =1,...,n) como

n; (t) = ZAjkfk (t
k=1

Mostre que a Lagrangiana pode ser escrita como

1
L=§Z§i—w(2)

k=1
(b) Demonstre a identidade?
NZ_ISGH k‘ﬂ Ccos e‘j—ﬂ- = 71 — (_)kH
e N N ) 4

(c) Use o resultado anterior para mostrar que

n+1 n

otan ((E507 ) o coran (&

), (G=1,...,n).

n+1

n
DG i
k=1 j=1

2N

)

km
R N
j=1 k=1

(d) Mostre entdo que em termos dos modos normais ¢; (t) a Lagrangiana do sistema de osciladores

acoplados fica escrita

n

L =

N

Jj=1

> (& -wg).

15) Considere o sistema de osciladores aco-
plados discutido no problema 13. Para n = 3,
obtenha as solucdes de n, (t) (¢ =1,2,3) para as
condicodes iniciais
(a) Nov = 0 (E = 1,3), No2 = b, ’f]og =0 (f = 172,3)

(b) o1 = b, Mo¢ = 0 (é = 273)’ Moe = 0 (Z = 17273)'
(C) Nov = 0 (E = 1,2,3), 7?0( =0 (f = 1,3), ’/702 = 9.

16) Considere o sistema de osciladores aco-
plados discutido no problema 13.

(a) Encontre a solucéo para as condi¢ées iniciais
75 (O) = 65]'1, ﬁj (0) =0 (] = 1, NN ,’I’L).

(b) Escreva as solucgoes para n = 4 e trace o gra-
ficocom n; (t) (j =1,...,4).

17) A figura abaixo ilustra um conjunto de
trés péndulos suspensos por um suporte ligeira-
mente elastico. Como o suporte nao € totalmente

rigido, a oscilacao de qualquer um dos péndulos,
por menor que seja, acaba excitando oscilacées
nos demais. Essa tranferéncia de energia meca-
nica entre os osciladores evidencia a existéncia
de um acoplamento fraco entre os mesmos.

KRN S

m1=M

mo =

(a) Assumindo que o acoplamento fraco entre os
péndulos pode ser quantificado por um tnico
parametro 6 (< 1), mostre que no limite de pe-
quenas oscilagdes (|6;| < 1, j =1,2,3) a energia

2Sugestao: use as sugestdes do problema 13 e as identidades

sen z1 Cos 29 = 5 [sen (z1 — z2) + sen (z1 + 22)]
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Oscilagoes Acopladas

iz _ efiz
senz = -
24
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potencial deste sistema pode ser aproximada por

) 1
Uit = Mgl [0 + 03 + 63
—2¢€ (9192 + 6105 + 9293)] ,

onde € = §/Mgl < 1.
(b) Escreva a Lagrangiana por massa £ = L/M
deste sistema na forma matricial

1 1

L=-n"Tn—=n"U

277 n 277 m,
identificando as matrizes T e U.
(c) Obtenha as frequéncias caracteristicas deste
sistema. Mostre que duas delas sao idénticas,
isto €, o problema € degenerado. Chamando ws a

frequéncia distinta das outras, encontre o vetor
caracteristico p3 através da equacao

(U-wiT)ps =0

e normalize o mesmo através da condicao de or-
tonormalizacao

<pr7 ps> = pszs = 6rs-

(d) Para obter p; e p, ortonormais, monte um sis-
tema de 5 equacdes dados por

(U - W%T) pj =0, (] - 172)

(p1,p1) =1, (p2,p2) =1, {(p1,p2) = 0.

Escolha arbitrariamente uma das componentes
(por exemplo, p;3 = 0) € mostre que

1 (1 1 (L

Pl = —F= -1 ) P2 = —F= 1

V2 \ g V6 o
(e) Use a solucao geral fornecida no problema 13
para obter a solucdo com as condicdes iniciais
nor = b, Moz = Moz =0 € 1oe =0 (£ =1,2,3).

18) Considere oscilacées de uma corda conti-
nua de extensao L fixa nas extremidades.

(a) Obtenha 7 (x,t) quando as condic¢ées iniciais
sao 7 (z,0) = Asen (3rx/L) € n: (x,0) = 0.

(b) Obtenha a distribuicao de energia por modo
normal de oscilagao.

19) Uma corda de comprimento L fixa nas
extremidades € puxada e subitamente solta no
ponto mostrado na figura abaixo, de tal forma
que a sua forma inicial € dada por

o T @<o.
UWALY) = R(L - 2)
TL_¢ (x=§).

3Por curiosidade, fc, = 261,6 Hz.
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u(x)

(a) Se a distribuicao inicial de velocidades € zero
(isto €, u; (z,0) = 0), encontre u (z,t) para t > 0.
(b) Obtenha a distribuicao de energia por modo
normal de oscilacdo.

20) Para modelar o que ocorre com uma corda
de piano, considere uma corda de extensao L,
densidade linear A a qual é fixa nas extremida-
des e submetida a uma tensao 7. A corda esta
inicialmente em repouso e é colocada em movi-
mento ao ser golpeada subitamente ao longo de
uma distancia 2¢ em torno de seu centro, como
ilustrado na figura abaixo. A secao central da
corda ganha uma velocidade inicial vg.

. | vo

(a) Descreva o movimento subsequente.

(b) Obtenha a distribuicao de energia por modo
normal de oscilagao.

(c) Dados o comprimento (L) e a densidade li-
near (\) da corda, qual deve ser a tensao (7) da
mesma para ela ser afinada na frequéncia do do
central fo,?3

Oscilagoes Acopladas

21) Considere uma corda amortecida e sub-
metida a um agente externo de tal forma que a
correspondente equacao da onda é

At + Dnyg — gy = F (2,1) .
(a) Repetindo o exemplo onde
F (z,t) = Fycoswtd (x — L/2),
e revisando os conceitos de oscilagcées amorte-

cidas, quais sao as condic6es apropriadas para
amortecimento subcritico, critico e supercritico?
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(b) Encontre o deslocamento 7 (z,¢) assumindo
que o amortecimento € subcritico para todos os
modos normais.

(b) Faca um desenho do pacote de ondas no ins-
tante ¢t = 0 e para algum instante ¢ > 0.

22) Considere um pacote de ondas para o qual
a distribuicao de amplitudes é dada por

Al - {;

(a) Mostre que a funcao de onda pode ser escrita
como

|k — ko| < Ak
k — ko| > Ak.

2sen [(wit — ) AK]

23) A partir da solucao geral da equacao da
onda,

1 o ) -
u(et) =5 > / dk &, (k) e? ke =wiit),

obtenha a solucdo para oscilagdes transversais

i(wot—kox
U (z,t) = wht — efleot ). de uma corda fixa nas extremidades.
Respostas de alguns problemas
2) (b) (b)
wQ_VOé2 1 F ? (M 4 m) & + mtf cos§ — mlf*send = 0
T om Va )’

com F < Va.

3) (b)

w

sendo I' (z) a fungao gama e z, determinado de

1
E = -mVa'rp.

3
4) (d
W= Z%g (1 — x%) ,
o — ( q2 )§ .
8mgR
6) ()

27I€1+I£2+2I€12:|: 1

2
Y aar V(K1 =)+ dndy

icos@+€é+gsen9 =0

9) (@
I ST Wy 1 o
L= 2mh 2m€hesen9+ 6m€ 0
1 1 )
+mg <h+2€c089)—2k(h—€o)
(b)
1. 1., k B
hfiwsenﬂfiw COS@*Q‘FE(}L*E())—O

2£§+3<g—fz) senf =0

10) (b)
miy + B (&1 — @2) + kx1 =0
mie + B (22 — 1) + kT2 = 0
(d
x1 () = Bﬁeimt + Bl_le*i\/“/;mt
+ e Pt/m (Bize\/mt/m + Bﬁefﬂi/ﬂj

7) (@)
]
w1 = R
Wy = i
2R
8) (a)
_1 2 Lo 6 ‘
L—Z(M—i-m)m —|—2m€0 +ml (460 + g ) cosf
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Oscilagoes Acopladas

11) (@)

1
L= §m(55% + d3) + mg (z1 + x2)

1 1
— 51{7(.’171 —£0)2— 51{3(.%‘2—1’1 —Zo)2
(b)

3—V5k

w1 = —

2 m

3+V5 k

Wy = —

2 m

6/7



12) (b)

w12 = { (m1+ma) g (L1 + Lo)

i\/(ml +ma) g? [ma (L = Lo)® 4 ma (Ly + Lo)’| }

X (2m1L1L2)71

17) (d)

2 1
7 (t) = —bcoswit + gbcoswgt

3

1 1
72 (t) = —=bcoswit + gbcoswgt

3

1 1
N3 (t) = —gbcoswlt + gbcoswg,t

18) (@)

n (z,t) = Acos (wst) sen (3233)
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19) (a)
(z.1) 2hL? X1 nmé
= — Sén —
u (z, 7ng(L_g)n:InQbe 7
nwx
X sen (T) cos (wnt)
20) (a)
n(z t) = _ﬂ i (_1)(7"_1)/2 7“_2
’ W1 —
(r in?par)
T T
X sen (fé) sen (fz) sen (w,t)
21) (b)
2.2 2
_ ~Dt/2 T _ D2
n(x,t) = ET: [Cre ? cos ( L 4p2t Or
2Fps 2 — 4,
| 2rosen (rm/2) cos (wt — d,.) sen (Em)
I, r2qa2r 2 D, 92 L
P (pT — W ) + ;UJ
Oscilagoes Acopladas 7/7



