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Lista de Exercícios 5 – Oscilações Acopladas

1) Uma partícula de massa m se move sobre o
semi-eixo x > 0 com energia potencial

U (x) = U0

(
e−kx + Cx

)
, ({U0, k, C} > 0) .

(a) Determine para que valores das constantes
existem posições de equilíbrio e determine a es-
tabilidade desses pontos.

(b) Encontre as frequências de oscilações de pe-
quena amplitude em torno dos pontos de equilí-
brio estável.

2) Uma partícula de massa m se move sobre o
eixo x com energia potencial

U (x) = V cosαx− Fx.

(a) Determine para que valores das constantes
existem posições de equilíbrio e determine a es-
tabilidade desses pontos.

(b) Encontre as frequências de oscilações de pe-
quena amplitude em torno dos pontos de equilí-
brio estável.

3) Uma partícula de massa m se move sobre o
eixo x com energia potencial

U (x) = V

(
α2x2 − 1

2
sen2αx

)
.

(a) Determine para que valores das constantes
existem posições de equilíbrio e determine a es-
tabilidade desses pontos.

(b) Encontre as frequências de oscilações de pe-
quena amplitude em torno dos pontos de equilí-
brio estável.

4) Uma carga pontual q de massa m se move
ao longo de uma circunferência de raio R orien-
tada verticalmente (figura abaixo). Outra carga q
é mantida fixa no ponto inferior da circunferên-
cia.

(a) Encontre a Lagrangiana do sistema e identi-
fique as energias cinética e potencial efetiva.
(b) Encontre os pontos de equilíbrio do sistema
e determine as estabilidades.
(c) Encontre as frequências de pequenas oscila-
ções em torno dos pontos de equilíbrio estável.

5) Considere o sistema de dois osciladores
acoplados discutido em aula (figura abaixo).

(a) Obtenha novamente as soluções das equa-
ções de movimento, porém agora em termos dos
modos normais de oscilação.
(b) Acoplamento fraco. Considere agora o caso
em que κ12 � κ; ou seja, o acoplamento entre as
massas é fraco. Imponha as condições iniciais
η1 (0) = δ, η2 (0) = 0 e η̇1 (0) = η̇2 (0) = 0 sobre a
solução geral obtida no item (a) e mostre que a
solução completa pode ser escrita aproximada-
mente como

η1 (t) = [δ cos (εω0t)] cos (ω0t)

η2 (t) = [δ sen (εω0t)] sen (ω0t) ,
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onde ε = κ12/2κ� 1 e

ω0 =

√
κ

M
(1 + ε) .

6) Considere novamente o sistema do pro-
blema 5. Assuma agora que as três mo-
las possuem constantes elásticas distintas
(κ1 6= κ2 6= κ12).

(a) Encontre as frequências características e
compare as mesmas com as frequências natu-
rais de oscilação na ausência de acoplamento
entre m1 e m2.
(b) Investigue o caso de acoplamente fraco κ12 �
κ1, κ2. Mostre que a modulação nas oscilações
de cada partícula continua presente, mas o pro-
cesso de transferência de energia entre as mes-
mas é incompleto nesta situação.

7) A figura abaixo ilustra um aro fino de
massa m e raio R que oscila no plano vertical
em torno do ponto fixo O. Ao longo do aro des-
liza sem atrito uma partícula também de massa
m.

θ
1

θ
2

O

(a) Mostre que a Lagrangiana do sistema é

L =
3

2
mR2θ̇21 +

1

2
mR2θ̇22 +mR2θ̇1θ̇2 cos (θ1 − θ2)

+mgR (2 cos θ1 + cos θ2) .

(b) Considerando pequenas oscilações, encontre
as frequências características e os modos nor-
mais de vibração. Represente graficamente estes
modos.
(c) Obtenha a solução das equações de movi-
mento com as condições iniciais θ1 (0) = 0,
θ2 (0) = θ0, θ̇1 (0) = θ̇2 (0) = 0.
(d) Determine a matriz modal e as coordenadas
normais do sistema.

8) O sistema ilustrado abaixo consiste em um
pêndulo simples de massa m e corda de exten-
são `, pendurada em um suporte com massa M ,
o qual pode deslizar sem atrito sobre o eixo hori-
zontal.

(a) Encontre a Lagrangiana do sistema.
(b) Obtenha as equações de movimento.
(c) Resolva as equações de movimento para o
caso de pequenas oscilações, tomando como
condições iniciais x (0) = x0, ẋ (0) = ẋ0, θ (0) = θ0
e θ̇ (0) = θ̇0.

9) A figura abaixo mostra um pêndulo físico
composto por uma barra homogênea de massa
m e extensão ` que pode oscilar no plano verti-
cal, mas que tem sua extremidade presa a uma
mola de constante elástica κ e comprimento de
equilíbrio `0.

(a) Encontre a Lagrangiana do sistema.
(b) Obtenha as equações de movimento.
(c) Resolva as equações de movimento para o
caso de pequenas oscilações.

10) Dois osciladores harmônicos idênticos são
posicionados de tal forma que suas paredes late-
rais deslizam entre si, como ilustrado na figura
abaixo. A força de atrito fornece o acoplamento
dos movimentos dos osciladores, uma vez que
esta é proporcional à velocidade relativa instan-
tânea.
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(a) Encontre a Lagrangiana do sistema.
(b) Obtenha as equações de movimento.
(c) Resolva as equações de movimento.

11) Um sistema com dois osciladores acopla-
dos pode executar oscilações na direção vertical
(figura abaixo).

(a) Sendo `0 a extensão de equilíbrio de cada
mola, encontre a Lagrangiana do sistema.
(b) Obtenha as frequências características para
oscilações na direção vertical.
(c) Descreva os modos normais de vibração do
sistema.
(d) Obtenha a solução das equações de movi-
mento.

12) Considere o pêndulo duplo geral ilustrado
na figura abaixo, onde tanto as extensões L1 e
L2 das cordas quanto as massas m1 e m2 são
distintas.

(a) Encontre a Lagrangiana do sistema.
(b) Obtenha as frequências características e os
modos normais para pequenas oscilações.

(c) Resolva as equações de movimento para o
caso de pequenas oscilações.

13) Considere um sistema com n oscilado-
res acoplados com extremos fixos. Quando as
oscilações são de pequena amplitude, as for-
ças restauradoras podem ser consideradas line-
ares, tanto para oscilações longitudinais quanto
transversais. Neste caso, as soluções das equa-
ções de movimento podem ser escritas

ηj (t) =

n∑
r=1

ρjrξr (t) , (j = 1, . . . , n) ,

sendo, para j, r = 1, . . . , n,

ρjr =

√
2

n+ 1
sen

(
jrπ

n+ 1

)
, ξr (t) = Re

(
βre

iωrt
)

ωr = 2ω0 sen

(
rπ

2 (n+ 1)

)
.

As quantidades ρr, ξr (t) e ωr são, respectiva-
mente, os vetores característicos, os modos nor-
mais e as autofrequências de oscilação. Já ω0 é
a frequência natural de oscilação de cada partí-
cula, se os osciladores estivessem desacoplados.

(a) Demonstre a identidade1

N−1∑
`=1

sen

(
r`π

N

)
sen

(
s`π

N

)
=
N

2
δrs.

(b) Use o resultado do item (a) para mostrar que
os vetores característicos

ρr =
(
ρ1r ρ2r . . . ρ(n−1)r ρnr

)T
satisfazem a condição de ortonormalidade

〈ρr, ρs〉 = ρTr ρs = δrs.

(c) Mostre que ξr (t) = µr cosωrt− νr senωrt, com

µr =

n∑
`=1

ρ`rη0` νr = − 1

ωr

n∑
`=1

ρ`rη̇0`,

onde η0r
.
= ηr (0) e η̇0r

.
= η̇r (0) são as condições

iniciais.

14) A Lagrangiana dos osciladores acoplados do problema 13 pode ser escrita como

L =
1

2

n+1∑
j=1

[
η̇2j − ω2

0 (ηj − ηj−1)
2
]
, (η0 = ηn+1 = 0) .

1Sugestão: use as identidades

sen z1 sen z2 =
1

2
[cos (z1 − z2)− cos (z1 + z2)] cos z =

eiz + e−iz

2

m∑
n=0

zn =
1− zm+1

1− z
, (z 6= 1) .
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(a) Defina a matriz de transformação A como

A =

(
ρ1 ρ2 · · · ρn−1 ρn
↓ ↓ · · · ↓ ↓

)
=

ρ11 ρ12 . . . ρ1(n−1) ρ1n...
...

...
...

...
ρn1 ρn2 . . . ρn(n−1) ρnn

 ,

a qual irá definir as coordenadas normais ξj(t) (j = 1, . . . , n) como

ηj (t) =

n∑
k=1

Ajkξk (t) , (j = 1, . . . , n) .

Mostre que a Lagrangiana pode ser escrita como

L =
1

2

n∑
k=1

ξ̇2k − ω2
0

 n∑
k=1

ξ2k −
n+1∑
j=1

ηjηj−1

 .

(b) Demonstre a identidade2

N−1∑
j=1

sen

(
kjπ

N

)
cos

(
`jπ

N

)
=

1− (−)
k+`

4

[
cotan

(
(k + `)π

2N

)
+ cotan

(
(k − `)π

2N

)]
.

(c) Use o resultado anterior para mostrar que

n+1∑
j=1

ηjηj−1 =

n∑
k=1

cos

(
kπ

n+ 1

)
ξ2k.

(d) Mostre então que em termos dos modos normais ξj (t) a Lagrangiana do sistema de osciladores
acoplados fica escrita

L =
1

2

n∑
j=1

(
ξ̇2j − ω2

j ξ
2
j

)
.

15) Considere o sistema de osciladores aco-
plados discutido no problema 13. Para n = 3,
obtenha as soluções de η` (t) (` = 1, 2, 3) para as
condições iniciais

(a) η0` = 0 (` = 1, 3), η02 = b, η̇0` = 0 (` = 1, 2, 3).
(b) η01 = b, η0` = 0 (` = 2, 3), η̇0` = 0 (` = 1, 2, 3).
(c) η0` = 0 (` = 1, 2, 3), η̇0` = 0 (` = 1, 3), η̇02 = v0.

16) Considere o sistema de osciladores aco-
plados discutido no problema 13.

(a) Encontre a solução para as condições iniciais
ηj (0) = εδj1, η̇j (0) = 0 (j = 1, . . . , n).
(b) Escreva as soluções para n = 4 e trace o grá-
fico com ηj (t) (j = 1, . . . , 4).

17) A figura abaixo ilustra um conjunto de
três pêndulos suspensos por um suporte ligeira-
mente elástico. Como o suporte não é totalmente

rígido, a oscilação de qualquer um dos pêndulos,
por menor que seja, acaba excitando oscilações
nos demais. Essa tranferência de energia mecâ-
nica entre os osciladores evidencia a existência
de um acoplamento fraco entre os mesmos.

(a) Assumindo que o acoplamento fraco entre os
pêndulos pode ser quantificado por um único
parâmetro δ (� 1), mostre que no limite de pe-
quenas oscilações (|θj | � 1, j = 1, 2, 3) a energia

2Sugestão: use as sugestões do problema 13 e as identidades

sen z1 cos z2 =
1

2
[sen (z1 − z2) + sen (z1 + z2)] sen z =

eiz − e−iz

2i
.
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potencial deste sistema pode ser aproximada por

U (int) =
1

2
Mgl

[
θ21 + θ22 + θ23

−2ε (θ1θ2 + θ1θ3 + θ2θ3)] ,

onde ε = δ/Mgl� 1.
(b) Escreva a Lagrangiana por massa L .

= L/M
deste sistema na forma matricial

L =
1

2
η̇TTη̇ − 1

2
ηTUη,

identificando as matrizes T e U.
(c) Obtenha as frequências características deste
sistema. Mostre que duas delas são idênticas,
isto é, o problema é degenerado. Chamando ω3 a
frequência distinta das outras, encontre o vetor
característico ρ3 através da equação(

U− ω2
3T
)
ρ3 = 0

e normalize o mesmo através da condição de or-
tonormalização

〈ρr, ρs〉 = ρTr Tρs = δrs.

(d) Para obter ρ1 e ρ2 ortonormais, monte um sis-
tema de 5 equações dados por(

U− ω2
1T
)
ρj = 0, (j = 1, 2)

e

〈ρ1, ρ1〉 = 1, 〈ρ2, ρ2〉 = 1, 〈ρ1, ρ2〉 = 0.

Escolha arbitrariamente uma das componentes
(por exemplo, ρ13 = 0) e mostre que

ρ1 =
1√
2

 1
−1
0

 , ρ2 =
1√
6

 1
1
−2

 .

(e) Use a solução geral fornecida no problema 13
para obter a solução com as condições iniciais
η01 = b, η02 = η03 = 0 e η̇0` = 0 (` = 1, 2, 3).

18) Considere oscilações de uma corda contí-
nua de extensão L fixa nas extremidades.

(a) Obtenha η (x, t) quando as condições iniciais
são η (x, 0) = A sen (3πx/L) e ηt (x, 0) = 0.
(b) Obtenha a distribuição de energia por modo
normal de oscilação.

19) Uma corda de comprimento L fixa nas
extremidades é puxada e subitamente solta no
ponto mostrado na figura abaixo, de tal forma
que a sua forma inicial é dada por

u (x, 0) =


hx

ξ
, (x < ξ) ,

h (L− x)

L− ξ
, (x > ξ) .

x

u(
x)

ξ

h

O

(a) Se a distribuição inicial de velocidades é zero
(isto é, ut (x, 0) = 0), encontre u (x, t) para t > 0.
(b) Obtenha a distribuição de energia por modo
normal de oscilação.

20) Para modelar o que ocorre com uma corda
de piano, considere uma corda de extensão L,
densidade linear λ a qual é fixa nas extremida-
des e submetida a uma tensão τ . A corda está
inicialmente em repouso e é colocada em movi-
mento ao ser golpeada subitamente ao longo de
uma distância 2` em torno de seu centro, como
ilustrado na figura abaixo. A seção central da
corda ganha uma velocidade inicial v0.

L

2`

v0

(a) Descreva o movimento subsequente.
(b) Obtenha a distribuição de energia por modo
normal de oscilação.
(c) Dados o comprimento (L) e a densidade li-
near (λ) da corda, qual deve ser a tensão (τ) da
mesma para ela ser afinada na frequência do dó
central fC4

?3

21) Considere uma corda amortecida e sub-
metida a um agente externo de tal forma que a
correspondente equação da onda é

ληtt +Dηt − τηxx = F (x, t) .

(a) Repetindo o exemplo onde

F (x, t) = F0 cosωtδ (x− L/2) ,

e revisando os conceitos de oscilações amorte-
cidas, quais são as condições apropriadas para
amortecimento subcrítico, crítico e supercrítico?

3Por curiosidade, fC4 = 261, 6Hz.
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(b) Encontre o deslocamento η (x, t) assumindo
que o amortecimento é subcrítico para todos os
modos normais.

22) Considere um pacote de ondas para o qual
a distribuição de amplitudes é dada por

A (k) =

{
1, |k − k0| < ∆k

0, |k − k0| > ∆k.

(a) Mostre que a função de onda pode ser escrita
como

Ψ (x, t) =
2 sen [(ω′0t− x) ∆k]

ω′0t− x
ei(ω0t−k0x).

(b) Faça um desenho do pacote de ondas no ins-
tante t = 0 e para algum instante t > 0.

23) A partir da solução geral da equação da
onda,

u (x, t) =
1

2π

∑
σ

∫ ∞
−∞

dk Eσ (k) ei(kx−ω
σ
k t),

obtenha a solução para oscilações transversais
de uma corda fixa nas extremidades.

:::::::::::::::
Respostas

::::
de

:::::::::::
alguns

::::::::::::::::
problemas

2) (b)

ω2 =
V α2

m

√
1−

(
F

V α

)2

,

com F < V α.

3) (b)

ω2 =
8π

3

V α4

m
x20

(
Γ (3/4)

Γ (1/4)

)2

,

sendo Γ (x) a função gama e x0 determinado de

E =
1

3
mV α4x40.

4) (c)

ω2 =
3g

R

(
1− x20

)
,

x0 =

(
q2

8mgR

) 2
3

.

6) (a)

ω2 =
κ1 + κ2 + 2κ12

2M
± 1

2M

√
(κ1 − κ2)

2
+ 4κ212

7) (a)

ω1 =

√
2g

R

ω2 =

√
g

2R

8) (a)

L =
1

2
(M +m) ẋ2 +

1

2
m`2θ̇2 +m`

(
ẋθ̇ + g

)
cos θ

(b)

(M +m) ẍ+m`θ̈ cos θ −m`θ̇2 sen θ = 0

ẍ cos θ + `θ̈ + g sen θ = 0

9) (a)

L =
1

2
mḣ2 − 1

2
m`ḣθ̇ sen θ +

1

6
m`2θ̇2

+mg

(
h+

1

2
` cos θ

)
− 1

2
k (h− `0)

2

(b)

ḧ− 1

2
`θ̈ sen θ − 1

2
`θ̇2 cos θ − g +

k

m
(h− `0) = 0

2`θ̈ + 3
(
g − ḧ

)
sen θ = 0

10) (b)

mẍ1 + β (ẋ1 − ẋ2) + κx1 = 0

mẍ2 + β (ẋ2 − ẋ1) + κx2 = 0

(c)

x1 (t) = B+
11e

i
√
κ/mt +B−11e

−i
√
κ/mt

+ e−βt/m
(
B+

12e
√
β2−mκt/m +B−12e

−
√
β2−mκt/m

)
11) (a)

L =
1

2
m
(
ẋ21 + ẋ22

)
+mg (x1 + x2)

− 1

2
k (x1 − `0)

2 − 1

2
k (x2 − x1 − `0)

2

(b)

ω1 =

√
3−
√

5

2

k

m

ω2 =

√
3 +
√

5

2

k

m
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12) (b)

ω1,2 =

{
(m1 +m2) g (L1 + L2)

±
√

(m1 +m2) g2
[
m1 (L1 − L2)

2
+m2 (L1 + L2)

2
]}

× (2m1L1L2)
−1

17) (d)

η1 (t) =
2

3
b cosω1t+

1

3
b cosω3t

η2 (t) = −1

3
b cosω1t+

1

3
b cosω3t

η3 (t) = −1

3
b cosω1t+

1

3
b cosω3t

18) (a)

η (x, t) = A cos (ω3t) sen

(
3π

L
x

)

19) (a)

u (x, t) =
2hL2

π2ξ (L− ξ)

∞∑
n=1

1

n2
sen

(
nπξ

L

)
× sen

(nπx
L

)
cos (ωnt)

20) (a)

η (z, t) = − 4v0
πω1

∞∑
r=1

(r ímpar)

(−1)
(r−1)/2

r−2

× sen
(rπ
L
`
)

sen
(rπ
L
z
)

sen (ωrt)

21) (b)

η (x, t) =
∑
r

[
Cre

−Dt/2ρ cos

(√
r2π2τ

ρL
− D2

4ρ2
t− φr

)

+
2F0 sen (rπ/2) cos (ωt− δr)

ρL

√(
r2π2τ
ρL − ω2

)
+ D

ρ ω
2

 sen
(rπ
L
x
)
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