Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Fisica

Departamento de Fisica

Professor: Rudi Gaelzer

Disciplina: Mecanica Classica 11

Cursos: Bacharelados em Fisica

Lista de Exercicios 4

Dinamica de Corpos

1) Considere o tensor de inércia de um cubo homo-
géneo de massa M e lado £ em relagdo a um sistema de
coordenadas cuja origem coincide com um dos vértices
do cubo e cujos eixos estao ao longo das respectivas ares-
tas. Se o cubo é posto a girar em torno do eixo x3 com
velocidade angular w = w3 &3, determine o seu momento
angular e o angulo que este faz com w.

2) Considere uma esfera homogénea de raio R e massa
M.

(a) Calcule os momentos de inércia em relagdo ao centro
da esfera.

(b) Considere agora um novo referencial cuja origem
dista do centro da esfera por uma distdncia Ry < R
e encontre o tensor de inércia em relagdo ao mesmo.

3) Considere um cone homogéneo de massa M, altura
h e com base de raio r, como na figura abaixo.

Orientando o eixo x3 = z do sistema de coordenadas ao
longo do eixo de simetria do cone, encontre:

(a) O tensor de inércia em relagéo ao referencial em que
o plano X — Y esta na base do cone.

(b) A posigao do centro de massa do cone e os compo-
nentes do tensor de inércia em relagdo ao mesmo.

(c) O tensor de inércia em relacdo ao sistema X, Yy, Zp
mostrado na figura.

4) Considere o paralelepipedo homogéneo da figura
abaixo.
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(a) Calcule o tensor de inércia em relagdo ao referencial
S (eixos X,Y, 7).

(b) Encontre o tensor de inércia em relagao ao centro de
massa, 7. e., no referencial S, ., com os eixos )_(p, }_/p, Zp.
(c) Retorne ao referencial S e execute uma rotacdo de
eixos sobre O de forma a encontrar os momentos e eixos
principais de inércia.

5) (Teorema do eixo perpendicular) Demonstre
o teorema:

Dada uma placa plana de formato e distribuicdo de
massa arbitrdrios, a soma de seus momentos de inércia
em relagio a quaisquer dois eixos perpendiculares con-
tidos no plano da placa € igual ao momento de inércia
em relacao ao eixo perpendicular a placa e que parte da
intersecg@o dos eixos no plano.
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6) (Planos e eiros de simetria) Dado um corpo
rigido uniforme, este possui um:

Plano de simetria se a distribuicdo de massa for si-
métrica ao longo de qualquer reta perpendicular a
este plano, 7. e., se a distribuigdo de massa em um
lado do plano for a imagem especular da distribui-
¢ao no outro lado.

Fizxo de simetria se o corpo for um sélido de revolu-
¢ao em torno deste eixo, 7. e., se a distribuicao de
massa nao depender do dngulo de rotagdo em torno
do eixo de simetria.
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Com base nestas defini¢bes, demonstre os lemas a seguir.

Lema 1. Se um corpo rigido possui um plano de si-
metria que contém a origem do referencial em relagdo
ao qual é calculado o tensor de inércia, entdo qualquer
eixo perpendicular a este plano ¢ um eixo principal de
inércia.

Lema 2. Se um corpo rigido possui um eixo de sime-
tria, entdo este é um eixo principal de inércia. Quais-
quer dois eiros mutuamente ortogonais entre si e ao €ixo
de simetria também sdo eiros principais de inércia e 0s
seus correspondentes momentos principais de inércia $Go
iguais entre si.

7) Calcule os momentos principais de inércia I, I e
I3 de um elipséide homogéneo com massa M, cujos eixos
tém comprimentos 2a > 2b > 2c.

8) Considere uma barra homogénea de comprimento
¢ e massa m fixa em uma das extremidades.

(a) Calcule o momento de inércia.

(b) Encontre o ponto no qual, se toda a massa estivesse
ali concentrada, o momento de inércia da particula em
relagdo ao eixo de rotacao é igual ao momento de inércia
da barra. A distdncia desse ponto ao eixo é denominada
raio de giro.

9) Mostre que nenhum dos momentos principais de
inércia pode exceder a soma dos outros dois.

10) Um sistema de trés particulas consiste nas massas
e coordenadas (x1,x2,x3) tais que

my = 3m, (b,0,0) mgo =4m, (b,b, —b)
ms = 2m, (=b,b,0).

(a) Encontre o tensor de inércia.

(b) Diagonalize o tensor e encontre os momentos e os
eixos principais de inércia.

11) Determine os eixos e os momentos principais de
inércia de um hemisfério homogéneo de raio b e massa
m, em relacdo ao seu centro de massa.

12) Considere uma placa homogénea orientada sobre
o plano 1 — xs.

(a) Mostre que o tensor de inércia tem a forma genérica

A-C 0
I=|-C B 0
0 0 A+ B

(b) Se o sistema de coordenadas é rotado por um angulo
f em torno do eixo 3, mostre que o tensor de inércia
transforma-se para

A —-C" 0
'=|-c'B 0 |,
0 0 A+B

onde
A’ = Acos?0 — C'sen20 + Bsen?d
B’ = Asen®0 + C'sen 20 + Bcos? 6

1
C" = Ccos20 — 3 (B — A)sen26.

(c) Mostre entdo que os eixos z} e z/ tornam-se eixos
principais de inércia se o dngulo de rotacao é

1., [ 2

13) Calcule os momentos de inércia dos sélidos de re-
volugdo mostrados na tabela 2.2 da Apostila.

14) Considere uma placa homogénea de densidade su-
perficial o delimitada pelas retas 8 = 0, # = 7 e pela es-
piral logaritmica r = ke®?. A placa est orientada sobre
o plano 1 — xs.

(a) Obtenha o tensor de inércia em relagdo ao eixo .
(b) Realize uma rotagdo do sistema de coordenadas em
torno de x3 para obter os momentos principais de inér-
cia. Use os resultados do problema (12) para mostrar
que estes sdo dados por

II =0k*P(Q—R) I,=0k*P(Q+R) Ij=1I+1,

onde

e47ra -1

_ _ 1+ 4a?
16 (1 + 4a2?)

Q== R=/1+4a2.
«

P

15) Considere o tensor de inércia, ou qualquer outro
tensor de posto 2.

(a) O trago do tensor é definido como a soma dos ele-
mentos da diagonal:

3
<>
Tr (I) = Zlkk.
k=1

g
Mostre que o traco de I é invariante frente a uma trans-
formacdo de similaridade,! ou seja, que

x4 >
T <1) —T (z) ,
e
onde I’ é o tensor de inércia em relacao ao sistema de

coordenadas rotado.
(b) Mostre que o determinante da matriz formada pe-

<>
los elementos do tensor I também é uma quantidade
invariante frente a uma transformacao de similaridade.

1 Transformacgdo de similaridade: Dado a matriz M de ordem m, uma transformacio de similaridade sobre a mesma é realizada
por uma, outra matriz inversivel S, também de ordem m, através da operacio M’ = SMS™1!.
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(¢) Verifique as propriedades (a) e (b) para o tensor de
inércia do cubo considerado no problema (1).

16) Considere um sélido homogéneo de massa M na
forma de uma esfera da qual foi removida uma calota de
altura h, como na figura abaixo.

R

-

(a) Empregando os lemas apresentados no problema
(6), encontre o tensor de inércia em relagio ao sistema
de coordenadas ilustrado.

(b) Encontre a posi¢ao do centro de massa do sélido.
(¢) Encontre o tensor de inércia em relagao ao centro de
massa.

17) Encontre os momentos principais de inércia de
uma esfera de raio R e massa M, homogénea e macica,
exceto por uma cavidade esférica de raio r < R tangente
a sua superficie (i. e., o centro da cavidade estd a uma
distancia R — r do centro da esfera).?

18) Considere um sélido de revolugiao homogéneo, ge-
rado pela rotagao da fun¢ao y = f (z), para z; < < x9,
em torno do eixo x, como na figura abaixo.

%
dx

(a) Mostre que a matriz de inércia é diagonal.
(b) Mostre que os momentos de inércia I, e I, sdo dados
por

1 *2
I, = *71'[)/ 4 (x)dx
2 -
1 ¥z
Iy = ijm + WP/ 2? f? (x) dz,
z1

onde p = M/V é a densidade do corpo. Quanto vale I,?

19) A figura abaixo mostra uma barra AB fina e uni-
forme de massa M e extensao 2/, com a extremidade A
afixada a base de uma parede e inclinada por um angulo
0o em relagao a vertical. Uma massa pontual m é entdo
presa a extremidade B da barra e a mesma é liberada a
partir do repouso.

B
™m
Ec:osﬁ

0 :
v

A

(a) Mostre que o momento de inércia da barra em rela-
¢d0 ao eixo de rotagdo que passa por A é
4
Iy= M.

473
(b) Obtenha a Lagrangiana deste sistema.
(c) Derive a(s) equagdo(des) de movimento.
(d) Sendo 79 o tempo que a barra leva para bater no
chdo sem a massa m na sua extremidade e 7,,, 0 mesmo
tempo com m, mostre que

M +3m
Tm — M+2m7'0.

20) A figura abaixo ilustra uma barra cilindrica de
comprimento L e de raio de base r. A densidade da
barra varia ao longo de sua extensdo de acordo com

A
p(:) = pat 522, sendo &, = ps — pa

e sendo pa e pp respectivamente as densidades nos pon-
tos A e B (extremidades da barra).

| L

A B

(a) Mostre que a massa M da barra pode ser escrita

como
M = mr?Lp,

sendo p = % (pa + pp) o valor médio da densidade da
barra.
(b) Mostre que o centro de massa da barra estd a uma

distancia
1 2
R== (M> L
3\ pa+pn

do ponto A.

2Sugestdo: Se Vi, é o volume de um corpo macico, V. é o volume da cavidade e V é o volume do corpo com cavidade, entdo o

tensor de inércia do corpo V' é dado por I;; = (I45),, — (Lij),.-
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(¢) O ponto A é afixado a um fulcro que permite oscila-
¢Oes sem ocorréncia de atrito. Derive a matriz de inércia
da barra a partir deste ponto.

(d) Obtenha a Lagrangiana da barra e a equagio de mo-
vimento para oscilagoes em torno do ponto A.

(e) Calcule a frequéncia de oscilagdes de pequena am-
plitude.

(f) Repita o procecimento do item (¢) quando o ponto
B é afixado ao fulcro.

(9) Repita os itens (d) e (e) nesta situagao.

(h) O ponto A é agora preso na extremidade de uma
uma outra barra rigida de massa desprezivel e compri-
mento L1, de tal forma que o cilindro pode oscilar livre-
mente em torno deste ponto. Por sua vez, a outra extre-
midade da barra é afixada no fulcro original, podendo
também oscilar livremente. O conjunto forma assim um
péndulo fisico duplo, ilustrado na figura abaixo.

Assumindo que as oscilagoes deste péndulo ocorrem
no plano, obtenha a Lagrangiana e as equac¢des de mo-
vimento.

21) A partir da defini¢io dos angulos de Euler e dos
vetores d), 0 e 1,2:, apresentados em aula, mostre em de-
talhes que as componentes do vetor velocidade angular
w sao dadas por:

(a) No referencial do corpo:
w1 = dsenfsenp + O cosp
woy = dsen B cos) — Osen
w3 = ¢ cosb + 1.

(b) No referencial fixo (inercial):

w) =4 senBsen ¢ + 0 cos ¢
wh = —1)sen B cos ¢ + fsen ¢
wh =1pcosf + .

22) A figura abaixo mostra um sistema composto por
um disco homogéneo de massa M e raio a, o qual é livre
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para rodar sem atrito em torno de um eixo perpendicu-
lar que passa pelo seu centro, e uma particula de massa
m, a qual estd presa a borda do disco por uma barra
rigida, de massa desprezivel e extensao b.

j I a
“"‘l l .‘.
“w.‘ | \\\ ;“ X
19 N/ b
I
02
’1 4
|

(a) Obtenha a Lagrangiana deste sistema.

(b) Obtenha as equagdes de movimento.

(¢) Considere o caso particular de oscilagdes de pequena
amplitude e linearize as equagoes de movimento.

(d) Resolva as equagdes de movimento derivadas em (¢)
para o caso em que b = a.

(e) Retorne & Lagrangiana obtida em (a) e obtenha a
Hamiltoniana deste sistema.

23) Retornando ao exemplo realizado em aula, a res-
peito do disco que rola plano inclinado abaixo, obtenha
a solucao das equagoes de movimento quando ¢y = 0.

24) Considere uma esfera homogénea de raio R e
massa M rolando sem deslizar a partir do repouso sobre
um plano inclinado.

(a) Resolva as equagoes de movimento da esfera.

(b) Considere duas esferas com os mesmos raios e mas-
sas, porém uma sendo macica enquanto que a outra é
oca. Calcule a razdo t9/t;, entre os tempos que cada
uma leva para percorrer o plano inclinado.

25) Um pifo simétrico com um ponto fixo entra em
movimento com as seguintes condigoes iniciais (assume-
se 13 = 2]1)1

90:0
i mgh
Vo=

(a) Encontre os valores de py, py e Ver (6o).

(b) Esboce o grafico de Vet () para 0 < 6 < 7 e analise
a nutagao subsequente.

00 = 600
mgh

L
%o 31

(c) Mostre que a equagdo para 6 pode ser colocada na
forma b
W2 = %(1-@2(%_1),

onde u = cos 6.
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(d) Prove que a solugdo da EDO acima é
sec (t) = 1+ sech (

Trace o gréfico de 6 ().
(e) O comportamento de 6 (t) estd de acordo com a ana-

lise qualitativa do item (b)? Estude também o compor-
tamento de ¢ (t) e 9 ().

26) Uma barra uniforme de comprimento £ é colo-
cada verticalmente sobre uma superficie plana. Devido
a uma pequena perturbagao, a barra se inclina levemente
e entdo cai sobre o piso. Qual é a velocidade angular da
barra quando a mesma atinge o solo?

27) Encontre a frequéncia para oscilagdes de pequena
amplitude de uma placa homogénea delgada na forma de
um tridngulo equilatero se a oscilagdo ocorrer no plano
da placa e se a mesma for suspensa por:

(a) O ponto médio de uma de suas arestas.
(b) Um dos vértices.

28) Uma porta homogénea de massa M, altura H,
largura W e espessura T estd se fechando com uma ve-
locidade angular w constante, como ilustrado na figura
abaixo.
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(a) Colocando a origem do referencial fixo & porta no
ponto P e orientando z3 ao longo do eixo de rotagao,
encontre as componentes do momento angular L.

(b) Encontre as componentes de L no referencial iner-
cial S’, cuja origem coincide com P e orientado de tal
forma que x5 = 3.

(c) Encontre o torque N sobre o ponto P.

(d) No limite T' = 0, determine o que for possivel a res-
peito das forgas que as dobradigas aplicam a porta.
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Algumas Respostas

1)
1. 1. 2. - 32 ]
L=(—4el—4eg+3e3>M€2w3 0 . = cos 1< 41> ~ 27,94°.
2)
2
L =D, =1I3= SMRQ.
3) (a) , ,
3r< + 2h 0 0
M
| = 20 0 3r2 +2h% 0
0 0 612
(b) .y
4r+h 0 0
M
lom = 380 0 4r2 4+ h? 0
0 0 8r2
(c)
M 2312 + 2h2 0 0
Iy, = %0 0 3r2 +2h% —5rh
0 —5rh 2612
4) (a)
% (b2 + 02) ab ac
=M ab % (a2 + 62) be
ac be % (a2 + b2)
(b)
1 B+ 0 0
| = §M 0 a®>+c 0
0 0 a2+

7) Dado o elipsoide

Temos:
1 1
In=zM (b* +c?) Iy = —M (a® + %) Io=<M (a* +b%).
11)
83 2
I =1 22 b2 I35 = —mb>.
11 22 320m 33 5m
14) (a)
k4 /€4
m=4=2-p o= B=Z2P (1+80°) Ly = —C = ok*P,
2c 2c0
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16) Chamando de V,_. o volume da esfera menos a calota, temos

3M

= , onde e = —.
P (1= o (1+20) 2
(a) Em termos de e,
2 1-2
oo 115Ma2(131+2662>
€
=101 0], onde 9 146
3=¢Ma l1—e(1+ Tt
(b) A posigdo do centro de massa é
3ae?
R=(0,0,2,), onde Z, — — .
(0,0,2c), onde 1+ 2¢
(¢) A matriz de inércia em relacdo ao centro de massa é
I, 00 2\ 2
c 2 1
lb={ 0 7, 0 |, onde I, = I, - MZ? = ZMa? 1—9% .
0 013 5 2 (1+2¢)
17)
2 R5—r5—§r3(R—T)2 2 RS —¢b
Iy =Ip==M 2 Iy = -M——__
n=loy =+ 3 33 = M pe—3
19) (b)
1 i
L:2<m+3M) 026? — (2m + M) g€ cos 6.
(c)
_3g Mmooy
40 M + 3m -
20) (c¢)
1 2
I 0 0 It = gL {<7’2+3L2> pa+ (r*+2L%) pg
la=| 0I# 0 |, sendo . )
0 0 13 I§4 = §7r7"4Lﬁ: §M7“2.

(d) Lagrangiana:
1 .
L= 51192 + MgRcosf.

Eq. de movimento:

.M
0+ 9k senf = 0.
1
(e) Frequencia:
g Mo _ 4 (pa+208) L
I =30 20 gt (4 200 p
(f). (9):
1 1 2
IB = If + 67TT2L (pa —pB) L* = §WT2L (7’2 + 2L2) pa+ <r2 + 3L2) ,03}
P =1M=rn
Lagrangiana: trocar I{* — IP.
o2 - MyRs _ 49 (2pa+pB) L
1P 37(r2+2L2) pa+ (r2+ 5L%) p5’
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(h):

1 . 1. ..
L= §ML%9% + 51193 + MLy R6,05cos (61 — 02) + Mg (L1 cos 6 + Rcos6s)

. R . R .
0, + L—IOQ cos (01 —02) + Eog sen (61 — 02) + Lil sent =0
. M
ML\ R MQ%SE}H(& —02) + R

o + 6, cos (61 —02) — sen 6y = 0.
1 1 1
22) (a)
.o 1 9 1 ‘9 1 9 29 ..
L{¢,9,6,0} = 24 m + §M o° + 3m (b*9* + 2abcos (¢ — ) ¢) + mg (acos d + beos ) .
(b) , ,
p m u m : mg
S A - A NP7 =0
Ot s e O T e S O Y oy g S
1.9.+%cos(¢719)g'z57%sen(qﬁfﬂ)q.ﬁQqL%senﬂ:O.
(c) ,
o (™M V25 (™M V9,
o+ <m+M/2> aﬁ+ (m+M/2) a¢ 0
. a - g
9+ — =9 =0.
+ b¢+ b 0
(d)
@ (t) = ¢1 cos (wit + ¢1) — Caf1 cos (wat + ¢2)
Y (t) = €1 cos (wit + ¢1) — €202 cos (wat + ¢P2) ,
sendo
114+« 20 \? g m
= 2 = — 1 2 2 = — = —
Wi = Wy 2[1_ +s —|—<1_a>]w0, wq pe « m+ M)z
(e) 2p2 + ( LM) a?p? (6 —0)
mb=py + (m + 5 M) a*py — 2mabcos (¢ — ) pgpy
H(¢,9 = - 3 bcos?).
(6,9, P4, p9) 9aZh? [%Mersen? (gb—ﬁ)] mg (acos ¢ + bcos )
24) (a)
j— MR sena
- MR+
25) (a)
py = /3Imgh  py = +/3Imgh Vet (6p) = mgh.
26)
_ /3%
W=7
27) (a)
w=/v3Z.
a
(b)
e |29
=\ 554
28) (a)
1 1 1
L=Muw (4WHé1 + THeé — 3 (W2 +17) é3> .
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(b)

L Lqcos¢p — Lysen ¢
Ly | = Mw | Lysen¢ + Lo cos ¢
L L3
(0 1
N = ZMwQH(Té1 — W ey)
(d) .
Fpy = -MW (é—2w2>, Fpy =0, Fp3+ Fgz=DMg
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