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Dinâmica de Corpos Rígidos

1) Considere o tensor de inércia de um cubo homo-
gêneo de massa M e lado ` em relação a um sistema de
coordenadas cuja origem coincide com um dos vértices
do cubo e cujos eixos estão ao longo das respectivas ares-
tas. Se o cubo é posto a girar em torno do eixo x3 com
velocidade angular ω = ω3 ê3, determine o seu momento
angular e o ângulo que este faz com ω.

2) Considere uma esfera homogênea de raioR e massa
M .

(a) Calcule os momentos de inércia em relação ao centro
da esfera.
(b) Considere agora um novo referencial cuja origem
dista do centro da esfera por uma distância R0 < R
e encontre o tensor de inércia em relação ao mesmo.

3) Considere um cone homogêneo de massaM , altura
h e com base de raio r, como na figura abaixo.

X
b

Z
b

Orientando o eixo x3 = z do sistema de coordenadas ao
longo do eixo de simetria do cone, encontre:
(a) O tensor de inércia em relação ao referencial em que
o plano X − Y está na base do cone.
(b) A posição do centro de massa do cone e os compo-
nentes do tensor de inércia em relação ao mesmo.
(c) O tensor de inércia em relação ao sistema Xb, Yb, Zb
mostrado na figura.

4) Considere o paralelepípedo homogêneo da figura
abaixo.

2c

S
S

c.m.

(a) Calcule o tensor de inércia em relação ao referencial
S (eixos X,Y, Z).
(b) Encontre o tensor de inércia em relação ao centro de
massa, i. e., no referencial Sc.m., com os eixos X̄p, Ȳp, Z̄p.
(c) Retorne ao referencial S e execute uma rotação de
eixos sobre O de forma a encontrar os momentos e eixos
principais de inércia.

5) (Teorema do eixo perpendicular) Demonstre
o teorema:

Dada uma placa plana de formato e distribuição de
massa arbitrários, a soma de seus momentos de inércia
em relação a quaisquer dois eixos perpendiculares con-
tidos no plano da placa é igual ao momento de inércia
em relação ao eixo perpendicular à placa e que parte da
intersecção dos eixos no plano.

6) (Planos e eixos de simetria) Dado um corpo
rígido uniforme, este possui um:

Plano de simetria se a distribuição de massa for si-
métrica ao longo de qualquer reta perpendicular a
este plano, i. e., se a distribuição de massa em um
lado do plano for a imagem especular da distribui-
ção no outro lado.

Eixo de simetria se o corpo for um sólido de revolu-
ção em torno deste eixo, i. e., se a distribuição de
massa não depender do ângulo de rotação em torno
do eixo de simetria.
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Com base nestas definições, demonstre os lemas a seguir.

Lema 1. Se um corpo rígido possui um plano de si-
metria que contém a origem do referencial em relação
ao qual é calculado o tensor de inércia, então qualquer
eixo perpendicular a este plano é um eixo principal de
inércia.

Lema 2. Se um corpo rígido possui um eixo de sime-
tria, então este é um eixo principal de inércia. Quais-
quer dois eixos mutuamente ortogonais entre si e ao eixo
de simetria também são eixos principais de inércia e os
seus correspondentes momentos principais de inércia são
iguais entre si.

7) Calcule os momentos principais de inércia I1, I2 e
I3 de um elipsóide homogêneo com massaM , cujos eixos
têm comprimentos 2a > 2b > 2c.

8) Considere uma barra homogênea de comprimento
` e massa m fixa em uma das extremidades.

(a) Calcule o momento de inércia.
(b) Encontre o ponto no qual, se toda a massa estivesse
ali concentrada, o momento de inércia da partícula em
relação ao eixo de rotação é igual ao momento de inércia
da barra. A distância desse ponto ao eixo é denominada
raio de giro.

9) Mostre que nenhum dos momentos principais de
inércia pode exceder a soma dos outros dois.

10) Um sistema de três partículas consiste nas massas
e coordenadas (x1, x2, x3) tais que

m1 = 3m, (b, 0, b) m2 = 4m, (b, b,−b)
m3 = 2m, (−b, b, 0) .

(a) Encontre o tensor de inércia.
(b) Diagonalize o tensor e encontre os momentos e os
eixos principais de inércia.

11) Determine os eixos e os momentos principais de
inércia de um hemisfério homogêneo de raio b e massa
m, em relação ao seu centro de massa.

12) Considere uma placa homogênea orientada sobre
o plano x1 − x2.

(a) Mostre que o tensor de inércia tem a forma genérica

I =

 A −C 0
−C B 0
0 0 A+B

 .

(b) Se o sistema de coordenadas é rotado por um ângulo
θ em torno do eixo x3, mostre que o tensor de inércia
transforma-se para

I′ =

 A′ −C ′ 0
−C ′ B′ 0

0 0 A′ +B′

 ,

onde

A′ = A cos2 θ − C sen 2θ +B sen2 θ

B′ = A sen2 θ + C sen 2θ +B cos2 θ

C ′ = C cos 2θ − 1
2 (B −A) sen 2θ.

(c) Mostre então que os eixos x′1 e x′2 tornam-se eixos
principais de inércia se o ângulo de rotação é

θ = 1
2 tan−1

(
2C

B −A

)
.

13) Calcule os momentos de inércia dos sólidos de re-
volução mostrados na tabela 2.2 da Apostila.

14) Considere uma placa homogênea de densidade su-
perficial σ delimitada pelas retas θ = 0, θ = π e pela es-
piral logaritmica r = keαθ. A placa está orientada sobre
o plano x1 − x2.
(a) Obtenha o tensor de inércia em relação ao eixo x3.
(b) Realize uma rotação do sistema de coordenadas em
torno de x3 para obter os momentos principais de inér-
cia. Use os resultados do problema (12) para mostrar
que estes são dados por

I ′1 = σk4P (Q−R) I ′2 = σk4P (Q+R) I ′3 = I ′1 + I ′2,

onde

P = e4πα − 1
16 (1 + 4α2) Q = 1 + 4α2

2α R =
√

1 + 4α2.

15) Considere o tensor de inércia, ou qualquer outro
tensor de posto 2.
(a) O traço do tensor é definido como a soma dos ele-
mentos da diagonal:

Tr
(
↔
I

)
=

3∑
k=1

Ikk.

Mostre que o traço de
↔
I é invariante frente a uma trans-

formação de similaridade,1 ou seja, que

Tr
(
↔
I

)
= Tr

(
↔
I ′
)
,

onde
↔
I ′ é o tensor de inércia em relação ao sistema de

coordenadas rotado.
(b) Mostre que o determinante da matriz formada pe-
los elementos do tensor

↔
I também é uma quantidade

invariante frente a uma transformação de similaridade.
1Transformação de similaridade: Dado a matriz M de ordem m, uma transformação de similaridade sobre a mesma é realizada

por uma outra matriz inversível S, também de ordem m, através da operação M′ = SMS−1.
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(c) Verifique as propriedades (a) e (b) para o tensor de
inércia do cubo considerado no problema (1).

16) Considere um sólido homogêneo de massa M na
forma de uma esfera da qual foi removida uma calota de
altura h, como na figura abaixo.

(a) Empregando os lemas apresentados no problema
(6), encontre o tensor de inércia em relação ao sistema
de coordenadas ilustrado.
(b) Encontre a posição do centro de massa do sólido.
(c) Encontre o tensor de inércia em relação ao centro de
massa.

17) Encontre os momentos principais de inércia de
uma esfera de raio R e massa M , homogênea e maciça,
exceto por uma cavidade esférica de raio r < R tangente
à sua superfície (i. e., o centro da cavidade está a uma
distância R− r do centro da esfera).2

18) Considere um sólido de revolução homogêneo, ge-
rado pela rotação da função y = f (x), para x1 6 x 6 x2,
em torno do eixo x, como na figura abaixo.

(a) Mostre que a matriz de inércia é diagonal.
(b) Mostre que os momentos de inércia Ix e Iy são dados
por

Ix = 1
2πρ

∫ x2

x1

f4 (x) dx

Iy = 1
2Ix + πρ

∫ x2

x1

x2f2 (x) dx,

onde ρ = M/V é a densidade do corpo. Quanto vale Iz?

19) A figura abaixo mostra uma barra AB fina e uni-
forme de massa M e extensão 2`, com a extremidade A
afixada à base de uma parede e inclinada por um ângulo
θ0 em relação à vertical. Uma massa pontual m é então
presa à extremidade B da barra e a mesma é liberada a
partir do repouso.

(a) Mostre que o momento de inércia da barra em rela-
ção ao eixo de rotação que passa por A é

IA = 4
3M`2.

(b) Obtenha a Lagrangiana deste sistema.
(c) Derive a(s) equação(ões) de movimento.
(d) Sendo τ0 o tempo que a barra leva para bater no
chão sem a massa m na sua extremidade e τm o mesmo
tempo com m, mostre que

τm =
√
M + 3m
M + 2mτ0.

20) A figura abaixo ilustra uma barra cilíndrica de
comprimento L e de raio de base r. A densidade da
barra varia ao longo de sua extensão de acordo com

ρ (z) = ρA + ∆ρ

L
z, sendo ∆ρ = ρB − ρA

e sendo ρA e ρB respectivamente as densidades nos pon-
tos A e B (extremidades da barra).

2r

L

B
A

(a) Mostre que a massa M da barra pode ser escrita
como

M = πr2Lρ̄,

sendo ρ̄ = 1
2 (ρA + ρB) o valor médio da densidade da

barra.
(b) Mostre que o centro de massa da barra está a uma
distância

R = 1
3

(
ρA + 2ρB
ρA + ρB

)
L

do ponto A.
2Sugestão: Se Vm é o volume de um corpo maciço, Vc é o volume da cavidade e V é o volume do corpo com cavidade, então o

tensor de inércia do corpo V é dado por Iij = (Iij)m − (Iij)c.
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(c) O ponto A é afixado a um fulcro que permite oscila-
ções sem ocorrência de atrito. Derive a matriz de inércia
da barra a partir deste ponto.
(d) Obtenha a Lagrangiana da barra e a equação de mo-
vimento para oscilações em torno do ponto A.
(e) Calcule a frequência de oscilações de pequena am-
plitude.
(f) Repita o procecimento do item (c) quando o ponto
B é afixado ao fulcro.
(g) Repita os itens (d) e (e) nesta situação.
(h) O ponto A é agora preso na extremidade de uma
uma outra barra rígida de massa desprezível e compri-
mento L1, de tal forma que o cilindro pode oscilar livre-
mente em torno deste ponto. Por sua vez, a outra extre-
midade da barra é afixada no fulcro original, podendo
também oscilar livremente. O conjunto forma assim um
pêndulo físico duplo, ilustrado na figura abaixo.

L
1

Aθ
1

θ
2

g

Assumindo que as oscilações deste pêndulo ocorrem
no plano, obtenha a Lagrangiana e as equações de mo-
vimento.

21) A partir da definição dos ângulos de Euler e dos
vetores φ̇, θ̇ e ψ̇, apresentados em aula, mostre em de-
talhes que as componentes do vetor velocidade angular
ω são dadas por:

(a) No referencial do corpo:

ω1 = φ̇ sen θ senψ + θ̇ cosψ
ω2 = φ̇ sen θ cosψ − θ̇ senψ
ω3 = φ̇ cos θ + ψ̇.

(b) No referencial fixo (inercial):

ω′1 = ψ̇ sen θ senφ+ θ̇ cosφ
ω′2 = −ψ̇ sen θ cosφ+ θ̇ senφ
ω′3 = ψ̇ cos θ + φ̇.

22) A figura abaixo mostra um sistema composto por
um disco homogêneo de massa M e raio a, o qual é livre

para rodar sem atrito em torno de um eixo perpendicu-
lar que passa pelo seu centro, e uma partícula de massa
m, a qual está presa à borda do disco por uma barra
rígida, de massa desprezível e extensão b.

(a) Obtenha a Lagrangiana deste sistema.
(b) Obtenha as equações de movimento.
(c) Considere o caso particular de oscilações de pequena
amplitude e linearize as equações de movimento.
(d) Resolva as equações de movimento derivadas em (c)
para o caso em que b = a.
(e) Retorne à Lagrangiana obtida em (a) e obtenha a
Hamiltoniana deste sistema.

23) Retornando ao exemplo realizado em aula, a res-
peito do disco que rola plano inclinado abaixo, obtenha
a solução das equações de movimento quando φ̇0 = 0.

24) Considere uma esfera homogênea de raio R e
massa M rolando sem deslizar a partir do repouso sobre
um plano inclinado.

(a) Resolva as equações de movimento da esfera.
(b) Considere duas esferas com os mesmos raios e mas-
sas, porém uma sendo maciça enquanto que a outra é
oca. Calcule a razão t2/t1, entre os tempos que cada
uma leva para percorrer o plano inclinado.

25) Um pião simétrico com um ponto fixo entra em
movimento com as seguintes condições iniciais (assume-
se I3 = 2I1):

θ0 = 60◦ θ̇0 = 0

φ̇0 = 2
√
mgh

3I ψ̇0 = I

√
mgh

12I3 .

(a) Encontre os valores de pφ, pψ e Vef (θ0).
(b) Esboce o gráfico de Vef (θ) para 0 6 θ 6 π e analise
a nutação subsequente.
(c) Mostre que a equação para θ̇ pode ser colocada na
forma

u̇2 = mgh

I
(1− u)2 (2u− 1) ,

onde u = cos θ.
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(d) Prove que a solução da EDO acima é

sec θ (t) = 1 + sech
(√

mgh

I
t

)
.

Trace o gráfico de θ (t).
(e) O comportamento de θ (t) está de acordo com a aná-
lise qualitativa do item (b)? Estude também o compor-
tamento de φ (t) e ψ (t).

26) Uma barra uniforme de comprimento ` é colo-
cada verticalmente sobre uma superfície plana. Devido
a uma pequena perturbação, a barra se inclina levemente
e então cai sobre o piso. Qual é a velocidade angular da
barra quando a mesma atinge o solo?

27) Encontre a frequência para oscilações de pequena
amplitude de uma placa homogênea delgada na forma de
um triângulo equilátero se a oscilação ocorrer no plano
da placa e se a mesma for suspensa por:
(a) O ponto médio de uma de suas arestas.
(b) Um dos vértices.

28) Uma porta homogênea de massa M , altura H,
largura W e espessura T está se fechando com uma ve-
locidade angular ω constante, como ilustrado na figura
abaixo.

(a) Colocando a origem do referencial fixo à porta no
ponto P e orientando x3 ao longo do eixo de rotação,
encontre as componentes do momento angular L.
(b) Encontre as componentes de L no referencial iner-
cial S′, cuja origem coincide com P e orientado de tal
forma que x′3 = x3.
(c) Encontre o torque N sobre o ponto P .
(d) No limite T = 0, determine o que for possível a res-
peito das forças que as dobradiças aplicam à porta.
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::::::::::
Algumas

:::::::::::::
Respostas

1)

L =
(
−1

4 ê1 −
1
4 ê2 + 2

3 ê3

)
M`2ω3 θL,ω = cos−1

(√
32
41

)
≈ 27, 94◦.

2)
I1 = I2 = I3 = 2

5MR2.

3) (a)

I = M

20

3r2 + 2h2 0 0
0 3r2 + 2h2 0
0 0 6r2

 .

(b)

Icm = 3M
80

4r2 + h2 0 0
0 4r2 + h2 0
0 0 8r2

 .

(c)

Ib = M

20

23r2 + 2h2 0 0
0 3r2 + 2h2 −5rh
0 −5rh 26r2

 .

4) (a)

I = M

 4
3
(
b2 + c2) ab ac
ab 4

3
(
a2 + c2) bc

ac bc 4
3
(
a2 + b2)

 .

(b)

I = 1
3M

b2 + c2 0 0
0 a2 + c2 0
0 0 a2 + b2

 .

7) Dado o elipsoide

Temos:

Ia = 1
5M

(
b2 + c2) Ib = 1

5M
(
a2 + c2) Ic = 1

5M
(
a2 + b2) .

11)

I11 = I22 = 83
320mb

2 I33 = 2
5mb

2.

14) (a)

I11 = A = σk4

2α P I22 = B = σk4

2α P
(
1 + 8α2) I12 = −C = σk4P.
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16) Chamando de Ve−c o volume da esfera menos a calota, temos

ρ = 3M
4πa3 (1− ε)2 (1 + 2ε)

, onde ε = h

2a.

(a) Em termos de ε,

I =

I1 0 0
0 I1 0
0 0 I3

 , onde


I1 = 2

5Ma2
(

1− 9
2

1− 2ε
1 + 2εε

2
)

I3 = 2
5Ma2 (1− ε)

(
1 + 1 + 6ε

1 + 2εε
)
.

(b) A posição do centro de massa é

R = (0, 0, Zc) , onde Zc = − 3aε2

1 + 2ε .

(c) A matriz de inércia em relação ao centro de massa é

Ic =

Ic1 0 0
0 Ic1 0
0 0 I3

 , onde Ic1 = I1 −MZ2
c = 2

5Ma2

[
1− 9

2

(
1 + ε2

)
ε2

(1 + 2ε)2

]
.

17)

I11 = I22 = 2
5M

R5 − r5 − 5
2r

3 (R− r)2

R3 − r3 I33 = 2
5M

R5 − r5

R3 − r3 .

19) (b)

L = 2
(
m+ 1

3M
)
`2θ̇2 − (2m+M) g` cos θ.

(c)
θ̈ − 3g

4`
M + 2m
M + 3m sen θ = 0.

20) (c)

IA =

IA1 0 0
0 IA1 0
0 0 IA3

 , sendo


IA1 = 1

8πr
2L

[(
r2 + 2

3L
2
)
ρA +

(
r2 + 2L2) ρB]

IA3 = 1
2πr

4Lρ̄ = 1
2Mr2.

(d) Lagrangiana:
L = 1

2I1θ̇
2 +MgR cos θ.

Eq. de movimento:
θ̈ + MgR

I1
sen θ = 0.

(e) Frequencia:

Ω2 = MgR

I1
= 4

3g
(ρA + 2ρB)L(

r2 + 2
3L

2
)
ρA + (r2 + 2L2) ρB

.

(f), (g):

IB1 = IA1 + 1
6πr

2L (ρA − ρB)L2 = 1
8πr

2L

[(
r2 + 2L2) ρA +

(
r2 + 2

3L
2
)
ρB

]
IB3 = ICM

3 = IA3 .

Lagrangiana: trocar IA1 → IB1 .

Ω2 = MgRB
IB1

= 4
3g

(2ρA + ρB)L
(r2 + 2L2) ρA +

(
r2 + 2

3L
2
)
ρB

.
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(h):

L = 1
2ML2

1θ̇
2
1 + 1

2I1θ̇
2
2 +ML1Rθ̇1θ̇2 cos (θ1 − θ2) +Mg (L1 cos θ1 +R cos θ2)

θ̈1 + R

L1
θ̈2 cos (θ1 − θ2) + R

L1
θ̇2

2 sen (θ1 − θ2) + g

L1
sen θ1 = 0

θ̈2 + ML1R

I1
θ̈1 cos (θ1 − θ2)− ML1R

I1
θ̇2

1 sen (θ1 − θ2) + MgR

I1
sen θ2 = 0.

22) (a)

L
{
φ, ϑ, φ̇, ϑ̇

}
= 1

2a
2
(
m+ 1

2M
)
φ̇2 + 1

2m
(
b2ϑ̇2 + 2ab cos (φ− ϑ) φ̇ϑ̇

)
+mg (a cosφ+ b cosϑ) .

(b) 
φ̈+ mb

(m+M/2) a cos (φ− ϑ) ϑ̈+ mb

(m+M/2) a sen (φ− ϑ) ϑ̇2 + mg

(m+M/2) a senφ = 0

ϑ̈+ a

b
cos (φ− ϑ) φ̈− a

b
sen (φ− ϑ) φ̇2 + g

b
senϑ = 0.

(c) 
φ̈+

(
m

m+M/2

)
b

a
ϑ̈+

(
m

m+M/2

)
g

a
φ = 0

ϑ̈+ a

b
φ̈+ g

b
ϑ = 0.

(d) {
φ (t) = c̄1 cos (ω1t+ φ1)− c̄2β1 cos (ω2t+ φ2)
ϑ (t) = c̄1 cos (ω1t+ φ1)− c̄2β2 cos (ω2t+ φ2) ,

sendo

ω2
1,2 = ω2

s = 1
2

1 + α

1− α + s

√
1 +

(
2α

1− α

)2
ω2

0 , ω2
0 = g

a
, α = m

m+M/2 .

(e)

H (φ, ϑ, pφ, pϑ) =
mb2p2

φ +
(
m+ 1

2M
)
a2p2

ϑ − 2mab cos (φ− ϑ) pφpϑ
2ma2b2

[ 1
2M +m sen2 (φ− ϑ)

] −mg (a cosφ+ b cosϑ) .

24) (a)

ÿ = gMR2 senα
MR2 + I

.

25) (a)
pφ =

√
3Imgh pψ =

√
3Imgh Vef (θ0) = mgh.

26)

ω =
√

3g
`
.

27) (a)

ω =
√√

3g
a
.

(b)

ω =

√
12

5
√

3
g

a
.

28) (a)

L = Mω

(
1
4WH ê1 + 1

4TH ê2 −
1
3
(
W 2 + T 2) ê3

)
.
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(b) L′1L′2
L′3

 = Mω

L1 cosφ− L2 senφ
L1 senφ+ L2 cosφ

L3

 .

(c)
N = 1

4Mω2H (T ê1 −W ê2) .

(d)

FP1 = 1
2MW

(
g

H
− 1

2ω
2
)
, FP2 = 0, FP3 + FQ3 = Mg.
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