ALGEBRA E ANALISE TENSORIAIS

O LONGO DO PROCESSO HISTORICO de desenvolvimento das ciéncias da natureza, observou-
se com frequéncia a necessidade da definicdo e do uso de estruturas matematicas com
graus crescentes de generalidade e abstracdo. Um exemplo disso € a evolucao da meca-
nica newtoniana.

Conforme € a pratica usual em cursos contemporaneos de fisica basica, a mecanica € ini-
cialmente apresentada e aplicada a sistemas fisicos compostos por um numero pequeno de
particulas que interagem entre si através de forcas conservativas, tais como as interacoes gravi-
tacional e eletrostatica. Para tais sistemas simples, o arcabouc¢o matematico usualmente neces-
sario limita-se ao calculo infinitesimal e aos conceitos basicos de espacos vetoriais, nos quais as
definic6es abstratas de vetores, produto interno e operadores lineares sao apresentadas. Na me-
canica newtoniana, estas entidades matematicas abstratas (os vetores) sao entao identificadas
com grandezas fisicas mensuraveis tais como posicao, velocidade, aceleracao e forca.

Contudo, quando o formalismo da mecanica foi aplicado ao estudo de sistemas com um grau
de complexidade fisica maior, tais como sistemas com vinculos, meios continuos e transfor-
macodes de referenciais, e também com a descoberta e pesquisa de outros tipos de interacoes
e objetos que levaram a criacao de novas teorias fisicas, tais como o eletromagnetismo, a me-
canica quantica e a teoria da relatividade, constatou-se a necessidade do uso de estruturas
matematicas mais abrangentes do que aquelas oferecidas pelas definicdées de um espaco veto-
rial, conforme usualmente apresentadas em disciplinas basicas de algebra linear. Uma classe
destas novas estruturas (ou objetos) matematicos sao os tensores.

De uma forma simplista, pode-se caracterizar um tensor como um conjunto de objetos ma-
tematicos (em geral) ou fisicos (em particular) que estao relacionados entre si e que determinam
algum tipo de relacdo entre duas outras entidades matematicas (ou fisicas). Estes diferentes
objetos podem ser identificados de forma pratica com o uso de um numero finito de indices e
possuem leis de transformacdo bem definidas quando sua representacio € alterada de um dado
sistema de coordenadas ou referencial para outros.

Neste capitulo, sera realizada uma introducao a definicao, a algebra e a analise de tensores.

9.1 INTRODUCAO E DEFINICOES

Partindo das definicées de espacos vetoriais e operadores lineares,! neste capitulo sera rea-
lizada uma investigacdo mais aprofundada das propriedades de tensores, operadores e outros
objetos relacionados, os quais existem em espacos vetoriais especificos.

O termo tensor foi utilizado pela primeira vez em 1846 por William Rowan Hamilton (1805 -
1865), matematico bastante conhecido também por suas contribuicdes para a mecanica newto-
niana. Porém, este termo foi utilizado em um contexto distinto daquele empregado atualmente.
Historicamente, as primeiras concepcoes do que viria a posteriori ser denominado de analise
tensorial foram introduzidas por Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), em seu pioneiro trabalho
a respeito de geometria diferencial. Estes conceitos foram entao desenvolvidos ao longo do sé-
culo XIX, sendo que o termo tensor, neste contexto, foi introduzido em 1898 por Woldemar Voigt
(1850 - 1919).

O calculo tensorial foi desenvolvido em definitivo a partir de 1890 com os trabalhos de Wol-
demar Voigt, Elwin Bruno Christoffel (1829 — 1900), Gregorio Ricci-Curbastro (1853 — 1925) e

I Discutidos na secéo 3.4.
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Tullio Levi-Civita (1873 — 1941), com a designacao inicial cdlculo diferencial absoluto. Ja no
século XX, esta area da algebra e analise matematicas passou a ser denominada em definitivo
como andlise tensorial, tendo a sua popularizacdo muito a dever com a proposta, em 1915, da
teoria da relatividade geral formulada por Albert Einstein (1879 — 1955). Durante a formulacéo
da teoria da relatividade geral, inteiramente baseada no conceito de tensores, Einstein contou
com a colaboracao intensa tanto de Levi-Civita quanto do matematico Marcel Grossmann (1878
- 1936).

O desenvolvimento da analise tensorial também esta ligada ao estudo da mecanica de meios
continuos, sendo o tensor de stress, o qual determina as tensées internas que surgem no meio
quando este é submetido a esforgos aplicados em diferentes dire¢ées do espacgo, uma das quan-
tidades fisicas que surgiram desde os primeiros estudos nesta area da fisica e engenharia.

De uma forma genérica, tensores sio objetos geométricos que descrevem relacoes lineares
entre escalares, vetores e outros tensores. Na formulacdo da algebra e analise tensoriais, as
quantidades fisicas identificadas usualmente como escalares e vetores sao elas préprias casos
particulares de tensores. Porém, esta formulacio realiza a extensao logica destes conceitos,
permitindo o tratamento de estruturas matematicas mais abstratas e complexas. Esta extensao
possibilitou o desenvolvimento posterior das areas da fisica mencionadas acima (entre outras).

Como ja mencionado, tensores sao importantes em muitas areas da fisica, as quais estudam
diferentes tipos de sistemas, tais como sélidos, gases ionizados, teoria eletromagnética, relativi-
dade restrita e geral e mecanica quantica. Um meio continuo inomogéneo e/ou anisotrépico é
um exemplo tipico de sistema fisico onde o conceito e a necessidade do uso de tensores ocorrem
de forma natural.

Um exemplo inicial pode ser mencionado a partir do problema do fluxo de corrente elétrica
em um meio anisotrépico. A Lei de Ohm € apresentada em textos de fisica basica como

J=0F, 9.1)

sendo as quantidades vetoriais J e FE respectivamente a densidade de corrente elétrica e o campo
elétrico. Em um meio homogéneo e isotrépico, a relacao entre estes campos é determinada pela
quantidade escalar ¢, denominada a condutividade do meio.

Se o meio for anisotrépico, por outro lado, a relacdo empirica (9.1) nao é valida em geral,
pois o agente que gera a anisotropia do meio determina a existéncia de pelo menos uma direcao
preferencial no espaco. Entao, verifica-se empiricamente que, como consequéncia, a densidade
de corrente resulta distinta caso o campo FE esteja orientado na direcao da anisotropia ou contido
sobre o plano perpendicular a esta direcao. Neste caso, a expressido correta para o i-ésimo
componente do vetor J €

3
Ji = Zoi]Ej, (’L =1, 2,3) s (9.2a)

j=1
sendo que o conjunto de 9 valores {o11,012,...,032,033} pode ser expresso na forma matricial.

Assim, a forma generalizada (9.2a) para a Lei de Ohm pode ser expressa também como uma
multiplicacao matricial,

J1 onoizo1z\ (Ei
Jo | = | 021022023 Es . (9.2b)
J3 031 032033) \E3

Os 9 elementos da matriz de condutividade {o;;} (i,j =1,...,3) estdo relacionados entre si tanto

do ponto de vista do seu significado fisico, sendo os valores da condutividade do meio em funcao
da orientacao relativa entre os campos E e J, quanto do ponto de vista matematico, uma vez
que a matriz de condutividade obedece as regras da algebra de matrizes.

Porém, verifica-se, também de forma empirica, que os elementos da matriz {o;;} obedecem a
um conjunto de regras mais amplo que a simples algebra matricial. Estas regras determinam,
por exemplo, como as quantidades fisicas em (9.2) devem se alterar quando é realizada uma
mudanca no sistema de referéncias do laboratério, ou quando se muda o sistema de coorde-
nadas em um dado referencial. Observa-se entdao que os elementos do conjunto {o;;} devem se
transformar de forma a satisfazer a definicio de um tensor, sendo que estas regras de trans-
formagao também sao verificadas empiricamente. Portanto, a denominacao mais correta para
o conjunto {o;;} € tensor de condutividade do meio anisotropico, o qual pode ser expresso na
forma matricial. Usualmente, empregando as propriedades microscopicas do meio ou fazendo
uso de propriedades de simetria, € possivel se mostrar que diferentes componentes do tensor de
condutividade estdo relacionadas entre si.
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Generalizando e expandindo o argumento acima, espera-se que a descricao quantitativa dos
processos fisicos, ou seja, as leis fisicas que descrevem a evolucdo espaco-temporal das quanti-
dades fisicas mensuraveis, ndo dependam do sistema de coordenadas empregado em um dado
referencial, nem da transformacio de um referencial (inercial) a outro. A aplicacido deste prin-
cipio as leis fisicas, dentre as quais a Lei de Ohm (9.1) ou (9.2) é apenas um exemplo, ira
determinar a natureza e a classificacdo das quantidades matematicas envolvidas na descricao
dessas leis.

Antes, porém, de se entrar em maiores detalhes neste ponto, serdo introduzidos tanto a
notacao basica a ser empregada ao longo deste capitulo, quanto dois simbolos tensoriais empre-
gados amiude em todos os textos de fisica-matematica: os simbolos da delta de Kronecker e de
Levi-Civita.

9.1.1 CONVENCAO DE SOMA DE INDICES E SIMBOLOS AUXILIARES

Para evitar o aciumulo de simbolos de soma nas expressdes apresentadas, sera utilizada a
convencgado de somas implicitas, usualmente atribuida a Einstein.

Qualquer indice mintisculo que apareca exatamente duas vezes em quaisquer termos de uma
expressao algébrica € assumido implicitamente como sendo somado sobre todos os valores pos-
siveis que aquele indice possa assumir. Por outro lado, o caso particular em que esta convencao
nao deve ser empregada deve ser considerado como uma excecao, sendo feita entdo uma obser-
vacao explicita deste caso. Usualmente, inclui-se o termo “NS” (ndo somado) nas proximidades
da expressao.

Alguns exemplos desta convencao, validos para expressoes no espaco vetorial vetorial %3 de-
finido no exemplo 3.3, e empregando um sistema de coordenadas Cartesiano, sdo os seguintes:

* Produto escalar dos vetores a € b:

3
a;b; = Zaibi = a1b1 + asbs + asbs.

i=1

Produto matricial entre as matrizes A e B:

3
(AB),, = AijBjir = ZAiijk = An B + AipBoy, + AizBsi,  (i,k=1,2,3).

Jj=1

Produto misto entre matrizes e vetores:
3 3
aiibjrcy = E E aijbjrer = aibiicr + a;1biace + aijnbizes + azebaicr + - - + aizbzaca + azbsscs.
j=1k=1

Divergente do campo vetorial v (r):

Algumas observacoes adicionais a respeito desta convencédo devem ser realizadas.

¢ Indices repetidos sdo denominados indices mudos, enquanto que os demais sdo chama-
dos indices livres. Uma caracteristica de indices (ou de variaveis) mudos esta no fato de
que o resultado final ndo mais depende dos mesmos; portanto, o resultado independe do
caractere alfabético realmente empregado para representar o indice mudo. Ou seja,

aibi = ajbj ou al-jbjkck = aikbkjcj,

onde no ultimo exemplo acima realizou-se a troca j <> k, o que nao afeta o resultado final
da operacéao algébrica.
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®* Quando ha indices mudos e livres em uma expressao, nao € permitida a permuta de ca-
racteres entre os mesmos. Ou seja, em geral

aijbjkck 7& ajibikck.

* Ao se introduzir novos indices mudos em uma expressao, deve-se tomar cuidado para nao
repetir indices ja presentes, quer sejam estes mudos ou livres. Ou seja, a troca

CLijbjka- — aijbijj

nao é permitida, pois gera uma ambiguidade na maneira como as somas implicitas devem
ser realizadas.

9.1.2 SIMBOLOS AUXILIARES: KRONECKER E LEVI-CIVITA

Dois simbolos tensoriais muito uteis para as expressoes empregadas neste capitulo serao
introduzidos agora.

Delta de Kronecker. Trata-se da quantidade §;;, definida por

1, sei=j

6z‘j:{ o
0, sei#j.

Simbolo (ou tensor) de Levi-Civita. Trata-se da quantidade e;;;, com trés indices, a qual esta-
belece uma relacio totalmente antissimétrica entre os indices. A sua definicéo é

+1, se {i,j,k} € uma permutacao par de {1,2,3}

gk =< —1, se {i,j,k} é uma permutacao impar de {1,2,3}
0, se dois ou mais indices sao repetidos
1. . .
=50 =9) (k—1)(k-7)].
Alguns exemplos: €123 = €231 = €312 = +1, €213 = €132 = €321 = —1 € €113 = €122 = €111 = 0.

O simbolo ¢;;; possui ao todo 3% = 27 valores que podem ser organizados em uma matriz
3x3x3. Se o simbolo for escrito €;,;,;, (1 <i; <3, 1< j < 3), este pode também ser calculado
como
= H sgn (i — i;) = sgn (i — 1) sgn (i3 — i1) sgn (i3 — i2),

1< <k<3

eilizig

sendo sgn (z) a funcao sinal de .

Algumas propriedades matematicas importantes que fazem uso dos simbolos acima sao as
seguintes:

a; = 0i;a; (9.3a)
;0% = ;0K = Qi (9.3b)
aijbj,- = aijbjklskg (93C)
810 = 61 9.3d)
0ii =3 (9.3e)
it Oim Oin
€ijk€mn = det |00 6jm Ojn (9.31)
Okt Okm Okn
€ijk€tmk = €kij€hem = 0ie0jm — OimOje (9.3g)
€ijk€rjk = 2050 (9.3h)
€ijk€ijk = 6 (9.3i)
€jk0i; = 0. (9.3j)
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Generalizacoes do simbolo de Levi-Civita, como sendo o objeto matricial totalmente antissi-
meétrico em um espaco de n dimensées, também existem. Por exemplo, se n = 4,

+1, se {i1,i2,i3,94} € uma permutacao par de {1, 2, 3,4}
€ivinizia = § —1, s€ {i1,i2,13,74} € uma permutacao impar de {1,2,3,4} = H sgn (i —ij),
0, se dois ou mais indices sdo repetidos ISy<ksd

existindo ao todo 4* = 256 valores que podem ser organizados em uma matriz 4 x 4 x 4 x 4.
Em geral, em um espaco de n dimensoes,

+1, se {iy,...,i,} € uma permutacao par de {1,...,n}
€y.in = —1, se{i1,...,i,} € uma permutacao impar de {1,...,n} = H sgn (i —ij),
0, se dois ou mais indices sao repetidos ISg<ksn

sendo que os n" valores podem ser organizados em uma matriz n x --- x n.

9.2 PROPRIEDADES DE TRANSFORMACAO DE ESCALA-
RES, VETORES E TENSORES

Retorna-se agora a discussio envolvendo a invariancia das leis fisicas frente a diferentes
transformacodes realizadas no sistema de referéncias e a sua relagdo com as leis de transforma-
cao dos tensores empregados na descricdo dessas leis fisicas. Relacdes semelhantes as formas
da Lei de Ohm (9.1) ou (9.2) podem ser generalizadas considerando-se a relacido entre dois cam-
pos vetoriais quaisquer A = A (r) e B = B (r), dada por

A,L' = Oziij,

sendo «;; = a;; (r) a matriz que descreve a relacao constitutiva entre os campos.

Nesta secdo sera iniciada a discussao de tensores Cartesianos e suas transformacoes. Se-
rao considerados objetos matematicos denominados escalares, vetores e tensores em geral, aos
quais serdo atribuidas as nocdes intuitivas de campos escalares, vetoriais ou tensoriais, res-
pectivamente. Uma definicio mais rigorosa destes campos sera apresentada posteriormente.
Para o presente momento, sera assumido que todos os campos envolvidos (escalares, vetoriais e
tensoriais) existem em um espaco vetorial particular, o espaco vetorial Euclideano de dimenséo
trés, denotado por E3. O espaco E? €, na verdade, um espaco afim que é também um espaco
vetorial métrico no qual a norma induz a métrica. A definicao do [E? foi realizada no exemplo 3.5.
Um espaco Euclideano é aquele no qual as no¢des geométricas intuitivas de espaco, dimensao
e deslocamento em um sistema de coordenadas Cartesiano ou retangular? siao respeitadas, em
conjunto com as noc¢odes algébricas de vetores posicdao que ligam o origem do sistema com um
dado ponto do espaco e de vetores deslocamento que sao setas orientadas que ligam dois pontos
quaisquer no referencial. Por ser um espaco afim, o [E? identifica tanto “pontos” do espaco, os
quais podem ser ocupados por particulas, por exemplo, como “linhas orientadas”, que sao os
vetores posicao e deslocamento. Por ser também um espaco métrico, o comprimento de qualquer
segmento de reta pode ser obtido pela formula de Pitagoras, concordando assim com medidas
experimentas das posi¢coes e deslocamentos das particulas. As defini¢des realizadas no exemplo
3.5 para um espaco de dimensao 3 pode ser automaticamente generalizada para o E", o qual é
o espaco Euclideano de dimensao (finita) n.

Sobre o substrato algébrico/geomeétrico fornecido pelo espaco [E3, atribui-se agora a cada
ponto do mesmo um campo escalar ¢ = ¢ (r) = ¢ (z1,z2,23) ou um campo vetorial A = A (r) =
A (z1,29,23). Portanto, os campos escalares e os componentes dos campos vetoriais que perten-
cem a este espaco sdo funcgoes do vetor posicao

r==;6; =T €& + Tyey+ T3e3, (9.4)

ou se€ja,
A=A(r)=A(z1,22,23) = A; (1) é;.

2Ver figuras 3.1.
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Figura 9.1: (a) Rotagdo sobre o plano (z1,z2) (em torno do eizo x3) por um dngulo 0. (b) Rotagdo arbitrdria
de eixos em torno da origem do sistema de coordenadas. Pode-se observar que em ambos os casos as rotagdes
mantém a norma do vetor r invariante.

Em (9.4), o conjunto de vetores ortonormais { é;, &;, &3} forma uma base do espaco E3. Neste
caso, em se tratando de um sistema Cartesiano, emprega-se a base canoénica {é;, &, é3} =
{4,5,k}, onde @ = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1). Como é usual, assume-se que o sistema de
coordenadas Cartesiano é dextrdgiro, isto €, a base candnica obedece a relacao®

é; X é]‘ = €ijk ér. (95)

Algumas propriedades basicas de escalares e vetores que pertencem ao espaco Euclideano
frente a transformacées no sistema de coordenadas serdo brevemente discutidas agora. Em
seguida, esta discussao sera generalizada para tensores Cartesianos em geral.

A hipétese de que as quantidades fisicas apresentem propriedades matematicas bem de-
finidas frente a certos tipos de transformacdo de coordenadas impde limitacdes e exigéncias
importantes as leis fisicas. E necessario, portanto, discutir em algum detalhe as propriedades
de transformacao de algumas quantidades fisicas escalares ou vetoriais.

Alguns dos tipos mais importantes de transformacées de coordenadas para a fisica sao rota-
¢oes, reflexdo espacial ou transformagao de paridade e reversdo temporal. Ja para a relatividade
restrita, também sao fundamentais as mudancas entre diferentes referenciais inerciais, dadas
por uma translacdo entre os dois referenciais. Embora a rotagao seja o tipo de transformacéo
para o qual sera dado a maior atencao neste capitulo, € importante realizar também uma breve
discussao a respeito das outras transformacgoées.

9.2.1 ROTACOES

Uma rotacao no [E? é uma transformacao linear das coordenadas, realizada em torno de
um ponto fixo e de tal forma que a norma do espaco permaneca invariante. Este ponto fixo
usualmente € a origem do sistema de coordenadas e pode ocorrer sobre um determinado plano
(subespaco) de E? ou sobre todo o espaco. A figura 9.1 ilustra rotacoes de eixos sobre o plano
ou no espaco.

O caso particular ilustrado na figura 9.1a, onde € realizada uma rotacao do sistema de coor-
denadas sobre o plano em torno do eixo z3 por um angulo 6, sera considerado como referéncia
na discussao a seguir. As conclusées obtidas serdo entdo generalizadas para uma rotacéo ar-
bitraria dos eixos no [E3, representada na figura 9.1b. A discussao feita nesta ponto pode ser
entao facilmente generalizada para rotacdes em um espaco vetorial de n dimensoes.

O vetor posicao r € representado no sistema de coordenadas Cartesiano original por r = x; &;,
onde {1, z2, 23} sdo as componentes (ou projecdes) de » que constituem a sua representacéio

3Esta relacdo segue a definicdo de produto vetorial entre vetores do %3 dada em (3.7).
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no sistema de coordenadas R. Realizando entdo uma rotacao de eixos arbitraria, ilustrada na
figura 9.1b, o vetor posicao passa a ser, em principio, representado por

r' =uxlél,
onde {z}} sdo suas componentes no sistema de coordenadas R’ e { &;} so os vetores de base no
sistema rotado.

Atribuindo agora uma realidade fisica ao vetor posicao r, assume-se que o espaco € isotrépico;
isto é, nao ha direcado preferencial ou, em outras palavras, todas as direcdoes sao equivalentes.
Entao, o sistema fisico em estudo, para o qual uma lei fisica esta sendo aplicada fazendo-se uso
de quantidades vetoriais, ndo pode depender da orientacdo do sistema de coordenadas. Como
consequéncia desta exigéncia, necessariamente

v=r =& =a¢ (9.6)

Observando a figura 9.1a, percebe-se a seguinte relacdo imediata entre {&;, &;} e { &, &,}:

Al A A
é; =cosfé; +senfés

Al A A
éy, = —senf e + cosf és.

Generalizando para o caso de uma rotacao arbitraria dos eixos no E3, como ilustrado na
figura 9.1b, pode-se escrever, em geral,

& =S¢, (9.72)

onde {S;;} sdo os elementos da matriz de rotacéo S. No caso particular da rotacdo em torno de
x3, mostrado na figura 9.1a, esta matriz tem ordem 2 e seus elementos sao

_ (cosf —send
~ \senf cosf )’
ou seja, estes elementos dependem somente de um parametro (ou angulo) fixo.

Retornando ao caso geral, a relacdo (9.7a) pode ser escrita na forma matricial ao se definir as
seguintes matrizes coluna e linha

€1
R N X AT PPN
e = es |, e=e 2(616263)
és
para os vetores unitarios, sendo que os simbolos “7” ou “T” indicam a transposicdo da matriz.

Neste caso, a transformacao (9.7a) pode ser representada pela multiplicacdo matricial

em =e's, oue =Se.

Para uma rotacado em torno de um eixo, somente um angulo se faz necessario. Ja no caso
geral, € necessario pelo menos um angulo adicional, mas esta rotacdo arbitraria sempre pode
ser escrita em termos da matriz quadrada S de ordem 3, cujos elementos sao funcdes de um ou
mais parametros (angulos) fixos. Para se construir essa matriz de rotacdo S para o caso geral,
retorna-se inicialmente a figura 9.1a e define-se o cosseno diretor

. Al A .
Sji = €; - & = cosby;,

o qual € a projecdo do vetor &, sobre o vetor &;. Este cosseno diretor é simplesmente o cosseno
do angulo 6;; entre os vetores de base. Ou seja, pode-se escrever

Al A A N A
&) =cosfi1 &) + cosfa ey =cosfé; +senb ey

Al A A A A
€5 =cosfig €1 + cosfay ey = —senfd e + cosb és,

us

onde foi chamado 61, = 0 e, por consequéncia, o) = 5 — 0, o2 = 0 € 012 = 7 + 0, de onde resultam
as ultimas expressoes. Fazendo referéncia agora a figura 9.1b, observa-se que uma rotacao geral
do referencial R’ em relacdo a R pode sempre ser expressa em termos dos 9 cossenos diretores
{6;;}. Contudo, sera mostrado em seguir que somente 3 desses angulos sao independentes entre
si.
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A expressao (9.7a) descreve uma mudanca de bases na transformacao {é&;} — {é;} de um
sistema de coordenadas Cartesiano para outro, rotado em relacdo ao original. A transforma-
cao inversa { &;} — {&;} consiste na rotacdo inversa § — —f aplicada sobre a base { &;}; esta
transformacéo é escrita como

e; = (S l)ji e;, (9.7b)
onde S~! é a matriz de rotagido inversa.

O objetivo agora consiste em tomar a expressao para a mudanca de bases {&;} + { &;} para
se obter uma relacdo entre as coordenadas dos sistemas, ou seja, para escrever z; = z; ({z;})
ou z; = z; ({«}). Antes, porém, com o intuito de simplificar a notacao, introduz-se a matriz de
transformacao L tal que L = S~!. Introduzindo entéao as relacoes (9.7a,b) em (9.6), resulta

{é/i =), & = {I; = (577 = Lijz;
. /_
J

Ty = SUI; == (Lil)ij LE;

(9.7¢)

. . T ~
Cabe ressaltar agora que, definindo a matriz coluna r = (z1 22 #3) , as transformacoes de coor-
denadas acima podem ser representadas pelas multiplicacées matriciais

r=Lr, r=L"'r.

Levando em conta agora a exigéncia adicional de invariancia da norma do espaco Euclideano
E3, isto €, ||r|| = |||, resulta

/W)
Ty = T;T; = Til; = LijLikIjxk~

A identidade somente pode ser obedecida em geral se a seguinte condicao de ortogonalidade ¢
satisfeita:

LyiLij = 035 ou Ly Lji = 6;5. (9.8)

Comparando esta condi¢ao com a definicao da matriz inversa de L, L;; (L), = d;;, resulta que

L=! =L, sendo esta ultima a transposta da matriz L. A segunda expressdo em (9.8) é consequén-
cia disto. Portanto, as leis desejadas para a transformacao dos sistemas de coordenadas podem
ser escritas como

é

é;

A condicdo de ortogonalidade (9.8) também leva a seguinte classificacdo para a classe de
rotacoes executadas no sistema de coordenadas. Escrevendo (9.8) na forma matricial, sendo I3
a matriz identidade, e calculando o determinante, resulta

>

Li; & ' — Loz
RPN f 3% (9.9a)
L;

J
Al /
iej Z; :Lj,;xj.

LL = Iy => det (LE) = det (L) det ([) = [det (L))> = 1.

Classifica-se, entao,
det (L) = +1 ~ Rotacdes préprias

L. P (9.9b)
det (L) = —1 ~ Rotacdes improéprias.

Em (9.9b), uma rotacao prépria € aquela em que a transformacao R — R’ pode ser obtida por
uma sequéncia de rotacéoes infinitesimais. Ja uma rotacio imprépria corresponde a uma reflexao
dos eixos (transformacéao de paridade), seguida por uma rotacao propria.
A partir das relacdes de mudanca de bases (9.7a,b) e lembrando que a matriz L depende
somente de parametros fixos, as seguintes relacées também podem ser deduzidas,
Al A

N ~
ei—Lijej:>Lij— e,

%

R N . (9-9¢)
€e; :Ljiej 2[@1' = €; - ej

ox’
a:; = Lij.’L‘j — Lij = Ty
oo 8.’[]'

(9.9d)
’ (9331
T; = Ljil‘j - Lji = or

J
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Lembrando finalmente dos cossenos diretores, escreve-se L;; = &, - &; = cosf;; € entdo, a
partir da condicao de ortogonalidade (9.8), resultam as equacdes

LiiLyj+ LoiLoj + L3iL3; =0 (i # j, 4,5 = 1,2,3).

Ou seja, a condicdo de ortogonalidade implica em 6 equacdes distintas que relacionam os dife-
rentes valores de angulo.
Por conseguinte, dos 9 cossenos diretores, somente 3 angulos sao realmente independentes.
Uma das defini¢coées com frequéncia empregada para esses angulos sera discutida na se¢do 9.5.2.
A discussao recém realizada, sob o ponto de vista geométrico, acerca das propriedades das

matrizes de rotacao L e S (: I:) ja foi abordada nos exemplos 4.19, 4.20, 4.25 e 4.29 no contexto
de grupos de Lie. Ou seja, a matriz de rotacao L (propria ou impropria) € uma representacao do
grupo O (3).

Exercicio 9.1. Encontre a matriz L (3 x 3) que realiza a rotagao (prépria) de eixos representada
na figura 9.1a.

Solugdo. Usando os elementos da matriz S apresentados acima e sabendo que S = L= = L,
resulta

cost) —senf 0 _ cosf sen60
S=1senf cosf 0| =L=L=|—senfcosf0
0 0 1 0 0 1

Observa-se que a matriz L obtida correponde a representacao R® () € SO (3) derivada no
exemplo 4.30.

Com base na lei de transformacao (9.9a-e), € possivel agora realizar uma classificacdo das
quantidades fisicas de acordo com o seu comportamento frente a uma rotagdo arbitraria no
sistema de coordenadas adotado para representa-las.

Escalares (tensores de posto zero). Seja ¢ (r) uma quantidade fisica que, em geral, pode de-
pender da posicao de observacao da mesma em relacao a origem do sistema de coordena-
das, mas que nao é um vetor, ou seja, esta pode ser caracterizada por um unico numero. Se
¢ (r) for invariante frente a uma rotacao arbitraria do sistema de coordenadas, descrita pela
matriz L, entdo esta quantidade € denominada um escalar ou tensor de posto (ou ordem)
zero.

Exemplos de quantidades fisicas escalares sdo: massa, carga elétrica, potencial elétrico e
energia. Certos produtos escalares de vetores e divergentes de campos vetoriais também
sdo quantidades escalares.

Vetores (tensores de posto um). Seja A = A (r) = A; (r) é; uma quantidade fisica representada
por um conjunto de trés quantidades escalares {A; (r)} no E?, quando medidas em relacdao
ao sistema de coordenadas Cartesiano R. Ao se aplicar uma rotacao arbitraria R — R’ ao
sistema de coordenadas, descrita pela matriz L, as componentes desta quantidade fisica
passam a ser representadas por {4, (r)}. A quantidade A (r) é, entdo, um vetor ou um
tensor de posto um se e somente se a relacao equivalente a (9.9a), ou seja,

A} = LijA;, (9.10)

também se aplica entre suas componentes nos respectivos sistemas de coordenadas.

Posteriormente serdo apresentadas algumas quantidades fisicas vetoriais.

Tensores de posto (ou ordem) dois. Antes de se introduzir uma definicao formal de tensores,
sera feita uma breve mencao sobre tensores de posto dois, uma vez que estes aparecem
com frequéncia em problemas fisicos. A relacao constitutiva (Lei de Ohm) (9.2) mostra que
em um meio anisotrépico a relacdo entre os vetores J e E é determinada pela matriz de
condutividade {«;;}, a qual possui 9 elementos no E*. Esta matriz sera a representacdo de
um tensor de posto dois (tensor de condutividade elétrica) se e somente se, apos realizada
a transformacéo R — R’, quando seus elementos serdo entao transformados {a;;} — {aj;},
estes elementos se relacionarem por

/
aij = LiijgOékg.
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Além do tensor de condutividade elétrica, outros exemplos de tensores de posto dois sao o
tensor de campo eletromagnético e o tensor energia-momento, também denominado tensor
de stress de Maxwell.

Finalmente, pode-se também classificar rotacées e outras

transformacoes como passivas ou ativas. x, A
2

Transformacao passiva. Em uma transformacao passiva o sis-
tema fisico ¢ mantido inalterado e somente o sistema de co-
ordenadas € alterado. As rotacées ilustradas na figura 9.1
sdo exemplos de transformacoes passivas.

Transformacao ativa. J4 em uma transformaciao ativa, o refe-
rencial é mantido fixo e a transformacéao € aplicada ao sis-
tema fisico em estudo. A figura 9.2 ilustra uma rotacéo ativa
realizada sobre um sistema composto por duas cargas elé- 0
tricas interagentes.

Na secao seguinte sera realizada uma definicao formal de ten-
sores, partindo das leis de transformacao (9.9a-e) aqui deduzidas. Figura 9.2: Exemplo de wuma
Antes, porém, outros tipos de transformacoes serao brevemente transformacio ativa.
discutidos.

9.2.2 TRANSFORMACOES DE PARIDADE OU REFLEXOES

Uma transformacao de paridade, também denominada reflexéo espacial ou inversdo de pa-
ridade, € uma transformacao em que uma ou mais coordenadas do sistema de referéncia sao
invertidas, ou seja, x; - —z;. Uma reflexao espacial em um plano consiste em inverter o sinal da
coordenada normal ao plano, mantendo as coordenadas sobre o plano inalteradas. Assim, uma
reflexdo no plano z; — x5 consiste em realizar a transformacao

(5131,.%'2,.%'3) — (x1,l'27 _xS) .

Ja uma inversdo espacial ou transformacao de paridade é realizada invertendo-se os sinais
de todas as coordenadas do referencial, ou seja,

r—r =—r (9.11)
A matriz de transformacao para (9.11) pode ser escrita simplesmente como L;; = —d;;. Ou seja,
det (L) = —1, implicando que uma inversao espacial é sempre improépria.

Esta transformacao permite a definicao de uma nova classificacdo das quantidades fisicas
em funcao de seu comportamente frente a inversdes espaciais.

Escalares ou pseudoescalares. Dado o campo ¢ (7), esta quantidade é um escalar se permane-
cer inalterado frente a uma operacao de inversao espacial. Caso contrario, esta quantidade
€ um pseudoescalar.

Um exemplo de um pseudoescalar € obtido a partir do produto misto a - (b X ¢), desde que
a, b e ¢ sejam todos vetores polares, os quais serdo definidos a seguir.

Vetores polares ou vetores axiais (pseudovetores). Um vetor polar ou simplesmente vetor €
aquela quantidade A = A (r) que continua se transformando de acordo com a relacao
(9.10), mesmo quando realizada uma reflexdo espacial, ou seja, se

A— A ' =—-Aquando r — —r.

Um vetor axial ou pseudovetor é aquela quantidade B = B (r) que frente a uma transfor-
macao de paridade comporta-se como

B - B =B.

Um exemplo de um vetor axial € obtido partindo-se de dois vetores polares a € b € obtendo-
se o vetor c a partir de ¢ = a X b. Neste caso, o vetor ¢ € um pseudovetor.
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Tensores ou pseudotensores. As propriedades de transformacio de tensores de posto N arbi-
trario podem ser deduzidas facilmente se estes sdo puderem ser construidos a partir de
produtos de vetores polares e/ou axiais. Se for realizada uma transformacao de paridade
sobre um tensor de posto N e este se transformar com o fator (—1)", entéo este é denomi-
nado um tensor verdadeiro ou simplesmente tensor. Contudo, se a inversao espacial levar
ao fator (—I)N *1 entao este é denominado de pseudotensor de posto N.

9.2.3 REVERSAO TEMPORAL

Um outro tipo de transformacao relevante aos sistemas fisicos é a transformacédo de reversdao
temporal t — t' = —t. Embora esta transformacdo nao se aplica a sistemas descritos pela
mecanica newtoniana, na qual a dependéncia temporal no comportamento do sistema fisico é
considerada de forma distinta da sua dependéncia espacial, mesmo assim é importante que esta
seja discutida.

As leis basicas da fisica comportam-se de maneira bem determinada frente a inversao no
sentido de evolucao do tempo, e esse comportamento permite classificar as quantidades fisicas
como pares ou impares frente a uma reversao temporal.

Transformacéo par. Uma determinada quantidade fisica é par frente a uma reversao temporal
se a lei fisica que a determina nao muda de sinal frente a transformacao ¢t — ¢’ = —t.

. . - .~ t——t
Um exemplo simples de uma quantidade par é o vetor posicdo, r —— r. Um outro vetor
par € a aceleracao de uma particula, pois

d2’!’ t—s—t d2’l°

- T
4= e e

= a.

Transformacao impar. Uma quantidade fisica é impar frente a uma reversao temporal se a lei
fisica que a determina muda de sinal frente a esta transformacao.

Um exemplo de quantidade impar ¢ o momentum de uma particula, pois (para massa

constante)
dr t——t dr
=m—— ———> —Mm— = —p.
P=m at P

As propriedades de algumas quantidades fundamentais na mecanica classica e no eletro-
magnetismo frente as transformacodes discutidas nas secoes 9.2.1 — 9.2.3 sao apresentadas na
tabela 9.1.

As definicoes e o comportamento das quantidades fisicas frente a transformacdes passivas
do sistema de coordenadas, discutidos nesta secdo, serdo desenvolvidos em maiores detalhes
nas secoes posteriores. Para esta discussado aprofundada acerca dos tensores Cartesianos, sera
considerada de forma preponderante a transformacao de rotagao (prépria) do sistema de refe-
réncia.

9.3 TENSORES CARTESIANOS

Nesta secao serdo realizadas definicées um pouco mais rigorosas dos campos escalares, ve-
toriais e tensoriais e suas propriedades sob tranformacédes em geral. A discussao ainda estara
restrita aos chamados tensores Cartesianos. Esta restricdo sera posteriormente eliminada na
secao 9.7.

Uma vez que os campos de interesse na fisica dependem de forma continua nas coordenadas
do vetor posicao, sera realizada inicialmente uma breve discussao a respeito de espacos funci-
onais e suas classes. Essa discussio servira como uma continuacio a definicido 2.22 de uma
funcao.

9.3.1 ESPACOS FUNCIONAIS

Um espaco funcional é formado por um conjunto de fungées f : X — Y (definicdo 2.22) de
um determinado tipo ou classe, que estabelecem um mapeamento do conjunto X ao conjunto
Y.
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Tabela 9.1: Propriedades de transformacdo de algumas quantidades fisicas na mecdnica cldssica e no eletro-
magnetismo.

Rotacao (posto Inversao Reversao

Quantidade Fisica do tensor) Espacial Temporal

Mecanica Classica

Posicao T 1 Polar Par
Momentum linear p 1 Polar Impar
Momentum angular L=rxp 1 Axial Impar
Forca F 1 Polar Par
Torque T=rXF 1 Axial Par
Energia Cinética p?/2m 0 Escalar Par
Energia potencial U(r) 0 Escalar Par
Eletromagnetismo
Densidade de carga p(r) 0 Escalar Par
Densidade de corrente J(7) 1 Polar Impar
Campo elétrico E(r) 1 Polar Par
Deslocamento elétrico D (r) 1 Polar Par
Polarizacao P (r) 1 Polar Par
Inducdo magnética B (r) 1 Axial Impar
Campo magnético H (r) 1 Axial Impar
Vetor de Poynting S=ExB 1 Polar Impar
Tensor de stress Tij 2 Tensor Par

Este conjunto de funcées € denominado um espaco porque em muitas aplicacdes de inte-
resse para a fisica esse conjunto forma um espaco topoldgico* (incluindo espacos métricos®), um
espaco vetorial,® ou ambos. Por exemplo, o conjunto de todas as transformacdées lineares” (ou
funcoées) do espaco vetorial ¥ ao espaco vetorial % sobre o mesmo corpo K €, em si mesmo, um
espaco vetorial sobre o corpo K.

Alguns exemplos relevantes destes espacos funcionais sao:

® Cla,b], o conjunto de todas as funcdes reais f : R — R continuas no intervalo (fechado)
[a,b] C R.

® (" [a,b], o conjunto de todas as fungoes reais que sao continuas até a derivada de ordem r
no intervalo [a,b] C R.

* Co (R), o conjunto de todas as fung¢des reais continuas que sao nulas no infinito.
C" (R), o conjunto de todas as funcoes reais que sdo continuas até a derivada de ordem r.

* C>* (R), o conjunto de todas as funcgdes reais que possuem derivadas em todas as ordens.
Estas funcoes também siao denominadas de funcées suaves.

* [ ]a,b], o conjunto de todas as fungoes reais cujo valor absoluto é integravel no intervalo
[a,b] C R.

* [5]a,b], o conjunto de todas as funcdes reais quadraticamente integraveis no intervalo
[a,b] C R.

A partir desta definicdo de espacos funcionais é possivel prosseguir com a definicao de cam-
pos tensoriais em geral. Inicialmente serdo tratados os campos escalares e vetoriais, os quais
serao em seguida generalizados.

9.3.2 TENSORES CARTESIANOS DE POSTOS ZERO E UM

Nesta secdo serdao apresentadas as definicoes dos campos escalares e vetoriais, bem como
suas propriedades de transformacao.

4Definicio 3.40.
5Definicao 3.35.
6Capitulo 3.
7Secio 3.4.
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Sejam os conjuntos R™ e C", respectivamente formados pelos produtos Cartesianos® de R ou
C consigo mesmos n — 1 vezes. Uma regidao 2 de R"” ou de C" consiste em um subconjunto dos
mesmos que €é nao vazio, aberto e conectado.? O subconjunto ) é uma regid@o fechada se este
contiver o fecho do mesmo, isto €, seus pontos-limite. Esta definicdo de regido de um conjunto
numeérico pode ser imediatamente estendida para referir a subconjuntos de qualquer estrutura
mais complexa, como corpos, espacos vetoriais ou espacgos afim.

Nas definicoes a seguir, os campos escalares e vetoriais sdo definidos sobre espacos vetoriais
Euclideanos.!® A generalizacdo para espacos ndo Euclideanos sera apresentada na secdo 9.7.

Definicao 9.1 (Campo escalar). Seja U C [E" uma regidao do espaco Euclideano E™ de dimenséao
n. Um campo escalar ¢ da classe C" sobre U € o mapeamento

¢o: Ur— K

sobre o corpo K, o qual atribui a cada ponto r = (x1,22,...,2,) € U a funcio ¢ = ¢(r) =
o (z1,22,...,2,) €C"(U).

Nas aplicacoes para a fisica, usualmente K = R ou C. Alguns dos exemplos mais conhecidos
de campos escalares:

* Campos potenciais, tais como o potencial escalar elétrico ou o potencial escalar gravitacio-
nal.

¢ Em hidrodinamica, temperatura, humidade e pressdo também sao descritos como campos
escalares.

* Na teoria quantica de campos, os campos escalares sdo atribuidos a particulas de spin O.

Ja um campo vetorial é apresentado desde as
disciplinas basicas de fisica e matematica como
um conjunto de setas orientadas, tangenciais as li-
nhas de for¢ca oriundas do(s) agente(s) que gera(m)
o campo. Um exemplo tipico de visualizacdo de um
campo vetorial é apresentado na figura 9.3. Duas
cargas elétricas pontuais geram o campo elétrico
representado em alguns pontos da figura como se-
tas orientadas que sdo tangenciais as linhas de
forca. Uma terceira carga elétrica posicionada em
qualquer ponto do espaco ira sentir uma forca elé-
trica cuja direcao sera paralela a reta tangente a
linha de forca nessa posicao.

A aparente simplicidade desta concepcao visual
do que é um campo vetorial esconde uma com-
plexidade intrinseca devido ao conjunto de objetos  Figura 9.3: Visualizacio das linhas de forga de um
matematicos distintos envolvidos e nas suas inter- gipolo elétrico e do campo elétrico resultante em
relacoes. alguns pontos particulares.

Um campo vetorial € composto por vetores, que
sdo os componentes de um espaco vetorial. Observando com atencdo a definicdo do que é
um espaco vetorial, realizada na secao 3.1, nota-se que os vetores sido, estritamente, objetos
algébricos, i. e., ndo lhes é atribuida a priori nenhuma estrutura geométrica ou analitica.

Porém, um campo vetorial também possui uma concepcao geométrica inerente, uma vez que
o campo se distribui no espaco a partir do(s) agente(s) gerador(es). Além disso, para o seu
calculo, o campo vetorial também necessita de um sistema de referéncias, com uma escala de
medidas bem definida. Por isso, um campo vetorial também deve ser um tipo de espago métrico
(definicao 3.35).

A estrutura matematica que estabelece a interrelacao entre um espaco vetorial e um espaco
métrico é o espaco afim (definicdo 3.46), o qual estabelece de forma rigorosa os conceitos de
vetores posicao e deslocamento, os quais localizam os pontos do espaco métrico através de setas

Visualizing the Electric Field of a Dipole

~ Force Is parallel
—___ tofield vectors

8Definicao 2.27.

9Um conjunto ou espaco conectado é um espago topolégico que nido pode ser formado pela unido de dois ou mais
subconjuntos nao vazios disjuntos.

10Ver exemplo 3.5.
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orientadas que partem da origem do sistema de coordenadas. Qualquer transformacdo de um
ponto do espaco a outro é entdo realizada pelo vetor deslocamento, o qual € uma seta orientada
que parte do primeiro a termina no segundo (nesta secido serdo considerados campos vetoriais
sobre o espaco vetorial Euclideano E", exemplo 3.5).

Finalmente, sobre cada ponto do espaco [E" localizado pelo vetor r sera atribuido um vetor
do campo vetorial, vinculado a esse ponto. Esse vetor tera a caracteristica adicional de possuir
uma topologia, i. e., os conceitos de limite e continuidade sao supostos validos em relagoes aos
vetores do campo em pontos da vizinhanca imediata de r, de tal forma que seja possivel realizar
operacdes do calculo infinitesimal (derivagdes ou integracdes), pelo menos na vizinhanca do
ponto.

Definicdo 9.2 (Campo vetorial). Seja E" = (E",%") o espaco vetorial Euclideano e seja U C E"
uma regido deste espaco. Seja ™ um espaco vetorial sobre o corpo K de dimensao n, o qual
pode ser o espaco real Z" ou o espaco complexo ¢ (definicées 3.3 e 3.4). Um campo vetorial A
da classe C" sobre U é o mapeamento

A:Uw— ",
o qual atribui a cada ponto r = (z1,...,z,) € E" a funcdo vetorial
Ar)=A(xy,...,xn) = (A1 (r), Ax(r),..., Ay (7)) € T,
para a qual cada componente € o campo escalar
Ap(ryecC"(U), Vk=1,...,n.

O conjunto de todos os campos vetoriais da classe C" (U) sobre U é denotado por A" (U).
O conjunto de todos os espacos vetoriais da classe C*> (U) sobre U € denotado por 2> (U) ou
simplesmente por 2 (U).

Retomando entdo as definicdes e consideracdes realizadas na secao 9.2.1, serao impostas
agora condicoes adicionais as componentes de um campo vetorial. A quantidade A (r) = A; (r) &;
é um vetor ou um tensor Cartesiano de posto (ou ordem) um de um campo vetorial se e so-
mente se suas componentes comportam-se frente a uma rotagao do sistema de coordenadas de
acordo com as relacdes (9.9a-d) e (9.10), repetidas aqui juntamente com a respectiva transfor-
macao inversa,

!/
Al =LijjA; = gzx;Aj (9.12a)
A, =LA = 0zi 4 (9.12b)
T el

uma vez que a matriz de rotacao é ortogonal, de acordo com (9.8).

Exercicio 9.2. Considere a matriz de rotacdo L obtida no exercicio 9.1, a qual executa uma
rotacao passiva de R por um angulo 6 em torno de z3. Verifique se as triplas ordenadas v (r) =
(v1 (7),v2 (1), vs (7)), dadas por

(v (r) = (22, —a1,23)  (i)v(r) = (e2,01,23) (i) v (r) = (27,23, x3)
correspondem a campos vetoriais no E3.

Solugéo. Dada a matriz
cosf senf0
L= —senfcosfO0],
0 0 1

como o eixo z3 nao € transformado pela rotacao, este ndo precisa ser considerado. Por outro
lado, de acordo com a relacéo (9.9a), z} = L;;z;, ou seja,

xy = Lyjxj = x1cos0 + zosen b

xh = Lojr; = —xq1senf + x5 cosb.

Tripla (i). As componentes de v (r) sd0 vy (r) = z2, v2 (r) = —x1 € v3 (r) = z3.
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Se esta tripla realmente é um vetor, entdo espera-se que suas componentes se transformem
como

v — v] = 25 = —x1 senf + x5 cos

vy — vy = —x] = —x1 cosf — xasend.
Para verificar se isto ocorre, aplica-se a relacao (9.12a), ou seja, v, = L;;v;, de onde se obtém

v’l = wvycosf +vysen = xocosl — xqsen

vy = —vysenf + vs cos = —wgysend — 1 cosd.

Como ambas as expressoes sdo as mesmas, a quantidade v = (z9, —z1,23) de fato € um vetor.
Tripla (ii). As componentes desta tripla devem se transformar como

b= —x1senf + xg cos b
| =1 cosf + xasen .

Verificando, de v; = L;;v; obtém-se

v] = v cosf + vosend = xo cos b + 1 sen d

vy = —vy senf + vy cos @ = —xg sen d + xq cos b,

as quais sao distintas das expressoes acima. Portanto este objeto nao € um vetor.
Tripla (iii). Para este objeto, basta verificar que a primeira componente,

’ 72 2 2 2 2
vy = (2})” = x7 cos” 0 + x5 sen” 6 + 2x125 sen d cos 0

nao satisfaz a condicao, uma vez que deveria resultar

v} = vy cosf + vy send = x? cos @ + x3 sen 6.

Portanto, este objeto também nao € um vetor.

Um vetor, portanto, € um tensor cujos componentes sao identificados com um tnico indice,
por enquanto posicionado somente na posicao inferior (subscrito). Os componentes deste tensor
devem se alterar, frente a uma rotacao do sistema de coordenadas, de acordo com as relagoes
(9.12).

Ja um campo escalar ou, simplesmente, um escalar, por sua vez, € descrito por uma tnica
funcao ¢ (r) e, por esta razao, é também denominado um tensor de posto zero, pois nao necessita
de indices para identificacdo de componentes. Por conseguinte, um objeto matematico somente
sera classificado como um escalar se este for invariante frente a rotacao do referencial.

Objetos escalares também podem ser contruidos a partir do produto escalar de dois vetores.
Sendo A (r) e B (r) dois vetores quaisquer, entdo, usando (9.12a) e (9.8),

(b (’I") =A-B RLR/) d)/ (’I") = Al . B, = LijLikAjBk' = Aij = (ZS (T‘) .
Esta propriedade possui aplicacées fisicas importantes, pois diversas quantidades escalares
como trabalho, energia potencial e densidade de energia nos campos eletromagnéticos sdo obti-
das a partir de produtos escalares de vetores. Estas propriedades sao, respectivamente, propor-
cionaisa F -dr,qE -dr, D-Ee B- H.
Outra maneira de se obter um escalar a partir de um vetor € através do operador divergente.
Se A (r) é um vetor, entao

6(r)=V A=

OA; RoR o (1) = 0A;\ 04
ox; "= dx; )~ ozt

3

Levando em conta agora que deve existir uma lei de transformacéao z; = z; ({z,}) bem definida,
pode-se usar a regra da cadeia e escrever, usando (9.9d), (9.12a) e (9.8),
_ Ox; 04

04r _ 04, _
&L‘j_ﬁxj_

¢ (r) = LijLi ¢ (r).
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De forma reciproca, é possivel obter-se um vetor a partir de um escalar. Uma maneira de
realizar este feito consiste na aplicacdo do operador gradiente sobre um campo escalar ¢ (r),
resultando assim 96

0%—

Dada a lei de transformacao z; = =z; ({«/}), emprega-se a derivacdo em cadeia, realiza-se a
mudanca de base {&;} — { &;}, e, empregando (9.9d), resulta

o ., _ 09

~ 5 €L = 7€
oz, F T ox Y

A(r)=V¢=

é;.

ox’;
500 el = LiLi

AW = o o

a qual € justamente a expressdo para o vetor A’ = V'¢ no referencial R’.

9.3.3 TENSORES CARTESIANOS DE POSTO DOIS OU SUPERIOR

Seguindo na discussao iniciada na secao 9.2.1 acerca de tensores de posto dois, a definicao
prévia entao realizada sera agora generalizada.

Tensores sao objetos geométricos que estabelecem relacoes lineares entre vetores, escalares
e outros tensores. Um exemplo que ja foi empregado é o tensor de condutividade (9.2) que
relaciona o campo elétrico com o vetor densidade de corrente elétrica.

Um tensor pode ser representado por uma matriz multidimensional de valores numeéricos.
O posto ou ordem de um tensor é a dimensio da matriz necessaria para a sua representacao.
Desta maneira, um escalar € um tensor de posto zero e um vetor € um vetor de posto um.

Por expressar uma relacao entre vetores, a representacao empregada para um tensor ira
depender da base do sistema de coordenadas e do referencial empregado. Grande parte dos
tensores empregados na fisica estabelecem relacdes entre objetos definidos no espaco vetorial
Euclideano E™ usando uma base ortonormal. Estes sdo usualmente denominados de tensores
Cartesianos.

Definicdao 9.3 (Tensor Cartesiano). Um tensor Cartesiano é aquele tensor cuja representacao é
obtida a partir de uma base ortonormal do espaco vetorial Euclideano E™, no qual € empregado
o sistema Cartesiano de coordenadas. O numero de indices necessario para identificar todos os
seus componentes determina o posto ou a ordem do tensor.

Da mesma maneira como foi argumentado para vetores na secao 9.2.1, o tensor como uma
entidade fisico-matematica deve permanecer invariante frente a uma transformacao no sistema
de coordenadas. Esta exigéncia fundamental estabelece simultaneamente a lei de transforma-
cado de seus elementos ou componentes, bem como a propria definicao de um tensor de um
determinado posto. Sera apresentada primeiro a definicdo de um tensor do posto dois.

Definicao 9.4 (Tensor Cartesiano de posto 2). Seja [E® o espaco vetorial Euclideano de dimen-
sdo 3 e & = { &, é9, é3} uma base ortonormal do mesmo. Seja T [é] a matriz quadrada 3 x 3 cujos
elementos T;; [é] estdo representados na base é. Seja também a transformacao de coordenadas
é — &', em conjunto com a transformacio inversa & — &, tais que

) . or) | ) . o ,
e/':Lijej: v ei:le-e/.: el

— €, é..
A J ]
O0x; ox’;

Se os elementos da matriz T [é] se transformarem frente as transformacoes é <+ &' de acordo com
a lei de transformacao

/ !
8.%1- axj

T!. = LinL ;¢ The = 9.13

i wLyelhe = 50 a5, T ( a)
ox; Ox;

Tij = LiiLoj Ty, = 87:;667;@ > (9.13b)

entdo a matriz T [é] representa um tensor Cartesiano de posto dois.

Da mesma maneira como foi realizado com vetores, os indices que identificam os distintos
componentes do tensor estdo na posicao inferior. Posteriormente, no contexto de tensores ge-
neralizados, sera permitido o posicionamento de indices tanto na posicao inferior (subindices)
quanto na superior (superindices). Isto sera discutido na secao 9.7.

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 01/2013 Impresso: 19 DE MARCO DE 2025



caritTuLo 9. Algebra e Andlise Tensoriais | 337

Como a extensao logica da definicdao 9.13, considera-se agora uma matriz T [é] de n dimen-
soes, isto €, a colecao de 3" quantidades identificadas pelo simbolo Tj},..., [é], 0 qual contém n
indices. Entao, a seguinte definicao € realizada.

Definicao 9.5 (Tensor Cartesiano de posto n). Seja [E® o espaco vetorial Euclideano de dimen-
sdo 3 e é = { é;, é3, &3} uma base ortonormal do mesmo. Seja T [é] a matriz cujos elementos

Tiyiy..in €], (1,02, 00 = 1,2,3)

estao representados na base é. A matriz T [é] representa um tensor Cartesiano de posto n se e
somente se suas coordenadas se transformarem de acordo com a lei de transformacéao

! ! /

Oz}, Oz, ox;

= np 9.14a
ale aajjz axjn Sz ( )

Tiliz...in - L1131L12J2 e LannTJUzu-Jn

Tl]” :leile2i2"‘LjninT/' i2eedn - S ST i
v in " 9192 Jn 83’,‘/- ax/_ 8%"- J1J2---In
J1 J2 In

(9.14b)

Obviamente, a definicao (9.14) contém os tensores de ordem zero, um e dois como casos
particulares.

Uma das desvantagens das definicoes 9.4 e 9.5 esta no fato de nao ser evidente a invariancia
do tensor frente a transformacao de coordenadas. Embora essa invariancia possa ser demons-
trada, é interessante apresentar também uma definicio mais moderna, a qual independe do
sistema de coordenadas e da base adotados para representar o tensor.

A definicdo a seguir interpreta um tensor de posto n como uma _forma multilinear'! que realiza
a projecao do produto Cartesiano 7" do espacgo vetorial ¥ sobre o corpo subjacente K.

Definicao 9.6 (Espaco tensorial (Cartesiano)). Seja ¥ um espaco vetorial sobre o corpo K.
Seja
Y=Y X x YV
————
n vezes

o produto Cartesiano de ¥. A forma multilinear
T: 7V"+— K

¢ denominada um tensor Cartesiano sobre ¥. A poténcia n do produto »™ determina o posto
do tensor. Conjunto de tensores sobre ¥ podem formar espacos vetoriais denominados espacos
tensoriais Cartesianos.

Retornando agora a discussao feita na pagina 333 sobre a concepc¢ao intuitiva de um campo
vetorial, dado o espaco Euclideano, sobre cada ponto do mesmo atribui-se um tensor Cartesiano,
cujos elementos sado continuos e diferenciaveis, de tal forma que seja possivel a aplicacao de
operadores integro-diferenciais sobre os mesmos.

Antes de se realizar a definicao de um campo tensorial, é necessario definir um campo vetorial
generalizado.

Definicdo 9.7 (Campo vetorial generalizado). Seja E™ = (E™,#™) o espaco vetorial Euclide-
ano de dimensao m e seja U C E™ uma regiao deste espaco. Sejam A; (r),As(r),..., A, (r) um
conjunto de n campos vetoriais de dimensao m e da classe C” (U). Um campo vetorial generali-
zado de ordemn e da classe C" sobre U é a m™-upla ordenada

ﬂ('f‘) = (A11 (T‘),...,Alm(r),Agl (T‘),...,Aij (r),...,Anm(r)),
formada pelos campos escalares {A4;; (r) € K, Vi=1,...,nej=1,...,m}.

Definicdo 9.8 (Campo tensorial Cartesiano). Seja E™ = (E™,%™) o espaco vetorial Euclide-
ano de dimensao m e seja U C E™ uma regiao deste espaco. Seja 7 (r) um campo vetorial
generalizado de ordem n e da classe C" (U). Sendo

Til...,in(r)a (2]21,,7’77,,]:1,,71),

uma componente deste espaco vetorial, se para todos {ij,...,i, =1,...,m} esta componente se
transformar como um tensor Cartesiano de posto n (equacdes 9.14) frente a uma transformacéao
de coordenadas em E™, entao .7 (r) forma um campo tensorial Cartesiano de posto n e da classe
C" sobre U.

11Ver definicio 3.12.
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Serao apresentados agora alguns exercicios referentes a campos tensoriais.

Exercicio 9.3. Mostre que os componentes da matriz

JZ% —T1X9
T - 2
—T1T2 xrq

formam um tensor de posto 2 frente a uma rotacido dos eixos coordenados.

Solugdo. Dadas as relagoes entre as coordenadas =] = x; cosf + xasenf e xh, = —x1 senf + x5 cosf,
espera-se que

b (@) —aia
— 2! (m/ )2
172 (T
B (—x1 sen 6 + x5 cos §)? (21 cos + xosen ) (x1 send — x5 cos h)
~ \(z1 cos@ + zysen ) (xq sen @ — x5 cos ) (21 cos 0 + x4 sen )° '

Para verificar, emprega-se a lei de transformacéao (9.13a), resultando

T}, = 22 cos? @ — 2x1x9sen f cos O + x2 sen” 0
T}, = —x2senf cosf — x125 cos? § + x1x9 sen? @ + x2 sen 6 cos 0
/ot
Ty =Tiy
Ty = x2sen’ 6 + 2 0 cosd 2 cos? 0
99 = T5sen” bt + 2xyxosen b cost + xycos” 0.
Ou seja, as expressoes para os componentes siao idénticas, o que confirma que T é de fato um
tensor de posto 2.

Exercicio 9.4 (Simbolos de Kronecker e Levi-Civita). Mostre que os simbolos de Kronecker
(0;;) e de Levi-Civita (e;;,) apresentados na secao 9.1.2 sao, na verdade, tensores de postos dois
e trés, respectivamente, sob o ponto de vista de rota¢cdes préoprias no espaco.

Solucdo. Dados os simbolos J;; € €;;;, definidos conforme € descrito na secdo 9.1.2 em um de-

terminado sistema de coordenadas. Se estes objetos forem realmente tensores, respectivamente

de segunda e terceira ordens, entdo a aplicacao da lei de transformacéao geral (9.14) a ambos ira

gerar outros tensores que possuem as mesmas propriedades no outro sistema de coordenadas.
Verificando esta propriedade para a delta de Kronecker, de (9.14) e (9.8) resulta

0i; = LitLjmOkm = Lix L, = dij.

Ou seja, a lei de transformacao R — R’ gera um simbolo de Kronecker §;; que possui os mesmos
componentes do sistema original. Portanto, J;; transforma-se da maneira esperada para um
tensor de posto dois.

Verificando agora para o simbolo de Levi-Civita, novamente de (9.14) resulta

/
€ijk = LimLjnLie€mne.-

Emprega-se agora a seguinte férmula para o calculo do determinante de uma matriz quadrada
de ordem 3: sendo A uma matriz qualquer, entao

det (A) €k = AimAjn Are€mne- (9.15)

Substituindo na expressao acima os elementos de A pelos respectivos elementos da matriz de
transformacao L, resulta entdo que

€2jk = det (L) €ijk-
Portanto, de acordo com (9.9¢), se a transformacao realizada em R for prépria, como € o caso de
uma rotacao dos eixos, entao, ¢;;; = €;;; € 0 simbolo de Levi-Civita satisfaz a lei de transformacao.

Exercicio 9.5. Mostre que o tensor de stress de Maxwell, definido por
1
Tij = € EZEJ —+ C2BiBj — 5 (E . E =+ C2B . B) 5ij N
sendo E e B respectivamente os campos elétrico e de inducao magnética, ¢, a constante de

permissividade elétrica do vacuo e ¢ a velocidade da luz no vacuo, € realmente um tensor de
posto dois.

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 01/2013 Impresso: 19 DE MARCO DE 2025



caritTuLo 9. Algebra e Andlise Tensoriais | 339

Solugdo. Como ¢ € ¢ sdo escalares e E e B vetores por hipétese, entdo na transformacao R — R/,
E; = L;;E;, B; = L;;B e E-E e B-B também sao escalares. Portanto, se 7;; € um tensor de
posto 2, entao este deve satisfazer (9.13),

T1/j = sz ijTk'm

=€ [Ll-ijmEkEm +?LijLjmByBy, — = (E+ E+ B - B) Li,LjSm

| =

1
=€ [E;E; + BB~ 5 (E'-E'+ B+ B') 5

Ou seja, T;; possui a mesma estrutura em qualquer sistema de coordenadas.

Um comentario final importante se refere a simbologia utilizada para representar um tensor
de posto N. Um tensor de posto 2 pode ser representado naturalmente por uma matriz; assim,
se o conjunto {7;;} compreende os 9 componentes de um tensor deste posto, este pode ser
representado coletivamente por T a qual € a notacao empregada neste texto para uma matriz
geneérica.

Contudo, tensores de postos mais altos ndao podem ser representados por matrizes. Assim, se
{T;1} contém os 27 componentes de um tensor de posto 3, este pode ser representado de forma
genérica como 7, sem mostar explicitamente o seu posto.

A notacao introduzida acima sera empregada para representar um tensor genérico, quando
o seu posto nao for importante. Esta notacao permite também tratar o tensor como um objeto
geométrico genérico, onde nao € feita mencéo do sistema de coordenadas em particular onde
seus componentes sao calculados.

Assim, o tensor 7 tem os seus componentes dados por {T;;;} no sistema de coordenadas R, ao
passo que os componentes do mesmo tensor no referencial rotado R’ sao dados por {Ti’j »}. Desta
forma, o tensor pode ser representado de uma maneira semelhante aos operadores diferenciais
gradiente (V), divergente (V-) e rotacional (V X), cujos simbolos sdo os mesmos, independente
do sistema adotado. Esta notacao sera aplicada na proxima secao.

9.4 ALGEBRA TENSORIAL

Como os tensores consistem em extensoes logicas dos conceitos de vetores e matrizes, €
natural que as regras algébricas impostas a estes objetos sejam equivalentes aquelas aplicadas
as estruturas mais simples citadas, e se reduzam a estas regras como casos particulares. Estas
regras de algebra serao discutidas nesta secao.

9.4.1 ADICAO DE TENSORES

A adicao (e também a subtracao) de tensores € definida naturalmente como a extensao légica
das adicoes de vetores e matrizes. Para que esta generalizacao tenha sentido, contudo, deve-
se impor como condicao necessaria que todos os tensores sendo adicionados tenham o mesmo
posto.

Se {T;;...} € {Ui;...} sdo os componentes dos tensores 7 e U, ambos de posto N, entdao a
soma e a diferenca destes geram, respectivamente, os tensores S € D de mesmo posto, cujos
componentes sdo dados por

Sij---r = Tijmr + Uij---'r‘
Dij..h = Tyjocr — Usjor.

Estas operagdes podem ser representadas de forma genérica como S =T +U e D =T — U,
respectivamente.

9.4.2 SIMETRIA E ANTISSIMETRIA

E simples demonstrar que, se {T};..x} sdo os componentes de um tensor, entao o conjunto de
funcées obtido pela permutacao de quaisquer dois indices do conjunto original, ou seja, {Tj;...k },
também sera um tensor. Contudo, este tensor nao ira apresentar, em geral, uma simetria bem
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definida frente a permuta quaisquer dois de seus indices. Somente uma classe particular de
tensores apresenta tais propriedades.

Restringindo inicialmente a discussao para tensores de posto 2, dado o 7, cujos componentes
sdo {T;;}. Se suas componentes apresentarem uma simetria bem definida frente a troca ¢ <> j,
esta pode se manifestar de duas maneiras:

se T;; =Tj; ~ tensor simétrico;
se T;; = —T}; ~ tensor antissimétrico.

Embora um outro tensor U nao necessariamente apresente propriedades de simetria bem
definidas, este sempre pode ser escrito como uma combinac¢io de suas partes simétrica e antis-
simétrica através da identidade

1 1
Uij =5 (Uij + Uji) + 3 (Ui = Uji) s
sendo que o primeiro termo a parte simétrica de U;;, enquanto que o segundo termo € a sua
parte antissimétrica.
Considerando agora um tensor de posto N qualquer, seja {7};...-} 0 conjunto de componentes

de T. Se este tensor apresentar propriedade de simetria, entdo ha duas possibilidades:
T/,‘,j/g...r = Ljik---ry Tijk---r = Tk¢j,j...7«, etc
¢é simétrico com respeito aos indices i e j ou i e k, etc; ou,
Tijker = —Tjieor, Tijo.ow = —Tpji..r, €C

¢é antissimétrico com respeito aos mesmos indices.
Da mesma maneira, um tensor genérico U pode sempre ser escrito como uma combinacéo de
suas partes simétrica e antissimétrica, frente uma permutacao de dois indices quaisquer, como

1 1
Uvi,jk:---r = 5 (Uijk-”r + U]Lkr) + 5 (Uvzjk:r - U]Lkr) y
ou 1 1
Uz’jk---r = 5 (Uz’jk--~r + U]s‘ji“"l") + 5 (Uz’jk-nr — Uls‘ji~~-r) R
etc.

A separacao de tensores ou operadores em suas partes simétrica e antissimétrica € de ex-
trema importancia em diversas disciplinas, tais como mecanica e eletromagnetismo de meios
continuos e mecanica quantica.

9.4.3 TENSORES HERMITIANOS OU ANTI-HERMITIANOS

Uma propriedade adicional relacionada a tensores de posto dois e cujas componentes sao
funcées analiticas complexas € a hermiticidade dos mesmos.

Usualmente representados por matrizes, tensores de posto dois também sao Hermitianos ou
anti-Hermitianos se apresentarem simetria frente a operacao de conjugacao Hermitiana, defi-
nida da seguinte maneira. Seja A uma matriz quadrada cujos elementos {4;;} sao complexos. O
seu Hermitiano conjugado ou adjunto, denotado por Af, é obtido a partir da conjugacao complexa
dos elementos da matriz transposta, isto é€,

AT _ (A*)T _ (AT)* ,
sendo que os elementos de AT sdo dados por

T A%
(A )ij - Aji'
Como € sempre possivel usar uma representacao matricial para um tensor de posto dois, em
muitas aplicacoes fisicas € aplicada a operacao de conjugacao Hermitiana ao mesmo.

Da mesma forma como € definido para matrizes, portanto, um tensor de posto dois A é
Hermitiano ou autoadjunto se satisfaz a propriedade

A=A
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Por outro lado, este tensor € anti-Hermitiano se
A=-A

E possivel entdo definir as partes Hermitiana e anti-Hermitiana de um tensor .A respectiva-
mente por

n_ 1 t
A =2 (A+ A )
aH __ i _ T
AT = 2 (A A ) :
Desta forma, sempre se pode escrever .A como
A= AT {40

Em muitos meios descritos por tensores complexos, as respectivas partes Hermitiana e anti-
Hermitiana estao relacionadas com processos fisicos distintos que ocorrem neste meio.

Exemplo 9.1. Em um meio continuo, linear e homogéneo, mas anisotrépico e dissipativo, a
relacao constitutiva entre o campo elétrico FE e o vetor deslocamento elétrico D pode ser escrita,
no espaco de Fourier, como

Di (k:,w) = &ij (k?, OJ) Ej (k, w) s

onde k e w sdo, respectivamente, o vetor de onda e a frequéncia angular das ondas que se
propagam neste meio e {¢;;} sdo as componentes do tensor dielétrico do meio. Para este meio,
o teorema de Poynting, que descreve a conservacao de energia entre campos e particulas, pode

ser escrito como

ou w ol
E“FV'(’U‘QU)——S?E'E ‘.E7

sendo v, = dw/0k a velocidade de grupo das ondas e!?

1 [0 (wet)
U_&Tl(?w ]EE

a densidade de energia contida nos campos.

Na equacao acima, o termo v,U = S corresponde ao vetor de Poynting, ou seja, ao fluxo local
de energia. Conclui-se, portanto, que a parte Hermitiana de ¢;; esta relacionada com a refracao
ou ao fluxo da energia transportada pelas ondas, ao passo que a parte anti-Hermitiana esta
relacionada com a dissipacao irreversivel de energia devido a interacdo dos campos com o meio.

9.4.4 PRODUTO EXTERNO DE TENSORES

O produto externo de dois ou mais tensores, também denominado produto direto ou produto
tensorial, consiste em uma operagdo que permite a construcdo de um tensor com posto mais
alto que os tensores-pais. De fato, o posto do tensor resultante é exatamente igual & soma dos
postos de seus progenitores.

O produto externo € realizado de diferentes maneiras. A maneira usual consiste na multi-
plicacao direta de componentes dos tensores envolvidos. Uma outra maneira de se construir
um tensor de posto mais alto consiste em se aplicar os componentes de um operador sobre os
componentes de outro tensor. Ambas as maneiras serao abordadas nesta secao.

9.4.4.1 PRODUTO EXTERNO DE DOIS TENSORES

Considera-se inicialmente um caso mais simples. Dados os vetores a = a;é; € b = b; &,
deseja-se contruir a partir destes um tensor de posto dois 7, cujos componentes sdao dados pelo
produto externo dos vetores acima, ou seja,

Tij = aibj.

12V/er notacao de diadicas e seus produtos nas secoes 9.4.4.2 € 9.4.5.3.
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Os componentes T;; resultantes desta construcéo de fato pertencem ao tensor 7, o que pode ser
facilmente demonstrado. Se isto for verdade, entido na transformaciao R — R’ devem resultar os
componentes
r_ 1yt
Tij = aibj.
Usando a lei de transformacéao para os vetores, resulta
Tj; = LixLjearby = Lip LjThe,

a qual € justamente a lei de transformacao de um tensor do posto 2.
Na sua representacao matricial, o tensor 7 pode ser escrito como a matriz 3 x 3

CL1b1 Cl1b2 CL1b3
T = 0,21)1 a2b2 CLng
(lgbl a3b2 a3b3
Este tipo de produto externo € representado de diferentes maneiras, todas independentes do

sistema de coordenadas adotado. Uma maneira usual consiste em empregar o simbolo ®. Nesta
notacao, dados os vetores a e b acima, o tensor T € representado como

T:a®b:alb1él® éj, (916&)
e as componentes resultantes deste tensor também podem ser representadas por
Tij=(a®b),;. (9.16b)

9.4.4.2 DIADICAS

No caso particular de tensores de posto dois, uma outra representacdo, um tanto ultrapas-
sada mas ainda empregada em alguns textos, € a de uma diadica. Esta € uma outra maneira
de se representar o produto externo de dois vetores, estendendo a algebra vetorial usual e re-
sultando em um tensor. Dados os vetores a € b, a diadica T € obtida pela simples justaposicao
destes vetores, ou seja,

T =ab= aibj él éj.

Uma vantagem que esta notacdo possui esta na praticidade de realizacdo de produtos de
diadicas entre si ou com vetores, como sera mostrado a seguir. Contudo, em se tratando de
uma pratica em desuso, sera dada preferéncia para a notacdo de produto externo introduzida
em (9.16).

9.4.4.3 GRADIENTE DE UM VETOR

Uma outra maneira de se construir um tensor de posto 2 consiste em aplicar o operador
gradiente sobre um vetor, operacao esta que nao esta definida na algebra vetorial ordinaria.
Dado o operador V = &;0/0z; e o vetor v = v; é;, o componente T;; do tensor 7 € definido
como
81/]‘

Y 8xZ ’

Esta expressao pode ser escrita de uma forma genérica, independente do sistema de coordena-
das adotado, como

a’UjA N

—L e ¢e;.
ox; J

Neste caso em particular, a notacdo empregada ¢ em muito semelhante ao de uma diadica,
exceto que € feito uso de um operador diferencial no lugar de um vetor ordinario.

T =Vv=

9.4.4.4 PRODUTO EXTERNO EM GERAL

Considera-se agora o caso mais geral de produto externo entre dois tensores arbitrarios.
Dado o tensor 7 de posto M e o tensor U de posto N, o produto externo destes gera o tensor V
com posto M + N, cujas componentes sao

SN—— ~~
M+ N indices M indices IV indices
A notacao para este produto externo €, entao
V=TQU.
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9.4.5 CONTRACAO E PRODUTO INTERNO

A definicao do produto externo, na secao 9.4.4, possibilitou a construcdao de um tensor de
um dado posto a partir de outros tensores de ordem mais baixa. Processos inversos também
sao definidos na algebra tensorial, ou seja, operacdes aplicadas sobre um determinado tensor
de posto N que reduzem o seu posto, resultando em outro tensor de posto N — 2. Uma destas
operacdes € denominada de contragdo de indices ou, simplesmente, contracdo. Uma outra opera-
c¢do, denominada produto interno, esta relacionada com a contracdo dos indices e sera também
discutida. Obviamente, para que esta operacao tenha sentido, € necessario que N > 2.

9.4.5.1 CONTRACAO

Dado um tensor 7 de posto N > 2, uma contracdo deste tensor consiste em tomar qualquer
par de seus indices, representa-los com o mesmo simbolo e executar entdo a sua soma implicita.
A resultante desta operagdo sera um novo tensor U de posto N — 2. Dado entdao o conjunto
{Tijke...r}» as expressoes a seguir apresentam algumas de suas possiveis contracoes:

Ukeeo.r = Tiiroeory Vit = Tijjoery Wipeow = Lijiooor, Xine... = Tijre...j, €te.

Claramente, o nimero de contracées possiveis depende do posto do tensor. Se N = 2, somente
uma contracao € possivel. Neste caso, a operacao € equivalente ao calculo do traco da matriz que
representa o tensor e o resultado da operacdo € uma quantidae escalar. Se o posto for N = 3, ha
3 contracoes possiveis, gerando o mesmo numero de vetores distintos. Em geral, um tensor de
posto N > 2 pode gerar por contracoes um total de N!/2 (N — 2)! tensores de posto N — 2.

Para mostrar que o objeto resultante da contracao é realmente um tensor de posto N — 2,
parte-se da lei de transformacéao (9.14a) aplicada a T,

T{j,,_e_,,m_,,k =LipLjq...Lop ... Lyps ... LpTpge.roseoom-

,

Contraindo os indices ¢ € m no componente transformado a esquerda e utilizando a condicao de
ortogonalidade (9.8), resulta

Tttt = LipLjq - - Ler ... Lis . LignTpgorosoom
= Lipqu A 67‘3 ce Lknqu~~~rms...n
= LipLjq .- Lin Tpgre oo
N —2 fatores

ou seja,
/ — . .
Uz‘jmk = szLJq A Lknl/pq...n,

ou que mostra que U € realmente um tensor de posto N — 2.

9.4.5.2 PRODUTO INTERNO

O produto interno, conforme definido em espacos vetoriais, € bem conhecido. Se a e b sédo
membros do espaco vetorial 7/, entao o produto interno entre ambos, usualmente representado
por {(a,b), terd como resultado uma quantidade escalar.

A forma mais empregada do produto interno para aplicacdes fisicas € o produto escalar entre
dois vetores a e b do E3,!2 resultando no escalar c,

c=a-b. 9.17)

De acordo com a terminologia aqui empregada, trata-se de um produto entre dois tensores de
posto um, resultando em um tensor do posto zero.

Estendendo o conceito de produto interno a tensores de posto mais alto e relacionando esta
operacao com a definicdo de contracao de indices anteriormente apresentada, pode-se dizer que
a operacao realizada em (9.17) consiste, inicialmente, no produto externo dos vetores a € b,
resultando em um tensor de posto 2, seguida posteriormente pela contracao dos indices deste
tensor, o que resulta finalmente em um escalar:

C:a®b«/>c:C’”:albz

I3Exemplo 3.3.
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A tnica caracteristica propria nesta operacdao em relacdo ao processo geral de contracao
de indices esta no fato de que no produto interno a contracio € realizada sobre os indices de
tensores-pais (de postos M e N) distintos, os quais foram inicialmente justapostos por uma
operacao de produto externo, resultando em um tensor-filho de ordem M + N. Como resultado
do produto interno, igualmente resulta um tensor de posto M + N — 2.

Assim, se A, B, C e D sao tensores de postos M, N, M + N e M + N — 2, respectivamente a
seguinte cadeia de operacoes ilustra a o produto interno entre A e B, resultando no tensor D,

N SN—_——

M N
— DZk ceermn--- 8 = O’i.jkmr.jm'mns = Aijk~~~rBj'rnn~~~s-

M+N-—2

No caso acima, foi realizada a contracao no indices j de cada tensor. Obviamente, a contracao
em outros indices ira gerar tensores de posto M + N —2 em geral distintos de D. Por conseguinte,
ha diversos produtos internos possiveis entre tensores de ordem maior que dois.

9.4.5.3 PRODUTOS COM DIADICAS

A definicado de produto interno acima realizada € particularmente util na notacao de diadicas
(secdo 9.4.4.2). Sendo a e b vetores e C uma diadica, formada pela justaposicdo dos vetores,

C=ab= aibj €; €j,

Esta podera sofrer produto interno com um outro vetor ¢, tanto a esquerda quanto a direita, re-
sultando nos vetores d € e, em geral distintos entre si. Além disso, o produto interno envolvendo
diadicas utiliza a mesma notacao do produto escalar entre vetores. Assim,

d:c-C:ciaibjej
e=C-c= G,ibjCj éi.

Na verdade, no caso especifico de produtos envolvendo diadicas é possivel também definir
o produto vetorial de uma diadica por um vetor, com a mesma definicio empregada na algebra
vetorial.!* Agora, o resultando desta operacdo € uma outra diadica e também sao possiveis
produtos a esquerda ou a direita. Assim, sendo F e G diadicas, o produto vetorial de ¢ por C
pela esquerda ou pela direita resultam em

F=ecxC= (C X a)b = cl-ajbk (éz X éj) e = eigkakqu e; éj
g =CXec= a(b X C) = aibjck é7 (é] X ék) = Ejk,gaibk65 é7 éj,

onde se fez uso de (9.5). Portanto, ha quatro operacdes possiveis envolvendo uma diadica e um
vetor.

Existem também 7 possiveis produtos, tanto escalares quanto vetoriais, envolvendo duas
diadicas. Considerando agora os vetores a, b, c e d e as diadicas A = ab e B = cd, estas sao
apresentadas na tabela 9.2.

9.4.6 REGRA DO QUOCIENTE

Como consequéncia da defini¢cdo de produto externo na secao 9.4.4, foi demonstrado que se
A e B sao tensores de postos M e N, respectivamente, entdo o produto externo destes gera o
tensor C = A ® B, de posto M + N.

A regra do quociente consiste na propriedade reciproca do produto externo. Assumindo agora
que B e C sao tensores de postos N e M + N, respectivamente, caso exista um conjunto de objetos

Aij...k...mBnp"'q"’T:Cf]:j...k...mnp...q...f(w

M indices N indices M+ N indices

entdo {4;;..r.... } necessariamente compode os componentes do tensor A de posto M.

l4Exemplo 3.6.
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Tabela 9.2: Possiveis operacgoes de produto entre duas diddicas.

| | Produtos escalares \ Produtos vetoriais \
Operacao Produto escalar N/A
Unica A-B=(ab)-(cd)=(b-c)ad
O fator de rotacéo origina-se do

O fator de expansdo consiste na produto vetorial entre os vetores da
Contracao contracao de indices usual: diadica:
de indices A=A =axb

Tr(A):a-b:a,;bi :aibjéix éj
= eikjak.bj éz

Operacao Produto escalar duplo Produto escalar-vetorial
dupla A:B=(ab): (cd)
incluindo = azbjcpdy (€i€;5) : (e &) A x B=(ab) X (cd) = (a-c)(bx d)
produto = a;bjerde (€5 - é) (&« &)
escalar =(a-d)(b-c)
Operacao Produto vetorial-escalar Duplo produto vetorial
dupla
g;f)lgft‘go AXB=(ab)% (cd)=(axc)(b-d) | ALXB=(ab)¥ (ed) =(axc)(bx d)
vetorial

Demonstracdo. A demonstracao deste teorema segue da lei de transformacéo de tensores. Como
B (posto N) e C (posto M + N) sao, por hipétese, tensores, entdao a transformacgao R — R’ leva os
componentes do conjunto {4..} a um outro conjunto de valores {4’ }, ainda nao determinados.
Como consequéncia, existe a seguinte relacao no sistema R’,

’ / v
ij-ke-mPnp-qr = Yijokeemnpeqoor

Dada agora a lei de transformacéo (9.14a),
;j..‘kmanaLpb s ch ce erBab~~c~~~d = LieLjh .- -Lks s LvanaLpb R ch s L'r‘dceh~~~s~~’uab~~~c~~d7
LnaLpb cee ch cee er (A;kaBab('d - LieLjh cee Lks cee LmvCeh'~s-~1;ab~~c~~d) =0.

Como a transformacado ¢ arbitraria, a equacao acima somente pode ser satisfeita para todos os
componentes se

Introduzindo agora a relacao original entre os conjuntos {A..}, {B..} e {C...},

A;j...k...mBabmc---d —LijeLjp ... Ly ... LooAeh...s...oBap..c...a = 0,

!/
( ijekeem LieLjh oo Lps ... Lvaehuu‘:-wu) Bap...c..a = 0.
Como esta identidade deve ser satisfeita para qualquer tensor B, entdo, necessariamente,

/ = LicLjn - Lk - - Lo Achoso-

ij---k---m

Ou seja, a relacdo entre os conjuntos {A..} e {A’ .} € idéntica a lei de transformacao (9.14a).
Portanto, A é realmente um tensor de posto M. O

O uso da regra do quociente para determinar se um determinado conjunto de objetos é de
fato um tensor consiste, muitas vezes, em uma maneira mais conveniente de se cumprir este
objetivo do que a aplicacdo direta das leis de transformacdo. Uma maneira particular de se
realizar esta tarefa consiste em efetuar contracédo de indices de forma a obter-se um escalar ou
um tensor de posto mais baixo.

A mesma conclusao obtida acima com relacao ao produto externo de dois tensores também
¢é valida para o seu produto interno. Sendo novamente {4;;...x..., } um conjunto de M objetos e
B e D tensores de postos N e M + N — 2, respectivamente, entdo a relacao

AzjkmBnka = Dij--~mnp~~-'r‘

implica em que {A...} forma o conjunto de componentes de um tensor de posto M.
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Demonstracdo. A demonstracdo segue novamente da relacao equivalente no sistema transfor-
mado,
/ / _ /
ij---l---mZnp--ler T Dij-nmnp---ra

LnaLpb co.Lypg (LMAI- Bap...jpoid — LieLjh - Lvaeh---vab--~d) =0,

ijeeleem
L{‘k:A Babmkmd - LieLjh v Lm'l)Deh,""U[Lb'“d = 07

I
ije--l---m
Lg]ngj“_é_“mBab...]g...d — LieLjh e Lvaeh-~~k-~~vBab---k---d = 07
(Lo Al — LieLjn . .. LinyAchetooov) Bapewotoea = 0,

ijeeeloom
Ll’,k’A;j - LieLjh cee Lvaeh-uk?-uv =0.

Usando a condicdo de ortogonalidade (9.8) no resultado acima, resulta

LnkLé’k’Agj...[.“m — LieLjh . Lnk s Lvaeh---k’---v = 0,
A/Iij.‘.,,,..‘m = LieLjh .. Lnk: e Lm’uAeh,wlswnm
a qual é a lei de transformacao do tensor A de posto M. O

Obviamente, como ha mais de uma contracdo de indices possivel para tensores de posto
maior que um, o produto interno ilustrado acima poderia ser realizado em qualquer par de
indices dos tensores A e B.

Exercicio 9.6. Use a lei do quociente para mostrar que a matriz T do exercicio 9.3 é realmente
a representacdo de um tensor de posto dois.

Solugdo. Dado que a diadica rr € um tensor de posto dois, realiza-se a contracao dupla de indices
das componentes desta diadica com a matriz T, o que pode ser representado pela seguinte
multiplicacdo matricial,

2 2 2
x5 —T1X2 I T1T53 — X1T35
Tijxizj = (1‘1 ,’EQ) 2 = (1‘1 {EQ) 2 2 =0.
—x1x2 X7 T2 —x1T2 + T{T2
Como o resultado desta contracao € um escalar e rr é um tensor, entao, pela lei do quociente,

T também deve ser um tensor.

Exemplo 9.2. Considera-se uma particula de massa m rigidamente conectada a origem do re-
ferencial. Se r e p forem, respectivamente, a posi¢cio e momentum linear instantaneos da parti-
cula, entao a i-€sima componente de seu momentum angular € dada por

Li = (r X p); = €ijxT;Dk-
Como a particula esta presa a uma distancia fixa da origem O, entao
p=mv=m(w XT),

sendo w a sua velocidade angular instantanea. Portanto, L; pode ser escrito, fazendo uso de
(9.3), como

2 2 _
L; = €57 Dk = ME;jLEtmTjTmWe = M (r w; — :viijj) =m (r dij — acl-xj) w; = Ljw;.

A quantidade
Iij =m (7’25ij — Iil'j)
¢ denominada tensor de inércia da particula em relacao a O.
O conjunto {I;;} (i,j = 1,2, 3) realmente compde um tensor de posto dois, uma vez que L e w
sdo tensores de posto um e, de acordo com a lei do quociente, segue entao que Z € necessaria-
mente um tensor de posto dois.

9.5 COMPOSICAO DE TRANSFORMACOES, ROTACOES IN-
FINITESIMAIS E TENSORES ISOTROPICOS

Nesta secao serao discutidos alguns topicos de interesse geral.
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9.5.1 COMPOSICAO DE TRANSFORMACOES

Quando mais de uma transformacio é realizada sobre o sistema de coordenadas de forma
concomitante, a transformacio resultante sempre pode ser escrita em termos de uma unica
matriz de transformacao.

Restringindo a tensores de posto um, realizam-se duas transformacgdes concomitantes ao

referencial,
L L2
R—R — R".

Dado entdo um vetor a, este sera transformado como

(1) 2 (2),(1
a; = Ly aj~ al = ng)a;- = Lij)Lg.k)ak.

Ou seja, as transformacoes concomitantes irdo corresponder a uma unica transformacao
"
a; = Lijaj,
cuja matriz de transformacao é
7@ —1L@Lm
Lij=L; L, — L=L"L"

Em particular, duas rotacdes seguidas em torno do eixo x3, de angulos 6; e 63, consecutiva-
mente, correspondem a uma unica rotacdo por um angulo 6; + 6. Pode-se verificar facilmente
que, neste caso, estas rotacoées podem ser realizadas em qualquer ordem.

O exemplo acima, contudo, € um caso particular onde as transformacdes sdo permutaveis.
Em geral, a multiplicacio matricial ndo comuta, isto &, L)L) £ LOLG),

9.5.2 ROTACOES INFINITESIMAIS

Rotacodes arbitrarias sio um exemplo de transformacdes ndo comutaveis. Dadas duas matri-
zes de rotacoes gerais L) e L(?), em geral a ordem de realizacido das mesmas €é importante.

Uma forma comum de se realizar uma rotacdo arbitraria de eixos consiste no emprego dos
angulos de Euler, os quais sao ilustrados na figura 9.4. Com o uso destes angulos, pode-se
construir uma matriz genérica de rotacao, a qual € uma funcao somente dos parametros ¢, 6 e
1. Fazendo isso, a expressao obtida para a matriz de rotacéo E é

E41 = cos ) cos ¢ — cos O sen ¢ sen E15 = cos sen ¢ + cos 0 cos ¢ sen FE3 =sentysent
Fo1 = —sentcos¢ —cosfsenpcosy  Fog = —sentpsen g + cosfcos¢pcosyy  Foz = cospsend
FE31 =senflsen¢ F35 = —senf cos ¢ FE33 = cosf.

X3

Figura 9.4: Angulos de Euler usualmente empregados para executar wma rotagio arbitrdria mo sistema de
coordenadas. (a) Primeira rotacdo: sentido anti-hordrio em torno de z3, por um dngulo ¢. (b) Segunda
rotagio: sentido anti-hordrio por um dngulo § em torno do eizo x7. (c) Terceira rotacio: sentido anti-hordrio
por um dngulo ¥ em torno de x%.
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Na técnica dos angulos de Euler, a matriz de rotacao geral € construida a partir de trés
rotacoes consecutivas, realizadas sempre no sentido anti-horario e em torno de um determinado
eixo de rotacao.

Os angulos de Euler sdo apenas uma das formas de se implementar uma rotagao arbitraria
em trés dimensdes. De uma forma genérica, estas rotagdes parciais sado realizadas com as
seguintes matrizes

1 0 0 cos By 0 —sen Oy cosflz senf30
LD =10 cos 01 senbq L® = 0 1 0 L®) = | —sen 03 cosbz3 0 |,
0 —sen 6y cosb, senfy 0 cos by 0 0 1

as quais correspondem a rotacoes em torno dos eixos zi, x5 € x3, respectivamente. Pode-se
verificar facilmente que a composicao de rotacdes arbitrarias ndo é comutavel. Por exemplo,
LOL®) £ LGLO),

As formas de todas estas matrizes ja foram derivadas no exemplo 4.30 como representacdes
do grupo SO (3). As derivacgoes se basearam nas formas das matrizes frente a rotacgées infinite-
simais, conforme discutido a seguir.

Quando as rotacoes sao infinitesimais, a comutatividade nas rotacoes é obtida. Considera-se
como exemplo uma rotacao infinitesimal 663 em torno de z3. Neste caso, pode-se substituir em
L®), cosfs ~ 1 e senf3 ~ 303 e esta matriz pode ser decomposta como

100 0 6050
L® ~ [o010] +|-865 0 0
001 0 00

Ou seja, as componentes de um vetor a transformam-se de acordo com
P =L, ~ (855 + €1;360
a; = Ly aj =~ (bij + €i;3003) a;.

Realizando a mesma consideracao para as outras matrizes de rotagéo, observa-se que a forma
infinitesimal das mesmas €

ngl') = 0ij + €ij1001, Lz('jz') = 0;j + €ij2002, LS-)) = 05 + €;53003.

Assim, é possivel compor uma rotacio infinitesimal arbitraria, dada por L = L&)LAILM a qual,
em ordem mais baixa nas rotacgdes, € dada por

Lij = LEZ)L;@LE) >~ 0ij + €ijk00k, (9.18)

a qual ¢é visivelmente comutavel nesta ordem. Pode-se facilmente inverter a relacdo acima com

o auxilio de (9.3h,j) para obter
1
597 = §€ijijk-
Qualquer rotacao arbitraria pode entdo ser a principio realizada com a composiciao de um

numero grande de rotacdes arbitrarias executadas pela matriz (9.18).

9.5.3 TENSORES ISOTROPICOS

Um tensor isotrépico (ou invariante) é aquele que mantém a forma matematica de seus com-
ponentes em qualquer sistema de coordenadas. Determinar quais sdo os possiveis tensores
isotropicos com um determinado posto é importante, ndo somente do ponto de vista matema-
tico, mas também fisico, uma vez que este conhecimento tera consequéncias importantes para
diversas propriedades fisicas de meios continuos, propriedades tais como suas condutividades
elétrica e térmica, susceptibilidade magnética e resisténcia a tensoes, para citar somente alguns
exemplos, quando esses meios sao uniformes.

No exemplo 9.4 foi mostrado que os tensores de Kronecker e Levi-Civita sao tensores isotropi-
cos de postos dois e trés, sob o ponto de vista de rota¢cdes proprias arbitrarias, uma vez que suas
componentes possuem os mesmos valores para qualquer orientacao do sistema de coordenadas.
A questao que surge neste ponto € se existem outros tensores isotrépicos de mesmos postos e
de postos superiores.
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Iniciando por tensores de posto dois, se T;; € isotropico frente a rotagdes proprias arbitrarias,

entao
T!. L LjTre = T;;.

)
Como foi demonstrado na secdo 9.5.2, uma rotacéo arbitraria pode sempre ser composta por
um numero grande de rotacdes infinitesimais. Para a deducdo da forma geral de um tensor
isotropico, € conveniente entdo utilizar a matriz de rotacao infinitesimal (9.18). Desta forma, em
ordem mais baixa nas rotacoes,

(0t + €ikm00m) (050 + €j0n00y) The = Tij,
(€jemTie + €ikmTh;) 60, = 0.

Como as rotacoes {d46,,} sdo arbitrarias, entao
€imeLie + €imiTrj = 0.
Multiplicando ambos os lados por ¢;,,, € somando sobre j e m, obtém-se
2T;; + Tji = Tirij.
Permutando os indices livres i <+ j e subtraindo ambas as expressoes, conclui-se que
Ty = Ty

Ou seja, um tensor isotropico € também simétrico. Retornando entdo a expressao anterior,
obtém-se que

1

Tij=3

Tkk(sij.
Ou seja, a forma mais geral para um tensor isotrépico de posto dois é
Tij = Adij,

sendo A = Tr (T) /3 uma constante.
Considerando agora tensores de posto trés, parte-se novamente de

i/jk = LiZijLknTKmn = Tijk-
Inserindo novamente (9.18), obtém-se em ordem mais baixa nas rotacoes,
€misLsjk + €mjsTisk + €misTijs = 0. (9.19)
Multiplicando a equacdo acima sucessivamente por €,,iy, €mjr € €mir € sSomando,

205 + Tig + Thjs = 03T ssk + i Tsjs
2Tk + Thire + Ting = 0jiTssr + 051 Tiss
2Tk + Trji + Ting = OpiTlsjs + OxTiss-

Multiplicando agora as equacgdes acima respectivamente por §,, d;, € §;; € somando, obtém-se

2T%ss + Tsis + Tssi = dssi + Tsis Tiss =0
2Tsis + Tiss + Tssi =dssi + Tiss - Tsis =0
2Wssi + Tiss + Tois = Tsis + Tiss Tssi = 0.

Portanto, retornando ao sistema acima, conclui-se que

2Tk + Tjip + Thjs = 0
2Tk + Tjie + Tin; = 0
2Tijk + Tk]‘i + Tikj =0.

O que implica em que as solugdes deste sistema devem satisfazer as relacoes

Tyik + Tkji = Tjik + Tikj==Tkji = Tik;
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Tjite + Tiji = Thji + Tiny=Tjir = Ti;
Tjire + Tinj = Thji + Tiry=Tjir= Tkja,

ou seja,

Tirj = Thir = Thji = —Tiji-

Neste ponto, conclui-se que Tj;;, € antissimétrico ante uma permutacédo impar dos indices. Em
consequéncia, sera simétrico frente a uma permutacao par de indices, pois

Tijk = _Tjik = 1}]“ ou Tijk = _Tkji = Tkij ou ....
Retornando a (9.19), multiplica-se agora por §,,; €, somando, obtém-se
€ijsTisk + €inslijs = 0.

Como j e k sao parametros livres, no primeiro termo somente sdo nao nulos os termos onde i # s,
i # j e s # j, restando somente 2 termos. No segundo, somente sdo nao nulos aqueles onde i # s,
i # ke s#k, restando também 2 termos. Pode-se escrever entdo, sem somas implicitas,

€ijsTins — €inslijs = 0.

Se k = j, aigualdade ¢ trivialmente satisfeita. Por outro lado, se k£ # j, considerando os simbolos
de Levi-Civita, ou i # j # s, em cuja situacao k deve ser necessariamente igual a i ou s € o
segundo termo € nulo, ou i # k # s, € entao j deve ser igual a i ou s, quando entdo o primeiro
termo € nulo. Considerando todas as possibilidade, conclui-se entao que

Tiij = Tiji = This = 0,

ou seja, quando 2 indices sdo iguais, o componente do tensor € nulo.
Portanto, o tensor isotrépico 7 possui as mesmas propriedades do simbolo de Levi-Civita.
Conclui-se entdo que a forma geral de um tensor de posto 3 isotrépico deve ser dada por

Tiji = peijn,

onde i € uma constante.
Finalmente, a forma geral de um tensor isotrépico de posto quatro €,

Tijre = adi0n0 + B 050 + ¥0506 1,

sendo «, 5 e v constantes, forma esta apresentada sem demonstracgao.

9.6 ROTACOES IMPROPRIAS, PSEUDOTENSORES E TEN-
SORES DUAIS

Até este ponto, considerou-se sempre transformacées proprias, no sentido atribuido pela ex-
pressao (9.9c¢), isto é, as transformacodes sdo tais que det (L) = +1. Na maior parte dos casos
considerados, assumiu-se explicitamente que a transformacao em questdo era uma rotacgdo pas-
siva prépria.

Contudo, outras transformacdes de interesse para a fisica existem. Dentre essas, uma de
particular importancia sao as rotacées impréprias, para as quais det (L) = —1. Esta e outros tipos
de transformacoes improéprias sdo importantes para determinar a quiralidade de um determi-
nado referencial, ou seja, se este € invariante ou nao frente a uma reflexdo planar (ou se este ¢
idéntico ou nao a sua imagem especular, ver secao 9.2.2).

Esta secao ira discutir aspectos relacionados com a transformacao de tensores quando a lei
de transformacao abrange tanto transformacodes préoprias quanto improéprias.
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9.6.1 ROTACOES IMPROPRIAS E PSEUDOTENSORES

Uma rotacdo improépria de um sistema de coordenadas pode ser executada através da com-
posicdo de duas transformacodes: uma transformacio de paridade ou inversao espacial, para a
qual {z;} — {z}} : 2}, = —z; (i = 1,2,3), cuja matriz de transformacao P é dada simplesmente por

Pij = —6i;,

seguida por uma rotacao proépria, executada pela matriz de rotacdo L(?). Pode-se entdo construir
a matriz de rotacéo imprépria L*) pela composicao

LY = LY Py,

onde se verifica facilmente que det (L®)) = det (P) = —1.

Conforme ja foi introduzido na secao 9.2.2, um objeto de ordem zero € classificado como um
escalar ou pseudoescalar se este é, respectivamente, invariante ou muda de sinal frente a uma
transformacao imprépria. Objetos fisicos classificados como escalares consistem usualmente
nas propriedades intrinsecas da matéria tais como massa de repouso e carga elétrica, as quais
sdo assumidas invariantes frente a transformacées arbitrarias por principios que devem ser con-
tinuamente corroborados experimentalmente, sob as mais diversas condicées. Adicionalmente,
outras quantidades fisicas escalares, tais como trabalho mecanico e potencial elétrico, sdo obti-
das via produtos internos entre vetores. Por sua vez, objetos classificados como pseudoescalares
sdo usualmente construidos através de produtos internos entre vetores e pseudovetores; estes
objetos serdo mencionados novamente a seguir.

Prosseguindo, um objeto de primeira ordem sera denominado vetor polar ou, simplesmente,
vetor se satisfizer as leis de transformacéao (9.12), quer ela seja propria ou improépria. Ja um
vetor axial, que € na maior parte dos textos denominado também como pseudovetor, pode ser
definido entdo como uma tripla ordenada B = (B; B, B3) que obedece as leis de transformacéao

B; = det (L) Liij7 Bi = det (L) LjiB;, (920)
onde det (L) # +1. Para transformacoées ortogonais, det (L) = —1.
A figura 9.5 ilustra uma transformacéao de paridade (P : P;; = —d,;) ou inverséao espacial (pas-

siva) aplicada a um referencial dextrégiro R. O primeiro aspecto digno de nota € que a trans-
formacao P altera a quiralidade do referencial empregado, isto é, o referencial R dextrégiro
transformou-se no referencial R’ levogiro. Esta alteracao de quiralidade nao pode ser realizada
por nenhuma composicao de rotacdes proprias.

X
A3
R /B
,l
,l
) r s xy
A é]
e ,
3| r
I' P
- , PO
) Xy Xy &
é /€3
1
xl )
B,’II R/
Y X35

Figura 9.5: Um sistema dextrégiro de coordenadas (R) é transformado em um sistema levérigo (R') através de
uma transformacio de paridade P. Observa-se também os comportamentos de um vetor (r) e de um pseudovetor
(B) frente a esta transformagcdo.

Um vetor polar, tal como o vetor r representado na figura 9.5 tem seus componentes trans-
formados de acordo com (9.12); simultaneamente, os vetores de base { é;} também sao transfor-
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mados, de acordo com (9.7c), como ég = P;; é;. Portanto,

P . . .
r— mas 1’ = )&, = P,jPyr e, =x;€; =1,

A

/ — —

o T; — T, = .PZ'jIEj = —I;

* A N A

e, — & =PF;e;=—ég,

uma vez que a transformacao P é ortogonal. Ou seja, um vetor polar ¢ um objeto geométrico
cujas caracteristicas (moédulo, direcao e sentido) ndo sao alteradas alteradas por uma transfor-
macao (propria ou impropria).

Por outro lado, um vetor axial transforma-se de acordo com a lei (9.20), sendo o vetor axial
B representado na figura 9.5 um exemplo. Frente a uma inversao espacial, este se transforma
como o

! !/ ! /N N
B — B : B; _>Bi = —P”BJ :Bi7 mas B :Biei = _PijPikBjek: =-B.

Ou seja, uma transformacao de paridade inverte o sentido de um vetor axial, embora ele se
comporte como um vetor frente a transformacées proprias. Diz-se entdo que os componentes
desta terna ordenada compée um pseudovetor ou um pseudotensor Cartesiano de posto um.

Estendendo entao o conceito de um pseudotensor a objetos de ordens mais altas, a defi-
nicdo de um tensor Cartesiano de ordem N é mantida como aquele objeto cujos componentes
transformam-se de acordo com a lei (9.14) frente a qualquer transformacao (prépria ou impro-
pria). Por sua vez, um pseudotensor de posto N ¢é agora definido como aquele objeto cujos
componentes transformam-se de acordo com a lei de transformacao

ﬂ?n = det (L) Lipqu Ce. Lanpqmr (92 1a)
Tijon = det (L) LyiLgj - . LinThg..on: (9.21b)

Ou seja, comporta-se como um tensor somente frente a transformacdes proprias.

Exemplo 9.3 (Simbolo de Levi-Civita). No exercicio 9.4, mostrou-se que frente a uma transfor-
magcao L qualquer, o simbolo de Levi-Civita transforma-se como ¢, = det (L) ¢;;;. Para transfor-
magoes proprias, como foi assumido no exemplo, este se comporta como um tensor. Entretanto,
para uma transformacao imprépria L(*,

L(i) .
{ein} = {eljn} /iy = det (L(Z)) €ijk = —€ijk-

Portanto, a lei de transformacéao apropriada para o simbolo de Levi-Civita é a relacéo (9.21),
egjk = det (L) LiKijLkneémna
sendo assim identificado como um pseudotensor de posto trés.

Existem varios exemplos de vetores axiais na fisica. Em particular, vetores obtidos a partir
de produtos vetoriais ou rotacionais de vetores polares sdo os mais comuns. Assim, se a € b sdo
ambos polares, entdo o vetor ¢ = a x b é axial, uma vez que este se comporta, frente a L) como

L@

et ¢ =al x b = ) = ajty = det (L) LG L8 L0 L) L) ctmnagh,

= det (L(l)) ng)efmnambnv
¢ = det (L) L{e,

obedecendo a (9.20). A tabela 9.1 mostra exemplos de vetores axiais na mecanica classica e no
eletromagnetismo.

Em termos das operacdes algébricas definidas na secdo 9.4, a possibilidade de ocorréncia
de operacodes mistas envolvendo tensores e pseudotensores merecem alguma consideracdo. Em
primeiro lugar, a operacao de adicdo néo faz sentido neste caso. Assumindo que a € um vetor
polar e ¢ um vetor axial, entdo um possivel objeto b decorrente da operacdo b = a + c seria
transformado, de acordo com (9.12a) e (9.20) como

b L) bV=d+c = b; = CL; + Cg = Lijaj + det (L) LijCj = Ll‘j [(Lj + det (L) Cj] ,

0 que nao satisfaz nenhuma das leis de transformacado. Em particular, para transformacées
impréprias, |[b'| = |a — c|!
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Ja o produto externo envolvendo tensores e pseudotensores pode resultar em objetos de
ordens mais altas de diferentes naturezas. Na construcao do objeto Z realizada por

Z=AB® --®),

se houver N pseudotensores-pais, a lei de transformacao de Z sera
/ N
Gk — [det (L)] Liq . Lerqmra

ou seja, Z sera um tensor se N for par ou um pseudotensor se N for impar.

Observa-se que a mesma propriedade € valida para o caso do produto interno entre tensores
e/ou pseudotensores. De particular importancia para a teoria da interacao eletrofraca, a heli-
cidade de uma particula é determinada pelo produto interno h = p - S, sendo p o momentum
linear transportado pela mesma e S o seu spin. Como o momentum linear € um vetor polar e o
spin € um vetor axial, a quantidade h € um pseudotensor de posto zero ou um pseudoescalar.
Se a helicidade da particula é positiva, entdo seu spin tem orientacao dextrégira. Se h < 0, a
particula tem spin com orientacao levogira. Uma transformacao de paridade inverte os sinais de
h.

Inversdes espaciais, como exemplo de transformacdes improéprias, nao sao a unica possibili-
dade coletivamente denominada de transformacées de paridade. Comportamentos semelhantes
sao obtidos por operacdes de reflexdo no plano, representadas na figura 9.6. Uma reflexdo sobre
o plano z; — x3 é realizada por intermédio da matriz de transformacéao

Neste caso, um vetor polar como a polarizacao elétrica P transforma-se, de acordo com (9.12a),

como
p(m

P— P/ = (Pl, 7P2,P3) y
ou seja, somente a componente P, muda de sinal, o que corresponde a imagem especular de P
sobre um espelho colocado no plano z; — 3. Esta operagdo esta representada na figura 9.6a.
Ja um vetor axial, como a inducao magnética B, por exemplo, transforma-se, de acordo com

(9.20), como
Q)
B Y B' = (~By, By, —Bs),

X1

| J

oy
LN
o T\

Figura 9.6: Reflexdo sobre o plano z1 — z3. (a) O vetor polarizacio elétrica P (polar) transforma-se em P’ o
qual € sua imagem especular. (b) O vetor indugio magnética B (axial), frente a uma reflexdo espacial, resulta
com a sua imagem especular invertida.

X1
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o que corresponde a uma reflexdo especular seguida por uma inversao de sentido. Esta operacao
esta ilustrada na figura 9.6b. Nesta, uma espira circular que conduz uma corrente elétrica com
densidade J, gerando assim o campo B de acordo com a lei de Biot-Savart, também ¢ refletida
sobre o plano z; — x3. Como posicao e J sdo polares, os vetores transformados sdo as imagens
especulares destes. Porém, o campo B sofre adicionalmente uma inversao, resultando em uma
componente B, inalterada.

A analise do comportamento das leis fisicas frente a transformacées de paridade € um tépico
importante na atualidade. Dentre as quatro interacdes fundamentais, as equacdes da gravi-
tacdo, do eletromagnetismo e das interacoes fortes sdo invariantes frente a transformacées de
paridade.

Por exemplo, a imagem especular do campo B gerado pela corrente J na espira, ilustrada na
figura 9.6b, esta orientada de tal forma que as leis de Biot-Savart e Faraday permanecem validas
em um mundo virtual que seria a reflexdo especular do mundo real. A operacao de reflexao,
ditada por P("), transforma-se em uma inversao espacial completa, ditada por P, se a imagem
especular for girada ativamente em 180° em torno do eixo z, (figura 9.5). Neste caso, a imagem
refletida seria indistinguivel do sistema fisico real. Portanto, para uma interacdo invariante
com a transformacao de paridade, o mundo virtual € indistinguivel do mundo real, o que esta
em acordo com a suposicido de que leis fisicas devem ser invariantes frente a transformacoes
realizadas sobre o referencial utilizado.

Ja a interacdo fraca apresenta uma quebra de simetria no de-
caimento . Dentre os léptons sujeitos a interacao fraca, somente
particulas cujos spins estao no sentido levéogiro e anti-particulas
com spins no sentido dextrégiro interagem através da forca fraca.
A combinacédo inversa € proibida pelo modelo padrao, violando a
paridade da interacéo.

Esta quebra de paridade, denominada violacdo CP, foi suge-
rida por T. D. Lee e C. N. Yang em 1956 e verificada no ano
seguinte por dois experimentos independentes. O primeiro ex-
perimento consistiu na observacao de elétrons emitidos pelo de-
caimento § de nucleos de cobalto, conforme esta representado
na figura 9.7. A baixas temperaturas, a maior parte dos nucleos
podem ser mantidos com seus spins alinhados com um campo
) 3 magnético externo. O elipséide da esquerda na figura ilustra um
¥ v WRRoRwWORO |} grande numero de nucleos de $2Co, os quais decaem de acordo
P com a férmula

BETA RAYS

SPINMIMNG
COBALT
NUCLE!

BETA RAYS
(ELECTRONS)

_ o _ 99Co — Ni+ e + v +7.

Figura 9.7: Violacio de paridade

no decaimento B de mnicleos de A seta vermelha indica o sentido de giro dos nucleos, o que sig-

cobalto-60. nifica que estes tém seu spin no sentido dextrégiro. Ja a imagem
da direita representa a imagem especular e, portanto, o sentido

do spin nuclear Sy € invertido por ser um vetor axial. No experimento, os elétrons emitidos por

decaimento § com momentum linear p, mostraram uma correlacio notavel com o pseudoescalar

hne = Sn - p., sendo emitidos preferencialmente na direcdo e sentido determinados por hy. < 0.

De acordo com a teoria eletrofraca, os elétrons emitidos sao levégiros (h. < 0) e os anti-neutrinos

do elétron (7.) sdo dextrégiros (h; > 0).

Na imagem especular a direita na figura 9.7, o spin nuclear Sy resulta invertido, mas p, nao
o €, resultando em uma inversao de sinal dos pseudoescalares hy., h. € h;. A inversao espacial
torna-se completa se o espelho for girado em 180°, quando entado o spin nuclear volta a sua
orientacao original, mas os elétrons seriam observados sendo emitidos preferencialmente para
cima.

Em outras palavras, a imagem no mundo virtual é distinguivel do sistema fisico real, ao
contrario do que ocorre com as outras interacées fundamentais. A dependéncia da forca fraca
com o pseudoescalar hy. cria uma violacdo do principio de invariancia na transformacao de
paridade que nao € observada nas outras interacdes fundamentais. Adicionalmente, a helicidade
dos léptons envolvidos no decaimento 5 também seria invertida em compara¢cido com o mundo
real, o que ressalta ainda mais a violacdo de paridade nesta interacdo fundamental.

O outro experimento foi realizado em um anel de ciclotron e investigou a helicidade dos
léptons emitidos nos decaimentos

7r+*>u++yﬂ
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X3

P (ativa)
_

Figura 9.8: Inversdo espacial ativa realizada sobre um sistema fisico. Vetores polares sdo invertidos, mas vetores
axiais permanecem invariantes.

,u+—>e++ue+ﬂu.

Este experimento verificou a polarizacao sugerida por Lee & Yang, segundo a qual as particulas
sao emitidas no sentido levogiro enquanto que as anti-particulas sdo dextrogiras. Esta prefe-
réncia na helicidade das particulas e anti-particulas que interagem via forca fraca evidenciam a
quebra de paridade na interacao.!®

A descricdo aqui apresentada para a violacao CP € apenas qualitativa. Uma descricao mais
detalhada, envolvendo o formalismo da teoria quantica de campos, € fornecida, por exemplo, no
capitulo 3 de (SILVEIRA, 2019).

Uma observacao importante deve ser feita agora relativa a realidade fisica dos pseudotenso-
res. Alguns textos argumentam que objetos geométricos tais como vetores e tensores somente
podem ser atribuidos a quantidades que possuem realidade fisica se nao forem alterados por
transformacdes arbitrarias no sistema de coordenadas. Neste caso, pseudovetores e pseudoten-
sores deveriam ser considerados meramente objetos matematicos abstratos que nao poderiam
descrever quantidades tais como momentum angular e inducao magnética.

A solucao para este aparente dilema é encontrada se as transformacées de paridade néao
forem realizadas de forma passiva, como foi assumido até este momento, mas sim de forma
ativa, isto é, o sistema fisico ¢ fisicamente rotado em torno da origem do referencial por 180°, de

tal forma que
P (ativa) ’

r——r' =—r.

A figura 9.8 ilustra uma inversao espacial ativa em torno da origem. Neste caso, o sistema de
coordenadas permanece sempre dextrogiro, mas as quantidades vetoriais sdo transformadas de
acordo com sua paridade frente a esta inversao ativa. Qualquer rotacao passiva posteriormente
aplicada ap6s a inversao sera sempre propria, e assim a quiralidade do referencial nao é alterada
e, portanto, todas os objetos geométricos sdo tensores que satisfazem as leis de transformacéao
(9.14).

Realizando esta inversao ativa, os vetores podem entao ser classificados como vetores polares,
os quais sao impares frente a inversao, tais como os vetores r e p na figura 9.8 e vetores axiais,
0s quais sdo pares frente a inversao, tais como os vetores L = r X p e S (spin). Agora, porém,
ambos os tipos de vetores podem ser classificados como tensores de posto um, uma vez que todas
as transformacoes doravante aplicadas ao sistema de coordenadas serdo proprias.

Contudo, é importante mencionar também que pseudoescalares ainda sdo necessarios para
teorias fisicas que prevéem quebra de paridade, tal como a teoria eletrofraca. Na interpretacao de
que transformacoes de paridade devem ser ativas, estes pseudoescalares continuam existindo.
Um exemplo é fornecido pelos vetores p e S na figura 9.8, onde se verifica que a helicidade
h = p- S continua mudando de sinal, mesmo frente a uma transformacao de paridade ativa.

154 violacao da simetria quiral possui uma importancia vital na bioquimica e na genética. Uma discussao atual a
respeito deste assunto pode ser encontrada no doi: 10.1103/RevModPhys.85.603.
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Pode-se verificar também que o produto externo misto entre vetores polares e axiais continua
gerando tensores de postos mais altos, mas o produto interno entre dois tensores criados desta
maneira pode resultar em um pseudotensor.

9.6.2 TENSORES DUAIS

Independente da polémica com relacao a pseudotensores, estes tém sido empregados em
diversas teorias fisicas, mesmo em teorias invariantes frente a transformacdes de paridade.

Um tipo de pseudotensor com frequéncia empregado € o tensor dual. Na sua definicao,
usualmente faz-se uso do simbolo de Levi-Civita. Realizando produtos internos deste com um
tensor totalmente antissimétrico conhecido, pode-se criar um tensor dual de posto igual ou
inferior, dependendo da necessidade.

Um exemplo pode ser dado tomando o tensor A, totalmente antissimétrico, isto €, A;; = —A;;,
o que implica que Tr (A) = 0. Com ¢;;;, pode-se definir entao o pseudovetor p, cujos componentes
sao

1

pi = §6ijkAjk- (922&)

Ou, reciprocamente, multiplicando a expressao acima por ¢;;; € contraindo os indices, obtém-se

1

1
€ijkDi = =€ijk€itmArm = 3 (Ajr — Arj) = Aij = €ijiDk- (9.22b)

2

Pode-se criar também um pseudoescalar s a partir agora de um tensor C de posto 3 totalmente
antissimétrico,
1

€ijkCijk-

Entao, multiplicando ambos os lados por ¢;;;, € usando (9.3), resulta

€ijkS = geijkGKmnCKmn = Ciji = S€ijk-

Tensores duais sdo empregados, por exemplo, na formulacido covariante do eletromagne-
tismo, onde o dual do tensor de campo é empregado para expressar a forma covariante das
equacdes homogéneas de Maxwell. Para tanto, faz-se uso de um pseudotensor de posto quatro,
o qual € a extensdo do simbolo de Levi-Civita para um espaco vetorial de dimensao quatro.

9.6.3 TENSORES IRREDUTIVEIS

Um uso para tensores duais esta na representacdo de um tensor qualquer em formas irre-
dutiveis. Para exemplificar, emprega-se um tensor de posto dois qualquer 7. Da secdo 9.4.2,
sabe-se que € possivel representar todos os seus componentes em partes simétrica (TISJ) € antis-

simétrica (Tl‘]*) Para a parte antissimétrica, cria-se o pseudovetor u de acordo com (9.22),

1 1
U; = ieijkE? = EGijk (Tz] - Tji) — TZ? = CijkUk-

Ja da parte simétrica, substrai-se o traco da matriz T, definindo entédo o tensor
s 1 1 1
Sij = Tij - gTr (T) 6ij = 5 (T” + sz) — gTI‘ (T) 5”
Portanto, o tensor 7 pode agora ser representado pelas suas partes irredutiveis,
1
T;; = §T1" (T) 51']' + €ijrur + Sij,

as quais sdo compostas por tensores de posto zero, um e dois.
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9.7 TENSORES GENERALIZADOS

As secOes anteriores restringiram-se ao estudo de tensores descritos em termos de coorde-
nadas Cartesianas e os tipos de transformacao passiva aplicados a este sistema aos quais foi
dedicada a maior atencao foram as rotacgdes rigidas dos eixos coordenados e as transformacodes
de paridade.

A partir desta secao, os conceitos e propriedades considerados anteriormente serao generali-
zados para transformacées arbitrarias aplicadas sobre um sistema de coordenadas geral e que
levam a outro sistema. Antes de se abordar tensores propriamente ditos, sera realizada uma
revisao e adaptacao das propriedades matematicas de sistemas de coordenadas curvilineas, dis-
cutidas no capitulo 1. Posteriormente, essas propriedades serdo generalizadas e aplicadas a
tensores de postos arbitrarios.

9.7.1 COORDENADAS CURVILINEAS GENERALIZADAS

Fazendo referéncia novamente a figura 1.2, a posicdo de um ponto P arbitrario no espaco
[E? pode ser expressa em termos de uma terna ordenada de nuameros (q1, ¢2,q3), as quais sdo as
coordenadas deste ponto dentro do sistema de coordenadas curvilineas adotado.

Qualquer vetor neste espaco, sendo o vetor posicdo r um caso particular, pode ser expresso
em termos de uma combinacao linear de duas bases apresentadas na secao 1.1, as bases {e;} e
{€;}, dadas por

eizﬁeeizv%
9qi
sendo i = 1,2,3. Em geral estes vetores nao formam bases ortonormais. Por outro lado, ambos
os conjuntos sempre formam duas bases reciprocas no [E3, isto €,

e; - €j = dij.

Dentro do contexto de tensores generalizados, uma das modificacdes necessarias esta na
posicao dos indices, tanto livres quanto mudos, que identificam os componentes dos mesmos.
Devido a esta modificacdo, a base {¢;} sera doravante identificada por {e’}, com a equivaléncia
{€1,€2,€3} & {61,62,63}.

Adicionalmente, a convencao de somas implicitas introduzida na secao 9.1.1 sera modificada.
Doravante, qualquer indice minusculo que apareca exatamente duas vezes em qualquer com-
ponente ou expressiao, wma vez como subscrito e uma vez como superescrito, sera somado sobre
todos os valores que um indice naquela posicao pode assumir, exceto quando for realizada uma
observacao explicita ao contrario.

Com esta nova convenc¢ao de posicionamento dos indices, a relacdo de reciprocidade entre as
bases possiveis para um dado sistema de coordenadas curvilineas passa a ser escrita como

e -el =0, (9.23)

sendo 57 o mesmo tensor delta de Kronecker discutido em detalhes na secio 9.1.2.
Pela mesma razao, as coordenadas curvilineas do ponto P serdo também doravante identifi-
cadas por indices superescritos P = (ql, q2, q3), de tal forma que as bases passam a ser obtidas

pelas expressoes
or - ~
e, =—cee' =Vq". (9.24)
0q*
Nestas expressoes nota-se que a derivagdo em relacdo a uma coordenada cujo indice esta na
posicao superior resulta em um objeto com o mesmo indice na posicao inferior.
Posteriormente, sera demonstrado que o operador derivacao em relacao a coordenada contra-
variante q* (8 / aqz) comporta-se, frente a uma transformacao qualquer, como o i-ésimo compo-
nente de um vetor covariante. Em muitos textos, costuma-se escrever, de forma resumida,

0
De forma equivalente,
9 = g
N aqi7
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o qual se comporta como a i-ésima coordenada de um vetor contravariante.
Dadas bases (9.24), um vetor a € [E? qualquer sera escrito em termos de combinacdes lineares
das mesmas de duas formas equivalentes,

a=a'e; +d’ey +a’e; = d'e;
a=ae' +ae’ + aze® = a;e’.

Da mesma forma como foi mencionado para a expressao (1.9), os numeros no conjunto {ai}
sdo denominados as componentes contravariantes do vetor a, ao passo que {a;} contém as
componentes covariantes do mesmo. A posicao dos indices distingue os dois tipos de compo-
nentes entre si. Por conseguinte, os vetores {e;} formam uma base covariante no [E?, ao passo
que {ei} formam uma base contravariante no mesmo espaco vetorial. Obviamente, os diferentes
componentes do vetor a sdo dados por

a=a-€e eaq;=a-e,.

A distin¢do entre coordenadas covariantes e contravariantes nao foi realizada para tensores
Cartesianos porque neste sistema ambas as bases sao idénticas. Contudo, em sistemas genera-
lizados isto nao € necessariamente verdade.

A partir deste momento, a designacido de tensores também devera ser alterada, em funcéo
das distintas posi¢cdes que seus indices podem adotar. Uma definicdo formal de um tensor de
posto arbitrario sera realizada posteriormente. Neste momento, sera empregado somente um
tensor de posto dois, para exemplificar a identificacdo. Um tensor 7 de posto dois pode ser
escrito e/ou construido de diferentes maneiras. Se for empregado o produto externo de dois
vetores a e b, escritos em termos de uma ou ambas as bases em (9.24), as possibilidades sao:

1. Sendo a = d’e; € b = bie;, entdo T = a ® b = a'be; ® e;, de onde se identifica 7% = a'V’, os
quais sdo os componentes contravariantes do tensor T .

2. Sendo a = a'e; e b = bie’, entdao T = a ® b = a'bje; ® €/, identificando T% = a'b; como os
componentes mistos do tensor 7. Outra possibilidade ¢ T =T,”¢’ ® e;.

3. Sendo a = a;e’ e b= b;e’, entdo T = a;b;e’ ®e’, identificando T;; = a;b; como os componentes
covariantes do tensor 7.

E importante ressaltar que {T%}, {T%} ou {T};} formam trés conjuntos distintos de componentes
do mesmo tensor 7, porém correspondentes a diferentes construcées dos vetores de base do
sistema de coordenadas.

As expressoes acima envolvendo o produto escalar entre dois vetores merece uma maior aten-
¢ao neste momento. Na notacao tensorial covariante empregada nesta se¢do, uma contracao de
indices (ou seja, a soma implicita dos mesmos) somente sera realizada se um estiver na posicao
contravariante e o outro na posicao covariante. De acordo com esta convencao, o produto esca-
lar entre os vetores a € b somente pode ser escrito na forma usual, ou seja, em termos da soma
dos produtos das respectivas coordenadas dos mesmos, da seguinte maneira,

a-b=a;b'oua-b=ab. (9.25a)

Este resultado esta garantido gracas a condicdo de reciprocidade (9.23), pois com esta pode-se
escrever 4 4 o o 4

a-b= (aiez) . (b]ej) =a;lVe' -e; = aibjé; = q;b", (9.25b)
ou vice-versa. Esta discussao tera prosseguimento na proxima secdo, quando for discutida a
operacao de elevacdo ou rebaixamento de indices.

9.7.2 O ESPACO DE RIEMANN E O TENSOR DE METRICA

Conforme ja foi discutido na secdo 1.1, a métrica de qualquer espaco Riemanniano é com-
pletamente determinada pelo tensor de métrica g, o qual € um tensor de posto dois. Antes de se
prosseguir com a apresentacao das propriedades do tensor de métrica, é conveniente definir de
forma mais rigorosa o espaco de Riemann ou o espago Riemanniano.

O espaco (métrico) de Riemann é a generalizacdo do espaco métrico Euclideano E™ definido
no exemplo 3.2. Esta generalizacéo € realizada tanto na dimenséo arbritraria do espaco quanto
na definicdo de sua métrica, a qual passa a descrever tanto espacos planos, como o Euclideano,
como espacos curvos, importantes para as teorias modernas em fisica e matematica.
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Definicdo 9.9 (Espaco métrico de Riemann). Seja

n _— _ 1 n J L
R'=Rx--xR={(¢",....¢") |/ €R,j=1,...n}

n VezZes

o conjunto de todas as n-uplas ordenadas obtidas a partir do produto Cartesiano do corpo dos
numeros reais e com valores determinados por um sistema de coordenadas X. Seja d¢ um
elemento de arco medido em X e cujo valor € determinado pela métrica Riemanniana

dt* = g;;dq'dq’, (9.26)
onde g = [g;;] € o tensor de métrica que satisfaz as condicées:
(ER;) As componentes g;; (¢',...,¢") do tensor de métrica pertencem a classe C? (R").
(ER:z) O tensor g = [g;;] € simétrico, i. e., gi; = gji.
(ER3) O tensor g = [¢;;] € nao singular, i. e., det [g;;] # 0.
(ER4) A forma diferencial (9.26) é invariante frente a uma troca arbitraria de coordenadas.
Entéao, estrutura R™ = (R", g) forma o Espac¢o Riemanniano de dimensao n.

Rigorosamente, as condi¢des (ER;) — (ER4) impostas ao tensor de métrica definem um espaco
pseudo-Riemanniano, pois o elemento d¢? obtido por (9.26) nao é positivo-definido. Para se definir
um espaco Riemanniano, a condicao (ER3) deve ser substituida pela condi¢cdo mais restritiva

(ER;}) O tensor g = [g;;] € positivo-definido, isto €, g;;v'v! > 0 para todo vetor v = (v',...,v") € R"
nao nulo.

A distingdo entre um espacgo Riemanniano e um espaco pseudo-Riemanniano nao afeta a dis-
cussao realizada nesta e nas proximas secdes. Um exemplo importante de um espaco pseudo-
Riemanniano € o espaco-tempo de Mikowski, o qual sera discutido nas secoes 9.15.1 e 9.15.2.
As componentes covariantes do tensor de métrica sdo obtidos a partir da base covariante {e;}
e sao dados por (1.8),
gij = €4+ €y, (927&)

o0 que mostra claramente que o tensor de métrica € simétrico.

Se o sistema de coordenadas € ortogonal, e; - e; = 0 para j # i. Neste caso, € conveniente
empregar mais uma vez os fatores de escala h;, definidos em (1.11), com os quais se pode
escrever a base ortonormal { é;} como &; = e;/h;, ressaltando que neste caso i € um indice livre.
Assim, o tensor de métrica fica escrito simplesmente como

gij = h26;; (i : indice livre). (9.27b)

9.7.2.1 OPERACAO DE ELEVACAO OU REBAIXAMENTO DE INDICE

O tensor de métrica possui uma outra funcio na algebra tensorial covariante que é de ex-
trema importancia. Ele possibilita alterar a posicao (contra- ou covariante) de um determinado
indice (livre ou mudo).

Para se mostrar como esta operacao ocorre, retoma-se a discussao do produto escalar entre
os vetores a e b realizada no final da secao anterior. Ressaltando que, como estes sao tensores de
posto um, o objeto resultante de seu produto interno deve ser um escalar, que possui 0 mesmo
valor seja qual for a representacao ou sistema de coordenadas adotado para os vetores. Por isto,
uma expressao alternativa as obtidas acima para o produto escalar é

a-b= (aiei) . (bjej) =a'ble; - e; = gi;a't’,
onde se nota o surgimento do tensor de métrica, devido a sua definicdo. Comparando com uma
das expressoées (9.25), percebe-se que, necessariamente,
a; = gijaj.

Ou seja, uma componente covariante de a é obtida a partir de suas componentes contravari-
antes com o uso do tensor de métrica. Diz-se entdo que o indice foi rebaixado para a posicao
covariante.
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Por outro lado, da mesma forma como a expressao (9.27) define o tensor de métrica co-
variante, pode-se também definir o mesmo tensor com seus componentes escritos na forma
contravariante através de

g7y =e'.el. (9.28)
Ressalta-se que os componentes de ¢/ sdo, em geral, distintos dos respectivos componentes de
Gij-
Desta maneira, o produto escalar entre a e b também pode ser escrito como

a-b= (aiei) . (bjej) = gijaibj.

Nota-se agora que a' = g“a;, ou seja, foi realizada a elevacao o indice para a posi¢do contravari-
ante por intermédio também do tensor de métrica.

A capacidade do tensor de métrica de realizar a mudanca na posicdo de um determinado
indice nao se restringe aos componentes de tensores de posto um. Este pode ser empregado
também para mover o indice de um vetor de base. Ou seja, se e; - €/ = §;, multiplicando ambos
os lados por g;; e realizando a soma implicita,

€ * ejgji, = 5%9]'7: = 0Gki = €L * €;.

Portanto, observa-se que e; = g;je’/, uma vez que o tensor de métrica é simétrico. A partir do
produto externo, verifica-se facilmente que o tensor de métrica pode realizar a mesma operacao
em qualquer indice de um tensor de posto dois ou superior, ou seja,

T =T%ge; ou TV =T g%, ete.

Finalmente, a relacdo entre g;; e g% também é facilmente derivada. Dado o i-ésimo compo-
nente do vetor a, pode-se escrever

at = gijaj, mas, a; = gjkak. Portanto, a’ = gijgjkak.

Este resultado implica em que _ _
9% grj = 6%, (9.29)

ou seja, usando uma representacdo matricial para o tensor de métrica e denotando g = [g;;], a
sua inversa sera g~ = [¢].

Finalmente, a forma mista (contra- e covariante) do tensor de métrica pode ser obtida di-
retamente do resultado anterior, empregando o mesmo para alterar a posicao de um de seus
indices,

9 = 9" gr; = 85 (9.30)

9.7.2.2 ELEMENTOS INFINITESIMAIS DE ARCO E VOLUME

Continuando com a discussio realizada na secdo 1.1, se dr = dg’e; é o vetor deslocamento
infinitesimal em um espaco Riemanniano escrito em termos da base {e;}, a norma ou o elemento
infinitesimal de arco deste espaco é dado pela métrica (9.26), isto &,

de? = dr - dr = g;jdq'dg’.

Considera-se agora a base candnica. De acordo com o que foi demonstrado no exercicio 1.2,
para sistemas ortogonais resulta { &;} = {aﬁ'l} Além disso, como os fatores de escala sdo todos
unitarios, resulta também que z; = z'. Assim, os vetores de base {e;} podem ser novamente
expressos, conforme as definicoes (9.24) e (1.7a), como

_Or _ o
C9¢t O¢t T Og

Oxd o1 . , ,
L s = =g = Hyd, 9.31)

€;

respectivamente, sendo agora

, oz ox;

== H;; = —

J aqj v aqﬂ ’
onde H é a matriz de transformacido do sistema Cartesiano ao curvilineo, cujo determinante
corresponde ao Jacobiano da transformacdo. Portanto, o tensor de métrica pode ser escrito
também como

gi; = ei-e; = HHy; &, - &° = HY Hy;6, = HY Hy, (9.32)
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a qual € simplesmente a expressao (1.8) ja obtida.

Por sua vez, o elemento de arco ao longo da i-ésima coordenada curvilinea é escrito como
d¢; = dg'e;, sendo que neste caso nao se realiza a soma implicita. Portanto, o elemento de arco
na direc¢ao de ¢‘ pode ser escrito como d¢; = dq'H’, &;.

De acordo com a discussao realizada na pagina 9, o elemento de volume delimitado pelos
arcos {d¢,,dl,,d€3}, independente destes serem ortogonais ou nao, é sempre dado por

d3r = |d; - (d€s X des)| = |e; - (e2 X e3)] dqtdg?dg®.

Portanto,
Br = |H H,HY & - (2 X &,)|d¢*dg?de® = |eijn H' H  HY | dg*dg*dg®.

E conveniente neste ponto introduzir alguns resultados oriundos da dlgebra de matrizes.
Sendo A e B duas matrizes 3 x 3 néo singulares, e sendo B = A~!, recorda-se a expressao (9.15),
a qual fornece o determinante da matriz A. Esta expressido pode ser adaptada para a nota-
cao covariante empregada nesta secao de diversas maneiras, como apresentado a seguir, onde
também € apresentada uma expressao para os elementos da matriz B,

det (A) €5 = AimAjn Apee™ (9.33a)
det (A) e, = A™ A" A emne (9.33b)
2det (A) BY = e*ed™m A4 Ay (9.33¢)

As operacoes de elevacao ou rebaixamento de indices envolvidas nas expressdes acima sao
realizadas com o emprego do tensor de métrica e serdo discutidas em breve. Desta forma, resulta

e (ex X e3) = det (H)

e o elemento de volume fica escrito

d*r = |det (H)| dq'dg*dq® = |J| dq*dq*dg®,
lembrando que
0 (xl, xt, 333)
9 (q*, 4% ¢%)
€ o Jacobiano da transformacao do sistema Cartesiano ao curvilineo. Esta é novamente a ex-
pressao para o elemento de volume ja obtida em (1.21b).

Agora, o determinante do tensor de métrica também pode ser calculado com as expressoes
acima. Usando entao a expressao (9.32) para o mesmo,

J=det(H) =

det (g) = €% 1192, 93k = €9 Hyi Hypj Hop HY Hy H = det (H) epmpn HY H™ H™ = [det (H)]?.

Ou se€ja,
e1-(e2 X e3) =4/detg

e o elemento de volume pode ser escrito na forma generalizada como

d3r = \/det gdq'dg*dq?,

o qual é um resultado importante, valido também para sistemas de coordenadas nao ortogonais.

Algumas relagdes adicionais envolvendo as bases e o tensor de métrica sao tteis para aplica-
coes posteriores. Em primeiro lugar, o produto triplo entre os vetores da base covariante pode
ser escrito de uma forma geral como

e; - (ej X ex) = \/G€ijk, (9.34)

o que pode ser facilmente verificado. No resultado acima, definiu-se g = det (g) para simplificar
a notacao.

Deseja-se agora escrever os vetores de uma base como combinacdes lineares de vetores da
base reciproca. Isto é realizado através da operacao de elevacdo ou rebaixamento de indices
executada pelo tensor de métrica, isto €,

% ij j
e :gJej € ei:gijej.
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Porém, empregando (9.33c) e (9.29), pode-se escrever 2gg”7 = ¢*‘ci™ng, ; g.,. Portanto, para e’,

et — 761147@671%71

29 9kmYin€;-

Empregando novamente as relacoes (9.31) e (9.32), resulta entao

. 1 ., . 1 .
Kkl -~ ke A
e = —eM I HY HT Hoyp Hy Hyy &7 = —— ey, HY HT) &P,

29 29
onde foi usado também (9.33a). Comparando este resultado com o produto
e; X ej=HH' & X &0 = e, HYH &7,

conclui-se que
A 1 e
e = ——c" (e X €). (9.35a)
3 e (e x e
Uma outra expressao util pode ser agora obtida a partir deste resultado,

e xXel = @ezkee]m" (er X ep) X (em X €y).

Como (a X b) X (¢ X d) =d-(a X b)c— ¢ (a X b)d, o produto triplo (9.34) mostra que

el x el = —e*dm e, - (er X er)] em = —cFey, (9.35b)
[en - ( )] 7
e;, = @ijej X ek. (935C)

Finalmente, se o sistema de coordenadas for ortogonal, entdao de (9.27b) e de (9.29) pode-se
deduzir a forma para os componentes contravariantes do tensor de métrica. Se j # i, resulta

gikg™ =0=hig¥ =0= ¢ =0, (j #1).

Por outro lado, se j =i, entao
girg™ =1 = ¢ = 1/h2.

Portanto, N
ij _ 2
w7
para um sistema ortogonal.
Da mesma forma,

g = h3h3hi = d®r = hyhohsdq*dg?dg®.

9.8 TRANSFORMACOES GENERALIZADAS DE COORDE-
NADAS E TENSORES GENERALIZADOS

A discussao realizada no capitulo 1 e na secao 9.7 restringiu-se a transformacodes realizadas
do sistema Cartesiano para um sistema curvilineo. Nesta secao esta discussao sera generalizada
para incluir uma transformacéo realizada entre dois sistemas de coordenadas quaisquer no R".

Parte-se entao de um sistema de coordenadas no R"™ previamente estabelecido, de tal forma
que um ponto P neste espaco € localizado pela n-upla P = (¢*,...,q"). Generalizando as de-
finicoes realizadas no capitulo 1 e na secao anterior, o ponto P consiste na interseccao de n
hipersuperficies coordenadas no R", sendo cada uma destas um subespaco de n — 1 dimensoes
no R" determinado pela equacido ¢‘ = ¢ (i =1,...,n), sendo ¢! = cte. A curva coordenada de ¢’
consiste naquela interseccido das demais n—1 hipersuperficies; isto é, as coordenadas {qj} (j #1)
permanecem constantes ao longo desta curva. Desta maneira, pode-se definir um conjunto de
n vetores tangentes e; = 9r/dq’, os quais formam a base covariante do sistema de coordenadas
pois estes sao linearmente independentes entre si.
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Dada a base covariante, pode-se definir a base contravariante {ei}, exigindo que esta base
seja reciproca a base covariante; isto €, estes satisfazem a generalizacdo da condicao (9.23),

e -el =4

Desta maneira, um vetor a qualquer no R" pode ser decomposto por meio das duas bases
como a = a‘e; = a;e’, sendo que agora i = 1,...,n € 0 conjunto {ai} consiste nas componentes
contravariantes de a, enquanto que {q;} contém as componentes covariantes do vetor.

Identificando por @ = {ql, e ,q”} o conjunto das coordenadas originais do ponto P € R",
considera-se agora o novo sistema de coordenadas curvilineas Q' = {qi,...,q,} para P, obtido a
partir da lei de transformacao

'=q"(¢"....q"), (9.363)

sendo que a transformacio inversa
¢=q¢ " ...q") (9.36b)

também deve estar definida.

Duas observac¢des importantes a serem realizadas neste ponto sao que as leis de transforma-
¢do (9.36a,b) nao sdo necessariamente lineares; ou seja, os elementos das matrizes de transfor-
macdo podem ser funcoes das coordenadas, ao contrario do que foi considerado na secao 9.3,
onde as matrizes de rotacdo, por exemplo, dependem somente de um angulo fixo de rotacao.
Também devido a isso, as matrizes de transformacédo nao sio necessariamente ortogonais.

Como @’ contém por hipétese um conjunto de coordenadas validas para um ponto P € R"
qualquer, pode-se definir entdao a base covariante neste novo sistema por

, . Or
e, =

i W,(Z::L,n)

Contudo, dada a lei de transformacao (9.36b), pode-se escrever
o 00 or _0f
i aq’i aqj - 8q’i 73

o que estabelece a mudanca de base covariante decorrente da transformaciao Q@ — @'. Por sua
vez, dada a transformacao (9.36a), obtém-se mudanca de base inversa associada

(9.37a)

o dq" /
e; = o7 e.

(9.37b)

De (9.37b) obtém-se imediatamente a lei de transformacao das componentes contravariantes
do vetor a, exigindo que o mesmo permaneca invariante na transformacéao Q — Q’, i. e.,

o ) aq/i .
aje§=>a”:6ja3, (i=1,...,n). (9.38a)
q

, o 0g
a=ade =da'e, =
og’

Por sua vez, (9.37a) fornece a lei de transformacéao inversa ' — Q,

ale; = d''e, = q,a’jei —ad' = B3 a’, (i=1,...,n). (9.38b)
q

As leis (9.38a,b) consistem nas condi¢cdes necessarias e suficientes para que um conjunto de

objetos {al} contenha as componentes contravariantes de um tensor de posto um.

Seja agora o conjunto {e’’}, o qual é reciproco a base covariante {e}}, i. e., €] -€e7 = §.
Observa-se que a condicao de reciprocidade entre as bases em ambos os sistemas, juntamente
com (9.37a), implica que a mudanca de base contravariante frente a transformacao @ — Q' deve
ser dada por

9
"o j
= ad e, (9.39a)
pois
6] —e . e/j = aqk aq/j e - eg = 8qk aqu L aqk aq,j = aqm
i i aq" 9" k dq"" dq" k dq"" Oq* gt
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Ja frente a transformacéo Q' — @, a mudanca de base é

i 04"
e = 0 e, (9.39Db)
pois de (9.37b), ' _
i 0d* 9¢ e et " g

€ire = dq' 0q'* = 9g ogk ~ v
Assim, dada a decomposicdo do vetor a pelas bases contravariantes,a = a;e’ = ale’, junta-
mente com (9.39a,b), obtém-se as leis de transformacio das componentes covariantes:

Oa’

a; = ag,i aj (9.40a)
0q'

a; = o7 a;. (9.40Db)

Partindo das leis de transformacao (9.38) e (9.40), definem-se agora os componentes con-
travariante, mistos e covariantes de um tensor generalizado de posto dois 7 respectivamente
como

_ ailiaq/kaé i 8q/i aqé . _ aqk aqé T
gk ¢’ ’ J gk dq'i 45 U 9qt Ogl

Pode-se generalizar ainda mais a definicdo de um tensor com um numero arbitrario de in-
dices contravariantes e/ou covariantes. Esta forma generalizada possui varias designacdes na
literatura. Assumindo que o tensor 7 possua r indices na posicdo contravariante e s indices
na posicao covariante, o seu posto € N = r + s e este é denominado um tensor do tipo (r, s)
ou tensor de valéncia (r,s) ou ainda tensor r-vezes contravariante e s-vezes covariante.
A notacao empregada também varia na literatura. De acordo com a notacao empregada neste
texto até o presente momento, os indices mistos de um tensor devem apresentar-se espacados.
Contudo, esta regra pode ser flexibilizada para facilitar a notacao e visualiza¢do das expressoes.

Portanto, um tensor 7 é do tipo (r,s) se os seus componentes transformarem-se de acordo
com

T/i 7

0

P 0q/i1 8(]'“ aqll 8q€s .
JiJs aqkl aqkr 3q/j1 aq/js Lyls”
Por conveniéncia de notacdo, estes componentes também podem ser representados simples-
mente por T;f;r
Os componentes do tensor generalizado definido por (9.41) seguem as mesmas regras algé-
bricas dos tensores Cartesianos discutidas na seciao 9.4.

(9.41)

Exercicio 9.7. Verifique se a delta de Kronecker satisfaz a lei de transformacéao (9.41).

Solugdo. Dado 6; se este simbolo € de fato um tensor misto de posto dois, entdo frente a uma
transformacéo de coordenadas generalizada,

i 8q/i aqé K aq/i aqk _ aq/i _ 5
Jj gk dq'i L= gk dq'i - dq'7 R

onde foi empregada derivacdo em cadeia. Ou seja, a delta de Kronecker possui os mesmos
componentes em qualquer sistema de coordenadas, demonstrando ser um tensor misto de posto
dois. A expressao (9.30) ja havia mostrado que o tensor de métrica na forma mista é justamente
dado por esta delta.

Exercicio 9.8. Mostre que g¢;; = e; - ¢; sdo os componentes covariantes de um tensor de posto
dois.

Demonstracdo. Em uma transformacio generalizada, a nova base {e}} deve levar aos compo-

nentes
/ i

gz/‘j =€;-¢€;.
Usando a mudanca de base em (9.37a), resulta
, _ 0¢" 0q" oq* 04"

9i; = Waqu ep e = dq'" Dq'i 9ke-

Ou seja, os componentes de {g;;} transformam-se como um tensor covariante de posto dois. [
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9.9 TENSORES RELATIVOS

Na secao 9.6.1 discutiu-se a diferenca entre um tensor Cartesiano e um pseudotensor. Esta
distincao sera novamente discutida em um contexto mais amplo, generalizando esta distincao
para qualquer transformacao entre sistemas de coordenadas.

Um tensor relativo ou densidade de tensor é aquele objeto que se transforma como um
tensor entre um sistema de coordenadas a outro, exceto que sua lei de transformacao difere de
(9.41) pela multiplicacdo de um peso, correspondente a uma determinada poténcia do Jacobiano
da transformacéo.

Observando a lei de transformaciao dos componentes contravariantes de um vetor (9.38a),
percebe-se que as quantidades {8q’ t/0¢7 } podem ser escritas na forma de uma matriz J, cujos
elementos sao definidos por

J ==,
¢

(9.42a)

e cujo determinante J = det (J) € justamente o Jacobiano da transformacéo {¢’} — {¢''}. Assim,
pode-se escrever de forma compacta o' = J Yal.
Por sua vez, a transformacao inversa (9.38b) também pode ser escrita em termos de uma
matriz K, definida por
K, =90
J 8(]'3 ’

(9.42b)

ou seja, a’ = K';a'7. E facil mostrar que K = J~! e, portanto, K = det (K) = J 1.
Com a mesma notacéao, as leis de transformacao dos componentes covariantes de um vetor,
dadas por (9.40a,b), podem ser escritas de forma compacta como

/ J o R &
a; = K’,a; € a,L—Jiaj.

Usando entdo o determinante K, define-se o tensor relativo de peso w como o conjunto
{Tj’llj“} composto por n" ¢ objetos matematicos identificados por r indices contravariantes e s
indices covariantes que se transformam de acordo com a lei

o aq/z‘l aq/i,,. aqél aqes ]
iyt P w oo P kl'“k’r
r Jids K Ogk1 Ogkr Og'h 0q'7s T Lyoeols” (9.43)

A partir da defini¢do (9.43), os diferentes valores que o peso w pode assumir estabelecem
classificacdes dos tensores relativos que muitas vezes depende do texto consultado na litera-
tura. Uma classificacdo distingue entre densidades de tensores (auténticos) ou densidades
tensoriais ¢ densidades de pseudotensores, quando o peso w € uma quantidade inteira. De
acordo com esta classificacdo, chamam-se:

Tensores verdadeiros ou absolutos: quando o peso é w = 0, ou seja, o tensor segue a lei (9.41).

Densidade de tensor (auténtico) de peso w (inteiro): quando o peso é w > 1. Em particular,
quando w = +1, este objeto € chamado simplesmente de densidade de tensor ou densidade
tensorial.

Densidade de pseudotensor de peso w (inteiro): quando o peso ¢ w < —1. Em particular,
quando w = —1, este objeto € chamado simplesmente de pseudotensor. Cabe mencionar
aqui que tanto objetos com peso w = —1 quanto com peso w = +1 sao classificados como
pseudotensores escalares, de acordo com a lei de transformacéo (9.21).

Esta classificacdo exige que o peso w seja inteiro, uma vez que no caso contrario a transfor-
macao (9.43) nao é necessariamente univoca.

Uma outra classificacdo que pode ser encontrada, para a qual o peso w nao necessita ser
necessariamente inteiro. Segundo esta classificacdo, as densidades de tensores podem ser:

Densidade par de tensor de peso w: quando o objeto se transforma de acordo com

0g'  0q" 0¢"™  0q" g,
dgk1 dgkr dg'i o Oq'Js bels”

T/z‘l...i,,.jlmjs _ ‘K|w

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 01/2013 Impresso: 19 DE MARCO DE 2025



366 | 9.9. Tensores relativos

Densidade impar de tensor de peso w: quando o objeto se transforma de acordo com

8q/i1 8q/i7. 8q51 aqu T]gl...kr
gk gk dg' dq'3 0100

T = sen () K

J1Js

onde sgn (K) € o sinal de K.

Neste texto, a lei de transformacao geral a ser adotada para tensores relativos continuara a
ser (9.43).

Exercicio 9.9. Sendo {g;;} as componentes covariantes do tensor de métrica, mostre que o
determinante g = det (g) € uma densidade escalar de peso w = +2.

Solucgdo. Os componentes do tensor de métrica transformam-se de acordo com (9.41),

r_ aqk aql
gz_] - aq/i aqu gke-

A representacio matricial desta lei de transformacéao é
g =KTgK.

Portanto,
g =det(g') = det (KTgK) = K?g,

0 que mostra que g € uma densidade escalar (ou escalar relativo) de peso w = +2.
Algumas propriedades de tensores relativos podem ser agora apresentadas:

1. A transformacao tensorial é transitiva, ou seja, ao se realizarem duas transformacoes
seguidas, representadas esquematicamente por {¢;} — {¢;} — {¢/}, o tensor resultante
pode ser descrito por uma unica transformacao {¢;} — {¢/'}, a qual é dada pela composicao
das transformacdes anteriores. Esta propriedade ja havia sido discutida no contexto de
tensores Cartesianos na secao 9.5.1.

2. Tensores relativos de mesmo posto, tipo e peso podem ser adicionados e a soma resulta em
um outro tensor relativo com as mesmas caracteristicas.

3. Se dois tensores relativos possuem pesos w; € ws, respectivamente, entdo os produtos
externo ou interno dos mesmos resulta em um novo tensor relativo com peso w; + ws.

4. A operacdo de contracao aplicada a um tensor relativo resulta em um outro tensor relativo
com O mesmo peso que o tensor original.

5. O resultado obtido no exercicio 9.9 mostra que qualquer tensor relativo 7~ de peso w pode
gerar um tensor absoluto de mesmo posto através do produto externo
Uil"'ir _ g_w/QTil...ir

JiJs Jigs’

pois ao se realizar a transformacao, resulta

R A L

—w/2 T
g 9d" 97 R aq7- 01

Kw

U/ i1ty (g/)*w/2 T/

Ji-Js

Cdrde (K2g)

JiJs
o qual se comporta como um tensor verdadeiro.
Exercicio 9.10. Calcule os pesos dos simbolos de Levi-Civita €;;;, € e”*.

Solugdo. Partindo de ¢;, valido em um determinado sistema de coordenadas, deseja-se aplicar
sobre o mesmo a transformacao {¢;} — {¢;}. Fazendo isso, resulta o objeto

dq" 0q™ O™

aq/i 8q'j aq/k- €tmn

l
= KL K™ K" €mn.

Contudo, de acordo com a identidade matricial (9.33b), K, K " K" €omn = Keijr. Portanto, a lei
de transformacao correta para ¢;j;, a qual ira resultar em um tensor ¢;; cujos componentes tém
os valores esperados para o simbolo de Levi-Civita em qualquer sistema de coordenadas, é

, . 8(][ aqm 6(]"
Cijk = dq' 0q'7 Dg'* €emn-
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Portanto, {¢;;} € uma densidade tensorial de peso w = —1.
Ja para o simbolo ¢7*, a mesma transformacao de coordenadas resulta no objeto

o 17 ! 7l o 1k ) . .. ..
8(][ 8qm aqn 6ZTnn _ JZZJ]kanEZmn _ Jeljk _ K_lel‘]k.
q oq q

Portanto, o simbolo €% deve se transformar como

elijk — aqlz aq/j aq/k 6Zmn
0gt Oq™ Ogn ’

correspondendo a uma densidade tensorial de peso w = +1.

9.10 DERIVADAS DOS VETORES DE BASE E 0OS SIMBO-
LOS DE CHRISTOFFEL

No sistema Cartesiano, os vetores da base canonica { &;} sao constantes e por isso a aplicacao
de qualquer operador diferencial sobre um campo vetorial ira atuar somente sobre os compo-
nentes do campo. Por outro lado, em um sistema de coordenadas generalizado os vetores de
base {e;} e {ei} sao funcoes das proprias coordenadas curvilineas. Portanto, qualquer operador
diferencial ira atuar também sobre estes vetores.

Considera-se entdo uma derivada qualquer atuando sobre um determinado vetor de base;
por exemplo, a operacao de;/dq’. O resultado desta derivacao é também um vetor, o qual pode,
portanto, ser expresso em termos da propria base {e;}. Dado entdo o vetor e; = e; (¢',¢% ¢*).
escreve-se

aei Tk

o0 I ek, (9.444)
onde F’fij é denominado simbolo de Christoffel (de trés indices) do segundo tipo. Os simbolos
de Christoffel podem ser visualizados como matrizes n x n x n, possuindo portanto n® elementos
ao todo no R™. Na literatura, uma outra notacdo empregada com frequéncia para os simbolos
de Christoffel do segundo tipo é:

i i

el

Usando a relacao de reciprocidade (9.23), os valores de I'*, ; podem ser obtidos por

oe;
ko k O€
I, =e ag

(9.44b)

Com a mesma relacao pode-se obter também a expressao para as derivadas de {ei } Escrevendo

i
de ik

aqj =« jk:e )

observa-se que
oe’ i
ey — =a' ;.
k og ik

Porém, derivando a relacao de reciprocidade, obtém-se que

e
ek‘aiqj__ ki

i % — )
Ou seja, a' ;, = -1 e
Oe’ ik
8 7 == 7].—‘ k,je .
q

(9.44c¢)

Exercicio 9.11. Mostre que o conjunto dos simbolos de Christoffel {I"*, j} nao sao componentes
de um tensor misto de terceira ordem.
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Solugdo. Aplicando uma tranformacéao arbitraria sobre (9.44b), no novo sistema de coordenadas
resulta

F/ ok e/k . 86;‘_ .
1] 8q/]
Mas, conforme as leis de transformacéao (9.37a) e (9.39a), pode-se escrever

F”“u—aq/kez : <5qme >

EARrw ’ a¢” \ogi ™
o 1k 82 m Oag™ 86m
0qt \ 9q"” 0q"" aq" dq

_ aq/k 62(1@ aqm ainee ‘ aem
aqe 8qu aq/i, (9(]” 3q’j 3qn ’

aq/k 82(][ aq/k aqm aqn P
U 0¢" 947 0q" T 9q" dq' dgi ™

Observa-se que somente o segundo termo do lado direito esta de acordo com a lei de transforma-

cao de um tensor de posto 3. A presenca do termo adicional mostra que o simbolo de Christoffel
nao € um tensor.

F/k

(9.45)

Uma expressao alternativa para o calculo de F’“ij, em termos do tensor de métrica, pode ser
obtida. Inicialmente, observa-se que o simbolo de Christoffel é simétrico frente a permutacao
i <> j. Isto € facilmente demonstrado a partir da definicao (9.24). Uma vez que

Oe; 0%r 0?r de;

8¢~ gidg  9qidgi  dgi

resulta de (9.44a,b) que

%: ki.ekzaej: ]_—‘kzzae]ek:]_—‘kZ
aq] J aq1 J aqz J
Considera-se entao a definicao (9.27a). Derivando a mesma, obtém-se
8gij aei 86]'
o ~ a9 oy

¢ ‘
:Fikeg-ej—&—ijei-eg
‘ ‘
=1"90 + 1" 1. 9ic-

Realizando duas permutacodes ciclicas dos indices livres i, j € k neste resultado, resultam as
expressoes

99k
aqu‘ = szigik + 1,950
ki
Oqjl =T",90 + T gre.

Somando as duas ultimas expressoes e subtraindo a primeira e fazendo uso da simetria de g;; e

I'*,;, resulta

agjk I Ogri _ 39@' _
gt 0¢7  Ogk
Realizando o produto interno com ¢"* e usando (9.29), resulta finalmente

: 1 o (0gje , Ogei  Ogij
Fkij=2gu< it i

QFZijgkg.

d¢' " 9gi  9q"
Uma maneira pratica de se visualizar os simbolos de Christoffel € oferecida definindo trés

matrizes (no R?) 3 x 3 simétricas, cada uma correspondendo a um valor do indice k em (9.46a),
ou seja,

(9.46a)

Fkll Fle I—‘k:13
It =[r*,] = 1“:21 [Fy Thys | (k=1,2,3). (9.46Db)
F 31 F 32 F 33
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Exercicio 9.12. Calcule os simbolos de Christoffel para o sistema de coordenadas cilindricas.

Solugédo. Usando os resultados da secdo 1.5.1, o tensor de métrica e sua inversa sao dados por

100 100
g=10p20| =g '=10p720
001 001

Portanto, a primeira concluséo é que g;; = h?d;;, resultando para (9.46),

1 on? Oh2 . Oh2
Fk»» _ = -2 J kj -2 i ki _ p—2 i s
=3 <hj st G o = 5U> ,

sendo que nao existem somas implicitas nos indices duplos. Observa-se entdo que somente sao
nao nulos os simbolos onde i =2 e/ou j =2 e/ou k = 2. Ou seja,
]_'\117 _ ]_'\¢ _ l Y, =—
po = o0 T gp — P
Todas as outras possibilidades resultam nulas.
Em termos das representacées matriciais,

000 0 1/50
I”={0-p0 *=11,00 I* =0.
000 000

Os simbolos de Christoffel (de trés indices) do primeiro tipo correspondem a expansao
equivalente a (9.44a), porém em termos dos vetores da base contravariante {e’}, ou seja,

861‘

¢’

= [ij, k] €*, (9.47a)

onde [ij, k] € a notacao usualmente empregada na literatura para os simbolos de Christoffel do
primeiro tipo.

Da mesma forma como se procedeu com I' ;1> @s expressoes para estes simbolos sao obtidas
a partir da relacao de reciprocidade, resultando em

o 8ei
= aqj

i, k] - ex. (9.47b)

Como e; = gyve’, resulta de (9.44b) a seguinte relacao entre ambos os tipos de simbolos,
ij, k] = gDt = ¢ AL S G (9.47¢)
[ij, k] = gre ij = 9kt j 17 = i Gl g [ig, 1] . -&1C

Este ultimo resultado mostra também que [ij, k] = [ji, k].
Finalmente, usando (9.46) obtém-se a seguinte expressao para [ij, k] em termos do tensor de

métrica,
. 1 (0gir.  Ogji  Ogij
k]l == - = — == ), 9.47d

9.11 DIFERENCIACAO COVARIANTE

Nesta secao introduz-se o conceito de derivada covariante, a qual esta envolvida no calculo
de operadores diferenciais aplicados a campos tensoriais em sistemas de coordenadas gene-
ralizadas. Para iniciar a discussao, sao considerados os objetos matematicos resultantes das
variacgdes arbitrarias de campos tensoriais de mais baixa ordem, ou seja, campos escalares e
vetoriais.

Para o caso de um campo escalar i) = ¢ (r), sua variacao infinitesimal, quando calculada no
sistema Cartesiano, pode sempre ser escrita como dyy = Vv - dr, sendo o gradiente escrito em
coordenadas Cartesianas. No sistema curvilineo, a mesma variacao resulta em

_ oy
dy = 8qidq.
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Como {dqi} sao os componentes de um vetor contravariante e dy € um escalar, resulta que, de
acordo com a lei do quociente, {81/} / 8qi} formam os componentes de um vetor covariante.

Por outro lado, para o campo vetorial v = v’e;, embora em coordenadas Cartesianas {6vi / 83:j}
contém os componentes de um tensor de posto dois, esta regra nao € geral para qualquer sistema
de coordenadas, pois dv’/J¢’ se transforma de acordo com

i\ 't agk o (agt
(0qj> T 0q'i ¢ gk <<’9qév )
_ aqk 82(]/1‘ ’ 6q/i 6qk 81}(
= 9¢7 0gkoq'” T B¢’ ¢’ 0gF

o qual nao segue a lei de transformacao de um tensor generalizado de segunda ordem. Este
objeto, a propésito, transforma-se de maneira semelhante aos simbolos de Christoffel. Este
resultado nao segue a lei de transformacdo de tensores porque a matriz de transformacao J é€,
em geral, uma funcao das coordenadas, ou seja, J = J (ql, . ,q”).

Ao se calcular a derivada de um campo vetorial v em relacido a uma coordenada ¢’ qualquer,
€ necessario levar em conta também a geometria do sistema adotado, a qual € descrita pelos
simbolos de Christoffel. Neste caso, pode-se escrever

W0, e o
dgd  Og Yot dgi  Og

- vt .
e; + v’l"kije,C = <8qﬂ + vkl“’kj) e;.
Agora o objeto obtido na expressdao acima comporta-se como um tensor de posto dois. Este
objeto € denominado a derivada covariante do vetor v e € representado por

_ o' ik
0= gg Tk

v = vi’j + Fikjvk. (9.48a)

Em (9.48a), a notacdo “;j” denota a diferenciacdo covariante em relacdo a coordenada ¢’, en-
quanto que “, j” indica a diferenciacao usual na mesma coordenada, i. e., v’ ; = v’ /9¢’. Usando
o simbolo da diferenciacdo covariante, pode-se escrever entiao

%’j — vl e (9.48b)

Exercicio 9.13. Mostre que {vi; j} forma os componentes de um tensor misto de posto dois.
Solugao. Realizando a transformacéo {¢'} — {¢''},

17
i\ _ /i_av 1k d
(U ;j) =V = dq'i + vt

Usando a lei de transformacéo de F’“ij dada por (9.45), pode-se escrever

vt = (9(][‘ i (5)(]” vm) + aq/k " (aq/i qu 8q’i oq™ &In_ ¢ )
7 0¢"7 9qt \ O™ oq" 3¢ 0 0q'* " Bgt dg’* Dgd - ™
L . a¢'* dq't 92" . dq" 8¢ ™ At Hg" o
= 0q'7 aqéaqmv dq" ¢* aq/jaqlkv dq'i aqu g’ 8q’jv mn-

Mas os dois primeiros termos resultam

5'(]2 82q/i - aq/k aq/i a2ql o 3(]2 a2q/z‘ aq/i 6q/k o aiqe -
dq'7 q'dg™ dq" 8¢t 8¢ 0q'% | 0q'7 8q*dq™  dq' \dq™ dq'* ) dq”

_ azq/i 8ql aq/i 82ql o b 3(]” aqé o 55;’, 0

3qmaqé dq'I aqé 8qm3q/j dgm (i)qé dq'I dqgm :

Portanto,

o . aq/i aqé Hy™ o B aq/i aqé vk
T g™ 8q'7 \ dq* nt | — g dq'7 0

o qual segue a lei de transformacao de um tensor misto de posto dois.
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Exercicio 9.14. Calcule a derivada covariante vi;
calcule a contracao v’,,.

; em coordenadas cilindricas. Em seguida,

Solucdo. Da definicao (9.48) e dos valores de Fkij para as coordenadas cilindricas obtidos no
exercicio 9.12, resulta, para {i,j} = {1,2,3} = {p, ¢, 23},
ovt 6

vy = o0 5 (07856 + v%85,) — pv?60 ;5.

Realizando agora contracao,

v’ vpilﬁ( p)+87v¢+87v‘3
PUIT "6 T 9z

v =

¢ e T pop

a qual é exatamente a expressao para o divergente do campo v em coordenadas cilindricas,
obtido na secao 1.5.1.

A expressdo equivalente a (9.48), porém para os componentes covariantes do vetor v, pode
ser obtida derivando agora v = v;e’, com o emprego de (9.44c), ou seja,

8 i 01)1- i

Chamando v;;; a derivada covariante da i-€sima componente covariante do vetor v, obtém-se

8’Ui
Vij = gog I ve = viy — ¥ o, (9.49a)
Portanto, pode-se escrever
ov i
@ = vj;€e. (9.49Db)

Derivadas covariantes de tensores de ordens mais altas podem ser obtidas seguindo o mesmo
procedimento adotado acima. Por exemplo, um tensor de posto dois possui ao todo 4 representa-
¢oes: 1 contravariante, 1 covariante e 2 mistas. Para realizar em detalhes a derivacao covariante
para os componentes contravariantes do tensor 7, escreve-se 0 mesmo como T = T¥e; ® €;.
Derivando entdo em relacio a ¢*,

oT 0 .
¢k~ ogF (T7e; @ €;)

8Tij iﬂei i 66]'

:quei®e]‘+Tjaqk ®6J+T]ez®aiqk

o1 ) . ) )
= <aqk —+ FZZkTEJ =+ Fjnglz) e;, X €.

Chamando entao 7", como a derivada covariante dos componentes contravariantes do tensor

T, identifica-se N
oT"

T, = Pk I, 179 + 17, 1% (9.50a)
podendo escrever
oT ij
aiqk — Tj;k/el' ® ej.

Pode-se mostrar facilmente que o conjunto {Tij; .} forma os componentes de um tensor de posto
trés.
Expressoes equivalentes a (9.50a) para as outras representacdes de 7 podem ser derivadas
da mesma maneira. Estas sdo:
Ty =T, + T T — T, (9.50Db)
Tijir = Tijr — T Tej — T T, (9.50c)

onde o indice “, k" indica agora a derivacao usual nesta coordenada, i. e., T;; » = 91;;/0q".
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Expressoes para as derivadas covariantes de tensores de postos maiores que dois podem ser
derivadas seguindo os modelos fornecidos pelas expressodes (9.48), (9.49) e (9.50a-c): a derivada
covariante de cada componente de um tensor de posto N é composta por N+1 termos. O primeiro
termo € sempre a derivada direta do componente em relacdo a coordenada; os demais N termos
sdo combinacdes de produtos dos simbolos de Christoffel com os componentes do tensor. Para
cada indice na posicao contravariante, o termo correspondente na derivada covariante € somado,
enquanto que para cada indice covariante, o termo correspondente € subtraido. Em cada um
destes termos, o ultimo indice do simbolo de Christoffel € sempre a coordenada que esta sendo
derivada. Por sua vez, os demais indices sao sempre tais que a convencao de somas implicitas é
respeitada para a particular representacio do tensor que esta sendo derivada.

A derivacgao covariante também serve para atribuir significado a aplicacido do operador nabla
(V) sobre um tensor de posto N, de tal forma que o objeto matematico resultante seja um
tensor de posto N + 1 que satisfaz a lei de transformacdo. Por exemplo, para o tensor 7 em
(9.50a-c), a operagdo U = VT resulta em um tensor de posto trés, sendo que algumas de suas
representacoes possiveis sao

U=T"e;0e;0e =T,e,0e 0" =T e'0e ®e"

Retornando rapidamente aos tensores de posto zero, ou seja, a escalares, como estes nao
fazem uso de vetores de base para a sua representacio, resulta que a derivada covariante de

¥ (¢',...,¢q") € idéntica a derivacéo direta, ou seja,
Vi =1,e! = 8—qjej =1 e,

Para a fisica em espacos curvos, em particular para a relatividade geral e gravitacdo, a deri-
vada covariante possui uma importancia impar, pois

...(a) substituicdo consistente das derivadas parciais regulares por derivadas covari-
antes carrega as leis da fisica (na forma de componentes) a partir do espaco-tempo
plano para o espaco-tempo (Riemanniano) curvo da relatividade geral. De fato, esta
substituicao pode ser tomada como uma expressdao matematica do Principio da Equi-
valéncia de Einstein.

Finalmente, um teorema importante para a derivada covariante do tensor de métrica € apre-
sentado a seguir.

Teorema 9.1 (Teorema de Ricci). A derivada covariante do tensor de métrica é identicamente
nula.

Demonstrac¢do. Este teorema sera inicialmente demonstrado para a forma covariante do tensor
de métrica. De acordo com (9.50c¢),

Gijsk = Gij,k — FeikQZj - Fejk;gi@-
Entéo, introduzindo (9.46) na expressao acima e usando também (9.47c,d), resulta

Gijik = Yijk — ik, j] — [jk, 1]
1 1 1 1 1 1
= Gijk — 5951k ~ 5Yijk ~ 59ksi + 5 Yik.i + 59ik.i ~ 59kig = 0.

Empregando as relacoes entre as formas contravariante e mista do tensor de métrica, € facil
demonstrar que este teorema € valido também para estas formas. O

Em particular, o teorema de Ricci implica na seguinte expressao para a derivada usual do
tensor de métrica,
9gij _

aqk = ik = [Zk’j] + []kal] ) (951&)
a qual, com o uso de g**g;; = 6}, resulta em
89ij ii oy e
ok 9 L= 0"y = g T (9.51b)
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9.12 OPERADORES VETORIAIS NA FORMA TENSORIAL

Na secdo 1.4 foram derivadas as expressdes para os operadores diferenciais gradiente, ro-
tacional, laplaciano e rotacional, validas para sistemas de coordenadas ortogonais no espaco
Euclideano E3. Em seguida, na secao 1.5 foram derivadas expressoes explicitas destes opera-
dores para alguns exemplos de sistemas de coordenadas ortogonais. Nesta se¢cdo, os mesmos
operadores diferenciais serdo novamente obtidos, porém agora para qualquer sistema de coor-
denadas, inclusive para aqueles que nao sao ortogonais.

Para fins de posterior comparacio entre as expressdes que serdo derivadas nesta secio com
as apresentadas na secao 1.5, deve-se lembrar que as bases aqui adotadas, {e;} e {ei} nao
sdo necessariamente normalizadas. Contudo, € sempre possivel normalizar a primeira base,
lembrando da definicao (1.11) para os fatores de escala h;. Desta forma, pode-se adotar a base
{é;} = {e;/h;} para fins de comparacdao. Nesta base, o vetor v, por exemplo, pode ser escrito
v = vie; = 0 é;, sendo ¥’ = hvi, 0 que possibilita uma comparacio direta entre os resultados.
Adicionalmente, deve-se lembrar também que para um sistema ortogonal as representacdes do
tensor de métrica sdo g;; = h?d;; € g/ = h; 25, enquanto que o seu determinante € g = det ([g;;]) =
h2h3h3.

1ol

9.12.1 GRADIENTE DE CAMPO ESCALAR

Como o campo escalar ¢ (ql, e 7q”) nao depende dos vetores de base, o seu gradiente € obtido
simplesmente pela aplicacdo do operador vetorial V covariante,

3
10
— 9.52
V=55 T X ha 9.52)
Pode-se ver que neste caso simples a expressao resultante coincide com (1.23).
9.12.2 DIVERGENTE DE CAMPO VETORIAL
Dado o campo vetorial v = v (ql, e q”), o seu divergente consiste na aplicacao sobre o mesmo

de um operador diferencial de tal forma que resulte um campo escalar. O divergente de um
campo vetorial generalizado € representado pela operacao divv.

Para resultar um tensor de posto zero, esta operacdao pode ser concebida como composta por
duas etapas: inicialmente, o operador V € multiplicado diretamente ao vetor v, resultando em
um tensor de posto dois. Em seguida, € realizada uma contracao entre os indices do tensor,
tendo como resultado um escalar. A primeira etapa destas operacoes pode ser representada por

v=vuv'e = Vv=1',eR¢€,

onde foi introduzida a derivada covariante (9.48). Portanto, o divergente de v é dado pela con-
tracao
8vi

8 3 + F’Lklvk

dive = v

Usando agora a expressao (9.46) para os simbolos de Christoffel, observa-se que

i 1 0 (0gie  Ogre  Ogri\ _ 1 ;109

uma vez que os ultimos dois termos se cancelam.
Por outro lado, o termo restante em (9.53) pode ser simplificado fazendo uso do seguinte
lema.

Lema. Sendo as matrizes a(q',...,q") = [a;] e b(q',...,q") = [bY] tais que b=a"', e sendo
a = det (a), entdo
da . Oagj
— =ab L. 9.54
aqk — " ogk ( )
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Demonstra¢do. Para se demonstrar este lema no R?, emprega-se novamente a identidade matri-
cial (9.33a), a qual pode ser escrita como

1 ..
a= fe”keabcaaiabjack.

6

Por outro lado, o elementos da matriz b podem ser expressos em termos dos elementos de a como

bij _ iGikéejmn
a

AmkAnl-

Entao, derivando a em relacio a ¢¢,

da L ik abe 0aq; " Oay; " Oack
— = —€ € Qpi Qe ——F5 AaiQek —— Aailpi
aql 6 bjlck aqé k aqe bj aqz
1 0 00ai 5 0 . 0ack Oa;;
— bza 4 b] J 4 bkc _ b]l L] ,
3¢ ( 9q* dq* dq* ot

resultando assim (9.54).
Embora o lema tenha sido demonstrado para uma matriz 3 x 3, pode-se mostrar que este
resultado independe da ordem da matriz. O

Aplicando entao a identidade (9.54) para o tensor de métrica e lembrando que o mesmo €
simétrico, obtém-se

dg i'agi'
aiqk :ggjﬁka' (9.55)

Usando entao este resultado em (9.53), conclui-se que

ri 189_#8/@_8 ln(\/ﬂ>.

M 290¢8 T Jlg] 94F  9¢*

Portanto, o divergente de um campo vetorial pode ser sempre expresso em termos do deter-
minante do tensor de métrica como

. ; o' 1 9Vlgl ; 1 9 .
divo = 0", = —— + v = = (VIgh' (9.56a)
t0r gl 94 Vgl 94 ( )

0 0
B <\/H m—) : (9.56b)

1 3

9.12.3 LAPLACIANO DE UM CAMPO ESCALAR

Dado o campo escalar ¢ =1 (¢',...,¢"), o seu laplaciano pode ser obtido a partir da operacao
usual, V¢ = div (V). Inicialmente, percebe-se em (9.52) que (Vv), = 9¢/d¢'. Entdo, com o
emprego do tensor de métrica, pode-se escrever

) . O
1 7 _ 1)

o = (V) =g

Introduzindo este resultado em (9.56), obtém-se

2 13( ia‘&/’>
Vw*JEW ﬂ%éw. (9.57)

Exercicio 9.15. Mostre que (9.57) se reduz a (1.25) no caso particular de um sistema de coor-
denadas ortogonal.

Demonstracdo. Para um sistema ortogonal, ¢/ = h; 25" e \/|g| = h1hahs. Entao, em (9.57),

3
1 8 [ hihohs a¢)
Vi = ——— : ( -,
¥ hihshs Z aq* h? aq*

i=1

o qual é exatamente a expressao (1.25). O
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9.12.4 ROTACIONAL DE UM CAMPO VETORIAL

A definicao usual do rotacional de um campo vetorial esta associada ao conceito do produto
vetorial entre dois vetores. Contudo, € interessante obter-se neste momento uma expressao
mais geral, a qual pode ser facilmente estendida a espacos vetoriais de dimensdes mais altas,
uma vez que o produto vetorial somente existe no [E3.

Considerando inicialmente o produto vetorial entre os vetores a,b € [E? , pode-se escrever

aXb= a,;bje’ X el = —e”kaibjek,

VIl

onde foi empregado (9.35b). Definindo entao o tensor antissimétrico

kemaebm = aibj — (iji < e“kaibj = ieukMi‘

Mij = €ijk€ 75

observa-se que € possivel escrever

aXb= LeijkMijek.
2v/1dl
Ou seja, € sempre possivel escrever os componentes do produto vetorial em termos do tensor
antissimétrico M;;. E vantajoso definir este tensor, uma vez que se pode entdo considerar a sua
extensao para espacos vetoriais de dimensao mais alta.
Focando agora no rotacional de um campo v (ql, e ,q”), identificado por rotv, este sera defi-
nido pela generaliza¢do do produto vetorial do operador V com v. Escreve-se entao

rotv = ,7ewk%jek7

VIl

onde foram empregados (9.49b) e (9.35b). Define-se entdo o tensor antissimétrico

kém
(rotv)ij = €KE Vym = Viyj — Uji <= €

3

- 1,
igk,, . _ ijk
Vizj = € (rotw),; ,
o qual esta relacionado ao i-ésimo componente do rotacional de v. Contudo, de (9.49), observa-se
_ ke _ ke _ ‘Ao A i ; k
que (rotv)ij = €€ " (Ve,m — Iy Un) = €ijk€° ™00 m = v; j —Vj;, devido a simetria de T’ ;;- Portanto,

kfm
(rot'v)ij = €ijm¢€ Vi, 0 = Vi 5 — V5.

Entao, para reproduzir o resultado (1.26) conhecido mas, ao mesmo tempo, generalizando
para sistemas nao ortogonais e, eventualmente, para espacos de dimensées superiores, o campo
vetorial w = rotv, desenvolvido como w = w'e;, tem seus componentes dados por

1 w9k

€ ~.
Vgl o

%

(9.58)

9.13 DIFERENCIACAO ABSOLUTA E CURVAS GEODESI-
CAS

Nesta secao serdo introduzidos alguns conceitos mais avancados da analise tensorial, com
frequéncia empregados em trabalhos envolvendo geometria diferencial e relatividade geral.

9.13.1 DIFERENCIACAO ABSOLUTA OU INTRINSECA

Uma aplicacdo importante das derivadas covariantes consiste na derivacdo de um campo
tensorial ao longo de uma curva no R", a qual € parametrizada por r = r (), ou seja, em termos
de um parametro t.

Considera-se inicialmente o campo vetorial v = v (ql, . ,q”). Escrevendo v = v'e;, a derivada
absoluta deste campo em relacéo a ¢ fica

do _dv' L de
at @t o
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_ vt dd Oe;
odt dt 0¢7°

Introduzindo o simbolo de Christoffel (9.44), resulta

dv dv? o dgF svt
= = vl —— ) e = i
dt ( a T ) T 5t ©

O termo entre parénteses ¢ denominada a derivada absoluta (ou intrinseca) jv'/it do
componente v* ao longo da curva r (t). Esta derivada é usualmente representada, de acordo com
(9.48), como

vt dvt o .dgF dg?
ot = ar Tl g =V (9-59)
Ou seja, pode-se escrever
dv dg? ‘
at ~ Uar "

De forma semelhante, as seguintes expressdes para as derivadas absolutas das diferentes
formas de um tensor de posto dois podem ser deduzidas,

ot Tk de

&Tij o qu
5t Lk
TG i 99
5t T'jin dt

As expressoes acima atribuem significado a derivacao absoluta deste tensor como um todo,

dT 6T © 8Ty igel
a’l e De; = el =...
dt St T ot
Finalmente, se v (ql, ce q") € um campo escalar, entdo sua derivada intrinseca é simples-
mente a derivada ordinaria, 5
Y dy
- = 9.60
ot dt ( )

As derivadas absoluta e covariante obedecem as seguintes propriedades da diferenciacao:
1. A derivada de uma soma de tensores € a soma das derivadas.

2. A derivada do produto (externo ou interno) dos tensores 7 e U € igual a UST + T U, onde
o simbolo “¢” representa qualquer tipo de diferenciacao.

3. O fato da derivada covariante do tensor de métrica ser nula implica em que as operacgoes
de elevacao ou rebaixamento de indices e de diferenciacao podem ser permutadas.

9.13.2 CURVAS GEODESICAS

Um exemplo importante de aplicacao da derivada absoluta de um campo em uma deter-
minada geometria do espaco sdo as curvas geodésicas. De maneira simples, uma geodésica €
aquela curva no espaco cujos vetores tangentes permanecem paralelos ou invariantes ao longo
da mesma. Em um espaco Riemanniano, a geodésica também € a curva de menor distancia
entre dois pontos no espaco.

Em um espaco Euclideano, a geodésica entre dois pontos €, simplesmente, a linha reta entre
os mesmos. Porém em um espaco curvo, a geodésica € realmente uma curva. Uma maneira
alternativa de se definir uma geodésica esta relacionada com topologia e geometria diferencial.
Nesta abordagem, a geodésica € a curva de menor distancia entre dois pontos sobre uma super-
Sficie curva no R". Esta interpretacao € particularmente importante para a teoria da relatividade
geral, uma vez que a geometria do espaco-tempo, ou seja, a sua métrica, € determinada pela pre-
senca de objetos macicos. Quando uma particula-teste esta nas vizinhancas destes objetos, a
sua trajetoria entre dois pontos quaisquer neste espaco-tempo segue ao longo de uma geodésica.

E conveniente neste ponto introduzir a definicdo formal de uma curva no E?. A definicao
abaixo ¢é ilustrada pela figura 9.9.
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~

Figura 9.9: Uma curva € no espaco E3,

Px, y. 2) definida como o mapeamento de um in-
% tervalo de variacio do pardmetro ¢t € J
r () \\\ (7 CR) sobre uma colegio de pontos
~ P C E3, determinados pelo variacio
> y\\ do vetor posicdo 7 (t).
\
\
\\
[ é 1 -

Definicdao 9.10 (Curva no espaco E3). Seja 7 C R um conjunto de valores do parametro ¢t € 7 e
o espaco Euclideano E?. Uma curva € no espaco [E? é o mapeamento continuo

7|—>]E3

das fungoes z (t),y (t), 2 (t) € C? (7) sobre E? tal que para cada t € 7 existe um e somente um vetor
posicdo r = r (t) € E3, determinado por

r(t) = (z(t),y ),z ().

Para seguir a discussio, ja é possivel e conveniente abandonar a restricao do E? e considerar
um espaco Riemanniano qualquer de dimensao n, denotado por R". Uma curva no R" € definida,
de forma analoga a definicao 9.10, como o conjunto de pontos & C R" determinados pelo mape-
amento da varredura do parametro t € R em imagens das funcées ¢! (t),q¢*(t),...,q" (t) € C*>(R),
as quais irao formar as n-uplas ordenadas (¢* (¢),¢*(t),...,q" (t)) € €.

Para se determinar entdo a equacao de uma geodésica no R", emprega-se com frequéncia o
cdalculo variacional. Neste caso, a geodésica € definida como a curva cujo comprimento possui um
valor estaciondrio com respeito a variacées arbitrariamente pequenas, mas com pontos extremos
mantidos fixos.

Seja entdo d¢ o comprimento elementar de arco correspondente ao deslocamento infinitesimal
dl e t; e t; os valores extremos do parametro ¢ que determina a curva ¢ entre os pontos 4 e B,
contidos no R". Entéao, as coordenadas dos pontos ao longo de € serao dadas pelas formulas

¢ =qt), ti<t<t;, ¢@#)eC*R), i=12...,n,

sendo que {¢' (t;)} — A e {¢’(t;)} — B. Portanto, a extenséao da curva €, denotada por /, sera

dada por
B
Z:/ de.
Al

De acordo com o principio variacional acima, a curva geodésica entre A e B sera determinada

entao por
B

o0=5[ di=o.

Mas como o deslocamento df€ ocorre ao longo da curva €, o principio variacional acima pode
ser escrito também em termos de uma integracdo no parametro t. Em um espaco Riemanniano,
o elemento de arco d¢ é dado por d¢* = g;;dg'd¢’. Entdo, ao longo de uma variacao infinitesimal
ao longo de €, entre os valores t e t + dt do parametro livre, a coordenada ¢’ (¢) varia por

dq’ =
T

dq® dg? dqt dg?
ars = gij 0 dr dt® = dl = 1/ gi; 0 dr dt
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Portanto, o principio variacional pode ser expresso como

tr dqt dgi
M:é/ gij—— —-dt =0.
o VT ar

O integrando acima é um funcional das quantidades {¢' (t)} (através do tensor de métrica) e
{dqi / dt}, as quais serao determinadas a partir do principio variacional. Denota-se este funcional

por
o [\ _ ] dd’dg’
g{{q}’{dtﬂ_ 94 at ~at -

Portanto, aplicando a variacéo §/, mantendo os extremos fixos, resulta

ty ty ty ) i
5@:5/ gdt:/ 5$dt:/ 0L 5+ 9% 5(dq) dt.
t; t; 6 | 94 9 (%) dt

i i

Como € usual, a variacdo d¢' corresponde a diferenca entre duas formas funcionais para ¢’ ()
que sao arbitrariamente préoximas entre si. Denotando estas formas funcionais como qzl) (t) e

ng) (t), €screve-se 5(]1 = q22) — qzl) e, portanto’

d i dr; i d ; d ; dg'
a (5q ) ~u [‘I(z) - Q(1)} = %Q(z) - %Q(l) =0 (dt) :

Entao, integrando por partes o segundo termo, resulta
tr oy dq b ;
[ st [t
oo (th) b

t 0Z i ! 0L ;
_/tifjt @ 6th:—/tifjt @ dq*dt,

uma vez que os extremos sao fixos. Portanto, o principio variacional sustenta que

ty )
50 = / 02 _d | 02 \\ g0
t

Para uma variacio arbitraria das coordenadas ¢’, a identidade acima somente pode ser satisfeita
se forem obedecidas as equacées de Euler-Lagrange

07 d| og

8qi_£ W =0, (:1=12,...n).

dt

Até este ponto, o parametro ¢ foi considerado arbitrario. Porém, como se deseja relacionar a
geodésica como a curva de menor extensao entre A e B, o parametro ¢ sera escolhido como o
comprimento de arco ¢ ao longo da mesma, ou seja,

WALy

e i

Calculando entao as derivadas acima,
o2 _ 0 [ dadet 1, 0g;dq’ da" _ 10g; de’ dg*
dg  9¢ VI a0 ar T 2 9t dl dl 2 dgi dl dl
Ja a outra derivada fica

02 _ 0 [ deiddt 1 (ddt de o dd)
o(%) " o(%) Y% qae ~ 29\ T ae ™) T ar

dé
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Para este termo é ainda necessario calcular a derivada absoluta

d 0L _d ”dqj _dgi; dqg’ Hquj 0944 dq* dg’ . ”quj
& |5 (%) “ae\% a0 ) T a0 ae T ae T agk de de T ae
dal

Portanto, as equacoes de Euler-Lagrange tornam-se

dq | (Dgyy  10gs) de’ dg" _
9ii~ g2 a2 0q ) dr dt

Nota-se que esta equacao pode ainda ser escrita como

¢ +} 0gi; n dgir.  Ogji\ dg’ dg*
Yitgrr "9\ agk T agi  og ) de At
o que, de acordo com (9.47d), resulta em
¢ dg? dg” ‘
gijd7‘12+[3k,z}di£%: L (i=1,2,...,n), (9.61a)

as quais sdo as equacoes da curva geodésica. Finalmente, usando (9.47c), pode-se escrever
estas equacgdes também como

d? qz‘ ; dqj qu
de ik de - de
Exercicio 9.16. Encontre as equacoes da curva geodésica em coordenadas cilindricas.

=0 (i=1,2,...,n). (9.61D)

Solugdo. Usando os resultados para os simbolos de Christoffel obtidos no exercicio 9.12, as
equacoes (9.61b) sdo escritas paran =3 e {ql} — {p,9,z}. Os pontos extremos entre ¢; =0 e ¢
sao dados respectivamente pelas coordenadas {p, ¢, z}, € {p, ¢, 2} ;. Entao,

d*p dg\® d*p dg\*
il o -7 — —_r_ - =
az " QQ(CM) 0 = e p<d€> 0
2¢ ., dpdp 2¢  2dpdp
az T g =0 = @ paidl

d?z

WZO = z(E):zi—l—(zf—zi)E.

A equacéo para z (¢) € trivial, porém, a equacdes diferenciais para p (t) e ¢ (t) sdo acopladas e nao
lineares, portanto muito dificeis de serem resolvidas analiticamente para dois pontos arbitrarios
3
no E-°.
Uma solucao simples do sistema acima ocorre quando ¢ = cte., ou seja, entre dois pontos no
mesmo azimute. Neste caso, o sistema se reduz a

d?p l
e p(£) = pi + (py pz)gf,
ou seja,
zZ—z; — P Zf— 2
i _ PP = z=12z + ! “(p—pi),
Zf — Zi Pf — Pi Pf—Pi

a qual € uma linha reta no plano ¢ = cte. conectando os pontos extremos.

As solucoes das equacdes (9.61) sempre fornecem a curva de menor extensao entre dois pon-
tos para qualquer sistema de coordenadas no R". Contudo, em certas situacées, € interessante
encontrar a geodésica quando a curva { possui vinculos; por exemplo, a curva de menor ex-
tensao entre os pontos A e B que se encontram sobre a superficie F ({q’}) = 0, tal que todos
os pontos ao longo de £ também estao sobre essa superficie. Em um espaco R", a equacao de
superficie define uma variedade'® em R"~!. Por exemplo, a geodésica sobre uma esfera de raio
a.

Neste caso, a norma da variedade R" ! ira determinar um tensor de métrica representado por
uma matriz (n — 1) x (n — 1) e as equacdes (9.61) ainda poderao ser aplicadas, com uma definicao
conveniente das coordenadas ¢’ sobre essa variedade.

16Variedade (manifold) é uma generalizacdo do conceito de superficie em geometria diferencial e topologia. Uma
variedade de dimensao n € um espaco topolégico que nas vizinhancas de cada ponto assemelha-se a um espaco E".
Curvas e circunferéncias sio variedades no R'; esferas e cilindros sdo variedades no R?.
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Exercicio 9.17. Encontre a curva geodésica conectando dois pontos sobre a superficie de um
cilindro p = cte. e que esta vinculada a esta superficie.

Solucdo. Neste caso, as equacdes obtidas no exercicio 9.16 ndo podem ser aplicadas, pois mesmo
que os pontos extremos {p, ¢, z}; € {p, d, 2} s encontrem-se sobre a superficie, a curva de menor
extensao nao esta necessariamente restrita 8 mesma. Isto pode ser verificado colocando dp/d¢ =
0 nas equacdes. Observa-se que a unica solucao compativel neste caso € p = cte. e ¢ = cte.,
o que corresponde a uma reta vertical sobre a superficie do cilindro. Esta é a tinica solucao
possivel para as equacdes obtidas.

Sobre a superficie p = cte. pode ser realizada a parametrizacdo ¢ = ¢ (¢), sendo que entao
o elemento de arco é dado por df?> = ds? + dz%, sendo ds = pd¢. Neste caso, n = 2, o tensor de
meétrica € simplesmente ¢;; = J;; € os simbolos de Christoffel sdo nulos. Assim, as equacoes
geodésicas ficam dadas simplesmente por

d?s J4
=0 - S(0) =90 (0) = 0(0) = 6+ (67 = ) -
d? Y,
J;:() = Z(E):zl-Jr(zf—zi)E.
Ou se€ja,
Z—zi . P— ¢ . 99
zf—zi_¢f—¢iz>z_zz+(zf Zl)¢f_¢i,

a qual descreve uma hélice sobre a superficie cilindrica.

Exercicio 9.18. Usando o resultado do exercicio 9.17, calcule a extensao da geodésica que une
os pontos Cartesianos P = (z,y,2) = (1,0,0) e @ = (0,1,1) sobre a superficie cilindrica de raio
p=1.

Solucdo. De acordo com o exemplo, a curva geodésica que une os pontos P e @) é

2 2

z=—¢ = dz = —do.

™ ™

Entao, o elemento de arco é
4
2 2 2
At = do” + ﬁdqﬁ

e a extensao da geodésica € dada por

Q 4 /2 2
Ep_>Q=/ dl = 1—4—;/ dp = 1+Z:1786209588912””
P 0

Para comparar, a linha reta unindo P a @ possui uma extensio igual a v/3 = 1, 73205080757 - - - <
lp_q.

Exercicio 9.19. Mostre que sobre a superficie de uma esfera todas as curvas meridianas sao
geodésicas. Mostre também que nenhuma outra circunferéncia ¢ uma geodésica.

Solucao. Dada uma esfera de raio a, esta se trata de uma variedade no R? com {ql, q2} — {6, ¢}.
O elemento de arco sobre esta superficie € d(* = a” (d6? + sen® #d$*). Entao, o tensor de métrica
e os simbolos de Christoffel (9.46b) sdao dados por

_[(a®* 0 o T% = 0 0 ré — 0 cotanf
€= 10 a2sen?0 ~ \0—senfcosb )’ ~ \cotanf O ’

e as equacoes da geodésica (9.61b) se tornam

2 2
d—e —sen @ cos 0 (d(/)) =0

de? dl
d? df do
2 —— = 0.
o + cotan9d€ 20 0
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Embora estas equacdes sejam nao lineares e acopladas, pode-se usar a simetria de uma esfera
para se realizar a demonstracdo. Assumindo que ¢ = cte., as equacgdes acima reduzem-se a
d*6 4
—=0=0{)=0,+ (0 —6;) —
d€2 ( ) ? ( f 74) gf’
ou seja, qualquer meridiano da esfera ¢ uma curva geodésica.
Tomando agora 6; # 7/2 e assumindo circunferéncias 6 = cte., as equacoes reduzem-se a
d¢
— = 0= ¢ = cte.
20 ¢ ;
o que contradiz a suposicao inicial. Por outro lado, se § = 7/2 = cte., as equagdes sao consisten-
tes com d¢/dl = cte. # 0. Portanto, exceto as meridianas e a linha do equador, nenhuma outra
circunferéncia sobre a esfera ¢ uma geodésica.

9.13.3 TRANSPORTE PARALELO DE CAMPOS VETORIAIS

Em um espaco Euclideano, um campo vetorial v (r) € denominado um campo de vetores
paralelos se os seus componentes {v‘} sdo constantes, ou seja, se dv'/dg’ = 0. De forma
equivalente, supondo que o vetor v possui os seus componentes {v"} definidos em um ponto P
do E", localizado pela n-upla (ql, @, ... 7q”), se o ponto P € deslocado por dr, localizando entéo
no ponto r+dr, o campo vetorial nesta nova posicéo € dado por v+ dv. Diz-se entdo que o campo
vetorial v sofre um transporte paralelo se 9v'/dq’ = 0.

Um exemplo deste tipo de campo vetorial é fornecido pelo campo elétrico no interior de um
capacitor de placas paralelas. Nesta regido o campo E € uniforme, isto €, em todos os pontos
este possui os mesmos modulo, direcao e sentido. Outro exemplo seria o campo de aceleracao
gravitacional nas proximidades da superficie terrestre.

Deseja-se agora generalizar este conceito para qualquer campo vetorial em um espaco Rie-
manniano. Sera verificado também que a definicdo realizada abaixo para um campo de vetores
paralelos em um espaco curvo qualquer também pode ser empregada para definir as curvas
geodésicas neste espacgo.

Nas secdes 9.11 e 9.13.1 mostrou-se que, dados os componentes {v’ (¢',...,¢")}. sua deri-
vada coordenada usual 0v'/d¢? ndo € um tensor, mas sim a sua derivada covariante ou a sua
derivada absoluta ao longo de uma curva ¢‘ = ¢* (t). Portanto, para manter a caracteristica ten-
sorial, o transporte paralelo de um campo vetorial em um espaco Riemanniano deve ser definido
de forma distinta do que é feito no espaco Euclideano.

Considera-se entdo um espaco Riemanniano
R™, no qual uma curva  é parametrizada por

@qu:ql(t), (tigtgtf;i:1;27"'ﬂn)v

e um campo vetorial v = v (¢',...,¢") em R". Diz-
se que v € um campo de vetores paralelos a €, ou,
de forma equivalente, que v é transportado parale-
lamente ao longo de € se a derivada intrinseca de v
ao longo desta curva € nula, isto €, se

dv
T 0. (9.62)

O comportamento de um campo vetorial trans-
portado paralelo a uma curva ¢ no [E? esta repre-
sentado na figura 9.10. No ponto P, pode-se ob- /1
servar também uma representacao para as curvas
coordenadas {q', ¢*, ¢} neste ponto.

De forma equivalente, pode-se definir através Figura 9.10: Campo wetorial v transportado pa-
de (9.62) um campo vetorial transportado parale- ralelamente & curva € em E®. No ponto P, es-
lamente ao longo de uma curva  que se estende t&? t(;mgém representadas as curvas coordenadas
sobre uma variedade no R"~!. Para exemplificar, {d".a" ¢’} -
com esta ultima definicdo € possivel discutir cam-
pos de vetores paralelos sobre uma superficie curva no R3.
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Segue entao de (9.59) que a componente con-
travariante v' de v satisfaz a equacao diferencial

vt dv’ o dg
= — 40", v — =0. 9.63
50 o T 0 ( a)

Ou seja, ao longo de €, a componente v’ varia por

i k
% = —rijkvﬂ'ddit oudv’ = —I",,v7dg",  (9.63b)
quando o parametro varia de t a t + dt, sendo que
Figura 9.11: Componente v¢ transportada paralela- v e szk sdo calculados nas qurdenadas CorTres-
mente ao longo da curva &. Quando a coordenada pondentes a t. A quantidade dv* em (9.63b) mostra
¢’ (t) varia entre os pontos P e @, a componente que a medida que o campo v € transportado para-
varia de vp a vg. lelamente ao longo da curva €, sua i-ésima compo-
nente varia por dv' quando as coordenadas variam
de ¢’ para ¢ + d¢’. Este comportamento esta ilus-
trado na figura 9.11 e mostra como o transporte paralelo de um campo vetorial em um espaco
curvo difere de um espaco plano. Neste tultimo caso, os simbolos de Christoffel sdo todos nulos
e, portanto, dv’ = 0, ou seja, as componentes de v ndo se alteram ao longo da curva €.
Da mesma forma, a componente covariante v; de v satisfaz a equacao diferencial

ov;  dv; ; dq*
=T vi— =0 9.64
st dt ik g ’ (9.642)
ou seja, a i-ésima componente covariante de v varia por
dv; = T7 , v;dg" (9.64b)

ao longo de € quando a j-ésima coordenada varia de ¢’ a ¢/ + dg’.

Dados agora dois campos vetoriais v € w que sao transportados paralelamente ao longo
da mesma curva {, pode-se mostrar facilmente que tanto os moédulos dos mesmos quanto o
angulo 0 entre v e w permanecem constantes durante os seus transportes. Isto ocorre porque,
em primeiro lugar, de acordo com (9.60) a derivada intrinseca de um escalar € igual a igual a
sua derivada ordinaria. Em segundo lugar, de acordo com o teorema de Ricci (teorema 9.1),
a derivada covariante do tensor de métrica é nula; consequentemente, sua derivada absoluta
também o sera. Assim, dado o invariante

v w =vwcosld =v'w; = giv'w’,

resulta p 5 oy Sl
N RN S N L S L
o (v-w) 5 (gijv'w’) = gy R T 0, (9.65a)
de acordo com (9.63a). Portanto, se w = v, entao
d dv? dv
a (U . 'U) = E = 2’[}& = 0, (965b)

ou seja, o moédulo de v permanece constante ao longo do transporte paralelo do vetor. O mesmo
acontecendo com o moédulo de w. Por consequéncia, o angulo 6 entre os mesmos,

d d d do
7 (v-w)= o (vw cos ) = vwo cosf = —vw sen@a =0, (9.65¢)
também permanece constante ao longo de €, mesmo para 6 # 0 ou 6 # 7.
Considera-se agora o parametro ¢ como sendo novamente o comprimento de arco ¢ ao longo
da curva €. O elemento de arco é dado sempre por d¢ = \/g;;4°¢7, de tal forma que, de acordo
com a discussao realizada na secao 9.13.2,

dqt dg’ dqt dgi dq® dg’
i Al = =\9ij—, =1 i, = 1,
Gigr ar =2 W =L =\9grar =1 = %37 3

ao longo de €. Como A = dr/dl é um vetor, este resultado mostra que o mesmo € unitario. Porém,
o interessante aqui é que, em primeiro lugar, X\ € o vetor tangente a £ em todos os pontos. Em
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segundo lugar, e o mais importante, de acordo com (9.63), a derivada intrinseca da i-ésima
componente de A quando este € transportado paralelamente ao longo de €, resulta ser
i i gk 2 i 4 7 gk
ON AN gy 4 e de A
Y4 de J de de? I de de

a qual € justamente a equacao diferencial satisfeita pela curva geodésica, (equacido 9.61b).

Portanto, um vetor que é tangente a uma curva geodésica em um determinado ponto e que
€ transportado paralelamente ao longo desta curva permanecera sempre tangente a geodésica.
Segue disto que, dado um campo vetorial que € sempre tangente a alguma variedade no R", as
curvas geodésicas sobre esta variedade podem sempre ser estabelecidas de forma inequivoca a
partir deste campo vetorial.

Um exemplo de um campo vetorial deste tipo vem de uma
superficie esférica no [E3. Sobre esta superficie, os vetores
unitarios éy sao sempre tangentes a mesma. Estes vetores
unitarios sao sempre transportados paralelamente ao longo
de uma curva meridiana, a qual €, de acordo com o exemplo
9.19, uma curva geodésica sobre a superficie esférica.

Dados agora os vetores A e w que sao transportados pa-
ralelamente ao longo de uma curva geodésica, sendo que A
€ o campo vetorial tangente a mesma, os resultados (9.65b e
c) mostram que nao somente o modulo de w permanece con-
tante ao longo da geodésica, mas que também o seu angulo
com a curva nao varia durante o seu transporte.

A figura 9.12 ilustra o transporte paralelo de um vetor ao
longo de geodésicas de um espaco R? esférico. Partindo do
ponto A e seguindo até N ao longo de um meridiano (curva
geodésica), o vetor permanece tangencial a curva ao longo
do trajeto. Em seguida, o mesmo vetor € transportado para-
lelamente ao longo de outra geodésica conectando os pontos Figura 9.12: Transporte paralelo de um
N e B. Finalmente, o vetor € paralelamente transportado de yetor ao longo de wm caminho fechado
B a A ao longo da terceira geodésica (linha do equador). Ao ¢ : (A — N — B — A) sobre uma es-
retornar ao ponto de partida, o vetor, embora tenha sido pa- fera. Ao retornar ao ponto A, o ve-
ralelamente transportado ao longo de um caminho fechado tor teve sua orientacio original alte-
composto somente por curvas geodésicas, resulta com uma reda pelo dngulo a.
orientacao espacial que difere de sua orientacao original pelo angulo « ilustrado na figura.

Este tipo de resultado € tipico de espacos denominados curvos € nao ocorre em espacos
planos, como o E™. Qualquer vetor transportado paralelamente em um espaco Euclideano ao
longo de suas geodésicas (linhas retas), sempre ira retornar ao ponto de partida com a mesma
orientacao inicial. Uma medida da curvatura de um espaco € fornecida pelo tensor de Riemann,
discutido na préxima secao.

s

9.14 OS TENSORES DE RIEMANN, RiccCI E EINSTEIN

O calculo do tensor de curvatura de Riemann-Christoffel para uma determinada métrica no
R™ consiste no método mais pratico para determinar se o espaco descrito pela métrica € plano
ou curvo e, neste ultimo caso, para entdo determinar a sua curvatura. Em outras palavras, o
tensor de Riemann mede o quanto o tensor de métrica € ou nao localmente isométrico a métrica
Euclideana.

Nesta secao sera realizada uma deducédo do tensor de Riemann e discutidas algumas de suas
propriedades. Em seguida, serao obtidos dois outros tensores relacionados, os tensores de Ricci
e de Einstein, este ultimo sendo fundamental na teoria da relatividade generalizada.

9.14.1 O TENSOR DE CURVATURA DE RIEMANN-CHRISTOFFEL

Uma quantidade fundamental para a geometria de espacos curvos e para a dinamica de
corpos materiais em tais espacos, € o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel. Este tensor
esta relacionado com as diferencas obtidas nos componentes de tensores quando o desloca-
mento paralelo dos mesmos entre dois pontos do espaco R" ocorre por dois caminhos distintos.
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Matematicamente, esta diferenca esta relacionada com a auséncia de simetria na ordem das
derivadas mistas em espacos curvos. Em analise de funcdes matematicas, se u = u (z,y) € uma
funcao das variaveis x e y e pertence a classe C? (R), i. e., € duas vezes diferenciavel em qualquer
uma das variaveis, entdao 9?u/0z0y = 9?u/dydx. Contudo, em espacos curvos, a diferenciacdo
covariante dos componentes de um tensor nao apresenta, em geral, a mesma propriedade.
Uma maneira ilustrativa de verificar a origem
desta diferenca pode ser apresentada consideran-
do o deslocamento paralelo de um campo vetorial
entre dois pontos infinitesimalmente préximos no
R™. A alteracao nos componentes do campo veto-
rial pode ocorrer de maneiras distintas se forem
escolhidos dois caminhos diferentes ao longo de
S,S"  curvas geodésicas, os quais delimitam assim uma
superficie elementar no R"™. Esta altera¢do nos va-
lores finais de uma determinada componente do
campo vetorial leva a definicdo do tensor de curva-
) _ tura.
R(q' +0q) Em primeiro lugar, é necessario verificar que di-
ferentes caminhos ao longo de curvas geodésicas,
Figura 9.13: Os deslocamentos paralelos do seg- que delimitam uma superficie no R", conduzem, de
mento d¢’ ao longo de PQ e de dg' ao longo de fato, ao mesmo ponto final em um espago curvo.
PR resultam no mesmo ponto final ' = S. Para tanto, considera-se um ponto inicial P con-
tido no R", ilustrado na figura 9.13. A partir deste ponto, consideram-se dois deslocamentos dis-
tintos, ambos partindo de P ({¢'}) e chegando, respectivamente, a Q ({¢' +dq'}) e R ({¢' + 6¢'}).
sendo que estes ndo sdo necessariamente infinitesimais. O simbolo “d” indica aqui um determi-
nado incremento na coordenada, ao passo que “4” representa um outro incremento.

Imagina-se agora que o segmento PR é deslocado de tal forma que quando o ponto P coincidir
com (), o ponto R coincidira com o ponto S na figura 9.13. Isto equivale a definir o segmento
QS, composto pelo mapeamento univoco de cada ponto ao longo de PR sendo transladado pela
quantidade “d”, resultando nos mapeamentos P — Q : ¢' — ¢' +dq', P — R : ¢' — ¢' + dq*, e entdo

Q(q' +dq')

R—S: ¢ +d —>qi+5qi’+dq;za
S:q +0q" +dqp =q' +6q' +d (¢ +3q") = ¢' +dq" +dg' +d (3¢")
as coordenadas do ponto S. Como ér = dg'e; € um vetor no R" e como os deslocamentos

ocorrem ao longo de geodésicas, entao, se os deslocamentos “d” € “)” tornarem-se elementares,
o transporte paralelo de Jq* resulta em

d (5qi) = —Fijk(P)éqjqu,

de acordo com (9.63b), onde I'! ik(P) indica que os simbolos de Christoffel devem ser calculados
no ponto P. De forma similar, se o segmento PQ € deslocado de tal forma que quando P coincide
com R, o ponto @ coincide com o ponto S’, resultando assim no segmento RS’. Desta maneira,
cada ponto ao longo de P(Q € transladado pela quantidade “§”, resultando no mapeamento

Q—S:q¢ +d¢" = ¢ +dq" +dqp.
Assim, as coordenadas do ponto S’ sao
S’ qi+dqi+5q22 =q¢ +dq' +6(q" +dq') = ¢ +dq' + 5¢" + 6 (dg’) .

Portanto, se o deslocamento “§” for elementar, a variacdo na coordenada dq’ também € dada por
(9.63Db), resultando em

1) (dqi) = —Fijk(P)dqjéqk.

Comparando as expressoes para d (6q73) ed (dqi), observa-se que uma simples troca de indices
mudos, aliada a simetria de I, frente a permutacdo dos indices j e k, mostra que ambas as
expressoes sao idénticas, resultando, portanto, que S’ = S. Ou seja, as curvas elementares
€ = Cppos € &2 = Epygs, partindo do mesmo ponto inicial P, conduzem ao mesmo ponto
final, desde que estas sejam realizadas ao longo de curvas geodésicas no R".
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Considera-se agora o transporte paralelo de um
campo vetorial v = v'e; ao longo de ambos os ca-
minhos €, e &y da figura 9.13. Este transporte esta
ilustrado agora na figura 9.14. O campo vetorial é
suposto estar definido no ponto P, onde suas com-
ponentes possuem valores iguais a {v};}, € estes
componentes sao transportados até o ponto S ao
longo de dois caminhos distintos:
€1 : Realiza-se o transporte paralelo de v de P até
Q@ com um deslocamento {dq'}, resultando entao
nas componentes {“é)} Em seguida, realiza-se o
transporte paralelo do mesmo vetor de ) até S com
o deslocamento {6qi } resultando nos valores finais
{v§o )} para as componentes de v.

€2 : Desloca-se v paralelamente de P a R por {dq'}.
Em seguida, desloca-se o mesmo de R a S por
{d¢'}, resultando as componentes {vi}.

As componentes {vi,} e {viy} sao idénticas
ou distintas entre si? Em geral, para um espaco
curvo, v, 7 Vgp € a razao para tanto pode ser en- Figura 9.14: O deslocamento paralelo do vetor v
tendida calculando as variagoes da i-€sima compo- o ponto P ao ponto S ao longo de dois cami-
nente de v ao longo dos dois caminhos distintos. nhos distintos resulta em diferentes valores para a

Ao longo do transporte paralelo P — @, a refe- componente v*.
rida componente resulta com o valor

UiQ = vk + duvb,
onde dv}; é a variacido de v’ no referido deslocamento. De acordo com (9.63b), para um desloca-

mento suficientemente pequeno,
dvp = _Fijk(P)Ugﬂqu7

onde {Fij ( P)} sao os valores assumidos pelos simbolos de Christoffel no ponto P. Ou seja,

vé =vh — Fijk(P)v};qu.

A componente vé € agora transportada ao ponto S, assumindo o valor vng no mesmo, a qual
¢ dada por
Vg = Vg + 0vg = v — Iy g)v004"

onde agora {Fi ; k(Q)} sdo os simbolos de Christoffel em ). Como estes sdo funcoes das coorde-

nadas {¢'}, pode-se escrever, para dq’ pequeno o suficiente,

_ R . . o . |
i T g g I jk £ i ) £
Fir =T ({0}) = e = Tikemy + o0 | 94 =Tnee) + Fpedd’

P

sendo I, , =9I, /0¢" em P. Entao, a componente v, acima pode ser escrita como
ng =vh — I’i’jk(P)v;,qu - (Fijk(P) + Fijk’édqz) (v},, - ijn(P)vgdq”> 5q"
i i j i j i j i j m n )3
=vp—T jk(P)v;qu - jk(P)U%&Jk -T jk,fv%‘(sqkdqé + T jk(P)ijn(P)UP 5" dq" + O [(dq ) }
=t — Fijkvjqu — Fijkvjéqk — I”'jk,,gvjéqkdqZ + FijkI‘jmnvméqkdq” + 0 [(dqi)g] .
Na ultima expressao, o indice “P” foi removido porque todas as quantidades no lado direito sao

calculadas neste ponto.
Realizando agora o mesmo procedimento para o transporte P — R — S, resulta

vhp = v — Fijkvj&qk - Fijkvjqu - I‘ijklviquéqé + Fijkfjmnvmquéq" +0 [(dqi)?)] .
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Portanto, a diferenca na i-ésima componente de v no ponto S, para dois caminhos arbitrarios e
distintos partindo de P, € igual a

vhp — ng = I’j’jk)evjéqkdqf - I”"jk}gvjqu’éq‘g + Fijkfjmnv’”quéq” - Fiijjmnvméqkdq”,

onde foram mantidos somente os termos até segunda ordem em dg‘.
A diferenca acima pode ser escrita como

ng - ng = Rij[kvjqu(sqea (9.664a)

onde ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
lekz = Flju — l”jm + Flmgl“mjk — Flmkfmjg (9.66Db)

é o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel misto ou do segundo tipo. Como v’, dq¢* e
5q" em (9.66a) sdo todos componentes de vetores, pela regra do quociente as quantidades {Rij M}
realmente compde um tensor de posto quatro. Uma outra maneira de se escrever (9.66b) € na
forma de determinantes,
) 9t dak me *+ mk
Ri,, =00 94" 4 . (9.660)
i, i e

Observa-se que o tensor de curvatura independe do campo v; este depende somente do tensor
de métrica e de suas derivadas, ou seja, ¢ uma funcio somente da geometria do espaco curvo.
Para que o valor de v} independa do caminho adotado a partir de P, € necessario que R';;, = 0,
uma vez que o campo v € arbitrario. Em um espaco Euclideano, sempre € possivel encontrar um
sistema de coordenadas (Cartesiano, por exemplo), onde I ;1 = 0. Neste sistema de coordenadas,
o tensor de curvatura ¢ identicamente nulo. Pode-se mostrar que o mesmo ocorre para qualquer
outro sistema de coordenadas neste espaco.

Através do tensor de curvatura, € possivel atribuir significado ao termo espago plano ou
Euclideano, como sendo aquele onde o tensor de Riemann-Christoffel é identicamente nulo em
todos os pontos deste espaco. Se esta condicdo nao for satisfeita, o espaco € curvo ou ndo
Euclideano. Este resultado é de fundamental importancia para a dinamica de sistemas fisicos
em espacos curvos, descritos por teorias tais como a Relatividade Geral.

Se ao invés das componentes contravariantes de v fossem realizados os transportes paralelos
das componentes covariantes {v;} entre os pontos P e S da figura 9.14, pode-se mostrar, com o
emprego de (9.64b), que a diferenca entre os valores de v;s obtidos nos dois caminhos distintos
seria igual a _

visk = Visq = —R;,0;dq"6¢".

Estes resultados mostram que o deslocamento paralelo de um vetor e, em geral, de um
tensor, entre dois pontos de um espaco Riemanniano depende do caminho escolhido. Segue
disto que se um tensor € deslocado paralelamente ao longo de uma curva fechada formada por
geodésicas, ao retornar ao ponto de partida os seus componentes nao irdo possuir em geral os
mesmos valores que possuiam originalmente. Este fato, caracteristico de espacos curvos, tem
consequéncias importantes para a fisica acerca do conceito de campos conservativos em espacos
Riemannianos curvos.

Um tensor associado a R’ ke €

Rijké = gimijk[y (967&)

denominado o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel covariante ou do primeiro tipo.
Nao ¢ dificil verificar que este tensor pode ser escrito como

Rijre = [jk,1] ¢ = [3,1] j + [ik, mI TG — i€, mI T (9.67D)
= Uik, o = ity + 9™ (ik, m] [36, ] = (i€, m] [i, ) (9.67¢)
o 0 o
9d®  Odk [Zkvm] [’Lﬁ,m]
=7 9.67d)
56,1 [kl P T
o 9 o
9d°  Odk [Zk’m] [’Le, m]
= q q +gm7L ) (9676)
3¢, 4] [k, 1] ik, n] [j¢,n]
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PROPRIEDADES DO TENSOR DE CURVATURA

Pode-se ver, tanto a partir da definicao de R';;, em (9.66) quanto a partir da definicao de R
em (9.67) que as seguintes propriedades de simetria sao satisfeitas:

Rijkf = *Riﬂ%k Rijre = —Rijox (9.684a)
Rijkf = _Rjiké Rijre = —Rjire (9.68Db)
Rijkf = Rkh’j Rijre = Riesj- (9.68c¢)

Uma consequéncia digna de nota da antissimetria do tensor de curvatura frente aos pares inici-
ais e finais de indices, propriedades (9.68a,b), é:

(NS): Ry = Rijkk: = Riike = Rijrx = 0. (9.684)

A seguinte propriedade ciclica também € valida: se qualquer indice do tensor é mantido fixo
enquanto os trés indices restantes séo permutados de forma ciclica e os componentes resultantes
sao adicionados, o resultado é nulo. Por exemplo,

Rijre + Rigej + Rigjr, = 0. (9.68¢)

As propriedades de simetria (9.68a-e) reduzem substancialmente o nuimero total de compo-
nentes independentes do tensor de curvatura. Em um espaco R", este tensor possui, ao todo, n*
componentes. Porém, com as simetrias conhecidas, o nimero de componentes independentes
é de “somente” n* (n? — 1) /12, ao todo. A tabela a seguir ilustra estes numeros para algumas
dimensionalidades:

| Dimensionalidade do espaco 1] 2[3] 4 [ 5 |
Numero total de componentes 1|16 | 81 | 256 | 625
Numero de componentes independentes | O | 1 6 20 50

O fato de que o numero de componentes independentes em um espaco unidimensional é nulo
implica em que estes espacos sao necessariamente Euclideanos. Isto pode ser entendido pelo
fato de que o elemento de arco em um espaco 1D geral deve necessariamente ser do tipo

de* = f (q)dq*,

o qual pode ser transformado a um espaco Cartesiano do tipo d¢/? = dq'? através da definicao

dq' =/ f (q)dq.

Exercicio 9.20. Encontre os componentes do tensor de curvatura no espago de dimensio 2
sobre a superficie de uma esfera de raio a.

Solugdo. Dados os simbolos de Christoffel para esta variedade, obtidos no exemplo 9.19, pode-
se escrever os simbolos de Christoffel do primeiro tipo e o tensor de métrica na forma matricial

como
L (111,4] [12,4) (0 0 B 0 a’?senf cosf
= ([21,2'] [22,i]> = 0] = (O —a?senf cos 9) e ¢l = (a2 sen 6 cos 0 ) ’

Entdo, como ha somente 1 componente independente no tensor de curvatura, e como

-1 _ 0,72 0
& =\ 0 a2sen20)’

pode-se tomar o componente Riz21 = Ryees COmMO este componente e calcular a partir de (9.67c¢),

R1221 = [¢¢7 9]9 + g¢¢ [9¢7 ¢] [¢67 (b]

= a’sen? 6.

Os outros componentes de R;;¢ sdo dados por (9.68a-¢). Ou seja, este de fato € um espaco
curvo.
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9.14.2 O TENSOR DE RICCI E O ESCALAR DE CURVATURA

Dois outros tensores importantes para a dinamica de particulas e campos em espacos curvos
sdo os tensores de Ricci e de Einstein. Ambos sao obtidos a partir do tensor de curvatura de
Riemann-Christoffel.

O tensor de Ricci ¢ obtido a partir da contracao de R';;, dado por (9.66b,c) como

R;j; = Rkijk = g"" Ryijk (9.69a)
= Fkij,k - Fkik,j + injrkkz - Féikrkﬂ (9.69b)
o 0

-~ Fk Fk<

kA kel je
- |0d" 00|, . (9.69¢)

¢ e
Fkik Fkij I ik T ij

Uma outra expressao importante para o tensor de Ricci pode ser obtida a partir da identidade
(9.55). Empregando (9.51a) e (9.47c), esta pode ser escrita como

dg
dgt

. . 0
ggmn ([m%n} + [TLZ,”ITLD = ZQFmMn = szm = q‘ In V |g|

Portanto, (9.69b) pode ser expresso em termos de g como
9?In+/|¢g| 0
Ry =TF, , —T%I%, - “57og T r@w In/|g|. (9.69d)

A partir da expressao (9.69d), pode-se ver facilmente que o tensor de Ricci € simétrico, R;; =
R;;. Devido a isso, o nimero de componentes independentes de R;; € igual a n(n+1)/2. Em
uma variedade no R*, se a métrica for determinada pelas equacdes diferenciais parciais R;; = 0,
isto resultara em um sistema de 10 equacdes, as quais foram adotadas por Einstein como as
equacoes do campo gravitacional no espaco livre, na teoria da relatividade geral.

Uma contracao adicional de indices sobre o tensor de Ricci (9.69) determina o escalar de
curvatura ou de Ricci,

R=TR',=g¢"R;j = g¥g"" Ry (9.70)

O escalar de Ricci sera sempre nao nulo em um espaco curvo. Esta quantidade ira aparecer logo
abaixo, nas equacoes de Einstein para o campo gravitacional.

9.14.3 O TENSOR DE EINSTEIN E AS EQUACOES DO CAMPO GRA-
VITACIONAL

As equacgées de campo de Einstein, ou simplesmente as equagées de Einstein consistem em
um conjunto de equacodes diferenciais que descrevem a interacao gravitacional entre corpos fisi-
cos como o resultado da curvatura do espaco-tempo causada pela presenca de matéria e energia.
As equacodes de Einstein formam a parte quantitativa da teoria da relatividade generalizada e
foram publicados pela primeira vez em 1915,!7 sendo divulgadas novamente em 1916, quando
entdo a teoria completa foi publicada.'®

Para se obter o tensor derivado por Einstein na relatividade geral, pode-se partir da identidade
de Bianchi

Rijke;m + Rijemik + Rijmkye = 0,

a qual pode ser obtida a partir de (9.68¢). Multiplicando esta identidade por g*g’*, usando a
antissimetria do tensor de curvatura e lembrando que a derivada covariante do tensor de métrica
€ nula, obtém-se ' . 4

ngRéij;m - g]kReij;k: - gMRkimk;Z = 07

17Die Feldgleichungen der Gravitation (As equacgdes de campo da gravitacdo). Sitzungsberichte der Preussis-
chen Akademie der Wissenschaften zu Berlin , p. 844-847, 25 de novembro de 1915. Acesso: https://www.
biodiversitylibrary.org/item/92536#page/920/mode/lup (versdo em inglés: https://einsteinpapers.press.
princeton.edu/vol6-trans/129).

18Die Grundlage der allgemeinen Relativitcitstheorie (Os fundamentos da teoria da relatividade geral). Annalen der
Physik, v. 354, n. 7, p. 769-822, 11 de maio de 1916. Acesso doi: 10.1002/andp.19163540702 (versao em inglés:

https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol6-trans/158).
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ou seja, ' 4 ,
ngRjk;m - ngij;k - gzeRim;é = 07
que também pode ser escrita como
Rkk;m - 2ka;k = O
Dado agora o escalar de Ricci (9.70),
R =g Ry,
observa-se que R = g% Rij.r = R’ s ou seja, a identidade anterior pode ser reescrita como
R, —2RF, ., =0,

ou como 1
<ka — 51;3) =0.
2 ik

)

A condicao suficiente para o cumprimento da identidade acima forma o sistema de equacoes
G' =0, (9.71a)

sendo que o tensor
i opi Ll
G'; =R — iéjR (9.71b)

é o tensor de Einstein.

Em um espaco de dimenséao 4, as 10 equacdes diferenciais parciais em (9.71a) sao as equa-
cées de Einstein para o espaco livre, isto é, as equagoes de campo da teoria geral da relati-
vidade para um corpo massivo no vacuo (sem a presenc¢a de outros campos) € sem a constante
cosmolégica.

9.15 APLICACOES FiSICAS

Algumas aplicacodes fisicas do conteuido desenvolvido neste capitulo serdao apresentadas agora.

9.15.1 A TRANSFORMACAO DE LORENTZ, O ESPACO-TEMPO DE
MINKOWSKI E A FORMULACAO COVARIANTE DO ELETRO-
MAGNETISMO CLASSICO

Sera realizada aqui uma breve abordagem da transformacao de Lorentz e do espaco vetorial
de Minkowski, dentro do contexto da relatividade restrita. Nao se pretende realizar aqui uma
introducgao a teoria da relatividade, mas sim somente apresentar um conjunto de expressoes
relevantes para a préxima secao, onde sera discutida a formulacéo covariante do eletromagne-
tismo classico.

As origens da teoria da relatividade restrita estdo relacionadas com o desenvolvimento do
eletromagnetismo classico, ocorrido principalmente durante a segunda metade do século XIX,
com os trabalhos de James Clerk Maxwell (1831 — 1879). Pode-se afirmar que a unificacao da
eletricidade e do magnetismo nas equacdes de Maxwell forcou o desenvolvimento da relatividade.

Os fundamentos da teoria foram construidos a partir das contribui¢cdes pioneiras de diversos
matematicos e fisicos, destacando-se em particular o trabalho do fisico holandés Hendrik Antoon
Lorentz (1853 — 1928), a partir de 1890, com contribuicées importantes fornecidas pelo fisico-
matematico Jules Henri Poincaré (1854 — 1912). Contudo, foi o fisico alemao Albert Einstein
(1979 — 1955) quem contribuiu com as ideias cruciais, principalmente com a publicacao em
1905 do artigo:

Zur Elektrodynamik bewegter Kérper.'° Annalen der Physik, v. 322, n. 10, pp. 891
- 921, Juni 1905.

19Acerca da eletrodinamica dos corpos em movimento. Acesso livre no doi: 10.1002/andp.19053221004. Versao em
inglés: https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol2-trans/154.
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Na fisica moderna, a teoria da relatividade restrita é suposta valida para todas as formas de
interacgodes, exceto em fenomenos gravitacionais de larga escala, onde € necessario empregar a te-
oria generalizada da relatividade. Em particular, fendmenos atémicos, nucleares e subatomicos
nao podem ser adequadamente descritos sem o uso da relatividade.

9.15.1.1 A SITUACAO ANTERIOR A 1900. A TRANSFORMACAO DE GALILEU

Nos 40 anos anteriores a 1900, a eletricidade, o magnetismo e a Optica tiveram as suas
relacoes mutuas devidamente estabelecidas na teoria eletromagnética descrita pelas equacoes
de Maxwell.

Uma vez que a experiéncia prévia com movimento ondulatério sempre envolvera um meio
necesario para a propagacao da onda, era natural assumir que a luz também necessitaria de
um meio, denominado éter, o qual permearia todo o espaco, possuia densidade desprezivel
e interagia fracamente com a matéria ordinaria. Este meio existia somente para permitir a
propagacao de ondas eletromagnéticas.

A hipdtese do éter colocava os fendmenos eletromagnéticos em um plano conceitual distinto
da mecanica Newtoniana. Nesta, os conceitos de espaco e tempo sdo separaveis, sendo o tempo
uma quantidade absoluta, independente do referencial e que era determinado por um referencial
absoluto, possivelmente em repouso em relacao as estrelas distantes. Paralelamente, as leis da
mecanica sao as mesmas em diferentes referenciais inerciais, isto €, elas sao invariantes frente
a uma transformacdo de Galileu.

Para enfatizar a distincido entre a mecanica
K’ Newtoniana e o eletromagnetismo, sera conside-
| A rada brevemente a aplicacdo da relatividade Ga-
K lileana a cada uma destas teorias. A figura 9.15
A 3 R(t) = vt mostra dois sistemas de referéncia K e K’, com
coordenadas (z1,z2,x3;t) € (zf,xh,x%;t"), respecti-
vamente, sendo que o referencial K’ se move em
, relacao a K com velocidade relativa v (constante)
r e as origens de ambos os referenciais concordam
no instante ¢ = ¢ = 0. Na transformacio de Gali-
leu, as coordenadas espaciais e o tempo em cada
o' 73 referencial estdo relacionados de acordo com

> r=r—ot r=1r+ot
()/ T2 ) — , (9.72)
! t =t t=1t.

A lei de transformacao (9.72) descreve uma sim-

Ty ples translacao, para um determinado instante de
tempo. No contexto desta transformacéo, o sis-

Figura 9.15: Transformacio entre os referenciais  tema fisico € descrito matematicamente no espaco
inerciois K e K'. Euclideano [E3. Verifica-se facilmente que nesta
transformacao os elementos de comprimento nos

-
=
A

dois referenciais sao os mesmos,
dl? = da? + da3 + da? = da? + daf? + dalf,

pois ambos sio mensurados no mesmo instante de tempo, o qual nao influi na métrica do
espaco. Ou seja, o tensor de métrica €, simplesmente, g;; = J;;, COmMo Se espera em um espaco
Euclideano com coordenadas Cartesianas.

A lei de transformacao (9.72) é perfeitamente adequada para a mecanica Newtoniana, pois
as suas leis fisicas sdo invariantes frente a uma transformac¢ao de Galileo. Para exemplificar,
considera-se um sistema de particulas interagindo por meio de potenciais centrais. Supondo
que a equacao de movimento da i-ésima particula no sistema K’ seja

dp],
ar =-V; g‘%(!rérﬂ) ;
VED)

a qual € a expressao para a segunda lei de Newton, sendo 7} (¢') e p/ (t') respectivamente a po-
sicdo e o momentum linear instantaneos da i-ésima particula medidos no referencial K’. Nesta
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expressao também esta indicado o potencial de interacao entre as particulas i e j, Vj; (]r; - )
o qual origina-se da for¢a central conservativa de interacdo entre as mesmas. Estas interacoes
podem ser gravitacionais ou elétricas, por exemplo Finalmente, V; = &,0/ dx;; € o operador gra-
diente, calculado no referencial K’, sendo zj; (t') a j-€ésima coordenada da posu;ao instantanea
r} (t').

Denominando u (t) = dr/dt a velocidade instantanea de uma particula, mensurada por um
determinado referencial, a lei de transformacao (9.72) implica na seguinte férmula de transfor-

macao para as velocidades medidas em cada referencial,

W =u—v<=u=u +v. (9.73)

Como a métrica do espago é a mesma em ambos os referenciais, entdo V; = V;, onde V; é o
operador gradiente aplicado sobre r;. Portanto, a lei (9.72) implica em que

dp;  dp,

Pi _ 9P T =TT

dt’ dt

7>

e a equacao de movimento para a i-ésima particula, transformada do referencial K’ para K
resulta

dpl = Z‘/z] |’l"7, - ’

J#i

possuindo a mesma forma matematica apresentada em relacdo a K’. Ou seja, a mecanica
Newtoniana é invariante frente a uma transformacéao de Galileu.

9.15.1.2 EQUACOES DE MAXWELL E A TRANSFORMACAO DE GALILEU

Em contraste com a invariancia da mecanica, as leis do eletromagnetismo mudam conforme o
referencial, se for assumida uma transformacao de Galileu. As equacdes de Maxwell e expressoes
relacionadas para distribuicoes de carga e corrente elétricas no vacuo e no sistema Gaussiano
de unidades sio:

V -E =4mp (Lei de Gauss: eletricidade)

10F 4
V x B 788— “TJ (Lei de Ampére)
c Ot c (9.744a)
V-B=0 (Lei de Gauss: magnetismo)
V X E+ 1887B =0 (Lei de Faraday)
C
% +V-J=0 (Equacao da continuidade), (9.74Db)

sendo E (r,t), B (r,t), p(r,t) e J (r,t) respectivamente os campos elétrico e de inducao magnética
e as densidades de carga e corrente elétricas. Os campos também podem ser expressos em
termos dos potenciais escalar ® (r,t) e vetor A (r,¢) como
10A
B(r,t)=Vx A(r,t) e E(r,t)=-V&— PR (9.75)
C
Combinando as leis de Ampére e Faraday de forma a desacoplar os campos, obtém-se as
equacgoes da onda eletromagnética

1 0%E 47 0J
E=_-"—_-=
28252+V><V>< =7
1 9°B
B—— J,
FCREToR +V XV X V X

sendo que a densidade de corrente cumpre aqui o papel de fonte. Pode-se também obter equa-
coes para os potenciais eletromagnéticos, as quais sao

19
204 -—(V-A)=—-4
v +cat(v ) )
1 0? 0P 4
—2t2+V><V><A+ V(é%) -
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Nota-se que nas formas gerais acima, as equacdes para os potenciais sdo acopladas. Con-
tudo, sobre os potenciais podem ser aplicadas transformacées de calibre (gauge)

A(r,t) — A (r,t) = A(r,t) + VA (r,1)
10A
D (r,t) — & (r,t) =@ (r,t) — ——
() — @ (r) =@ (r 1) — -5
sem que as equacdes de campo sejam alteradas. Nestas transformacoes, A (r,t) é um campo
escalar arbitrario, denominado funcdo de calibre. Ha infinitas transformacées de calibre possi-
veis, mas uma transformacio de particular importancia para a relatividade restrita é o calibre
de Lorenz, proposto pelo fisico-matematico dinamarqués Ludvig Valentin Lorenz (1829 — 1891).
Neste calibre, o campo A (r,t) é escolhido de tal forma que a condi¢do de Lorenz,

109 _

A —
v +cat

0, (9.76)

¢é satisfeita. Com esta condicao, as equacgdes para os potenciais tornam-se desacopladas e for-
malmente idénticas as equacgdes para os campos, isto é€,

1 0%®
Zop Vo =dm (9.77a)
1 0%°A 9 4
S5 V2A = 7J (9.77b)
192N _,
ZoE VA =0, (9.77¢)

sendo que a ultima equacado determina a funcao de calibre A (r,t). Esta equacao foi obtida as-
sumindo que a condicdo de Lorenz € também invariante frente a uma transformacéao de calibre.

Portanto, observa-se que no calibre de Lorenz tanto os campos quanto os potenciais, bem
como a propria funcao de calibre, satisfazem equacodes diferenciais que possuem todas a estru-
tura formal de uma equacdo de onda. Este fato € relevante para a discussao a seguir, acerca da
modificacdo que uma transformacao de Galileu K — K’ impde sobre a equacao da onda.

Ja na descoberta do fendmeno da inducao magnética, realizada em meados do ano de 1831 de
forma independente pelo fisico britanico Michael Faraday (1791 — 1867) e pelo fisico americano
Joseph Henry (1797 - 1878) e que foi formalizada pela lei de Faraday, que a discussao acerca
da transformacao dos campos eletromagnéticos frente a uma mudanca de referencial é levada a
cabo.

Na lei de Faraday, a variacao do fluxo de inducao magnética B induz o surgimento do campo
elétrico E. Para a descoberta e determinacao desta lei foi empregado um aparato experimental
que consistia em um circuito elétrico que delimita uma area que € atravessada pelo fluxo magné-
tico variavel, fazendo surgir entdo uma forca eletromotriz (fem) induzida . Esta fem surge porque
a variacao temporal do fluxo magnético faz surgir um campo elétrico ao longo do circuito. Com
base neste tipo de equipamento que a lei de Faraday foi proposta. Contudo, esta lei somente
¢ valida quando esta envolvido o campo elétrico medido no referencial de repouso do circuito.
Se o circuito esta em movimento relativo ao equipamento de medida, entao a lei de Faraday
impde uma transformacédo no campo elétrico devido ao movimento relativo entre o circuito e o
laboratoério.

Realizando uma analise cuidadosa da lei de Faraday, pode-se mostrar que se no referencial
de laboratério (referencial K na figura 9.15) o campo elétrico € igual a E e no referencial K’ o
campo é E’, entdo estes campos relacionam-se por

E-FE ‘(wxB) e E=E+'(wxB). 9.78)
C C

Estas expressdes sao as leis de transformacao de Galileu para o campo elétrico. Nota-se que
nao ¢ feita mencéao sobre a possibilidade de transformacao também do campo B. De fato, neste
contexto, B’ = B.

Para se investigar a questdo da invariancia (ou nao) das equacdes de Maxwell frente a uma
transformacao de Galileu, é necessario primeiro verificar como os operadores diferenciais V e
0/0t se transformam neste contexto. Para auxiliar nesta derivacao, sera suposta a existéncia de
um campo escalar ¢ = ¢ (r,t), o qual € um invariante de Galileu, ou seja, o valor do campo na
posicao P, ilustrada na figura 9.15, e no instante ¢, € o mesmo, quer este seja mensurado a partir
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do referencial K, quer seja mensurado a partir do referencial K’. Se ¢ for uma componente de
um vetor, € necessario considerar separadamente a lei de transformacdo da mesma, além da
transformacao dos operadores diferenciais.

Para o operador gradiente, o valor de V« no ponto P, mensurado em relacido ao referencial
K, sera tomado da seguinte maneira. Assumindo que o observador em K consiga mensurar
simultaneamente os valores do campo no ponto P, na posicao r, € na posicao ro, = r + Ar,
suficientemente préxima ao ponto P, entdo a quantidade

Y (21 + Az, w0, 23,1) — ¥ (21,00, 73,1) _ A1

Axq Axy

sera igual, no limite Az; — 0, a d¢/0z;. O mesmo ocorrendo para as outras coordenadas. Ja no
referencial K’, também é possivel fazer a mesma suposicdao. Entao, pode-se definir a quantidade
1/1(50'1+A$'171/2a$§’t)*1/)(1/1%/2’%{370 A/ﬂb
Az Az

Mas, de acordo com a transformacéao (9.72), Az} = 2}y, — 2} = z12 — 21, ja que ¢ = t. Além disso
como d¢' = d¢, resulta entao que
Vip=Vi=V =V.

Por outro lado a derivada temporal é¢ mais complicada. Assumindo que o ponto P esta em
repouso em relacdo a K, entdo realiza-se duas medi¢des do valor do campo neste ponto, nos
instantes t; e t2, definindo a quantidade

Y (r,ta) =Y (r,t1) _ A
to —t At

Ja em relacdo a K’, o ponto P esta em movimento. Portanto, realizando duas medidas de
neste ponto nos instantes t| e t;, sendo que em relacdo a K’ o ponto P esta, respectivamente,
nas posicoes 7| e r, , pode-se definir a quantidade

Y (ry,ty) — ¢ (r,th) _ Al

th —t) At

Se At' = t, — ¢} for pequeno o suficiente, pode-se realizar um desenvolvimento de ¢» em série de
Taylor, mantendo somente os termos de ordem mais baixa,

o
ot

0
(2 —r) 5,

P (rh,ty) = (r], 1) + (ty — 1)) 7
Entao,
N
At ot th =t or)
Como ¢, At e At' sado invariantes de Galileu, entdo, chamando ¢} = ¢’ e r1» = r/, no limite
At = At' — 0 obtém-se

op 0y /
o —av V)Y
Portanto, as leis de transformacio de Galileu dos operadores diferenciais sao
v=V V' =V
g 0 , =490 0 (9.79)

Cabe mencionar aqui que o mesmo resultado poderia ser obtido caso fosse feita uma antecipacao
na definicdo de quadrivetores e se considerasse a quadrupla ({z*}) = (c¢t,7), (1 =0,...,3). Neste
caso, com a lei de transformacéao (9.72) e empregando a regra da cadeia, seria possivel escrever

o _olo oo 0 0
9 9z 9 dxt  Oxt 9z'0  Oxt Ox'F 0z Oa't
Qutt Datt O o 009 oo 10 18 v

— e — e —— 23— = — ——
Ox0 00 90 + 0z0 9z cot cot ¢ Oz’
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onde os indices latinos variam de 1 a 3.
Para verificar como as densidades de carga e corrente se transformam, considera-se um
conjunto de cargas puntiformes. Neste caso,

p(r,t) = Z%ﬁ (r—mri (1))
J(r,t) = un ()6 (r—m; (t)).

Entao, de acordo com (9.72) e (9.73),
p(r' ) = Z ;0 (r' =7 (1) = Z @6 (r — 7 (1)) =p(r,t)
J (r't) = quu; (Yo (r' —r(t)) = Z(h (u; (t) —v)d(r —r;(t)) = J (r,t) —vp(r,t).

Ou se€ja,
{pl<r,t>=p<r,t> {p(r7t)=pl(r7t) (9.80)
J(r' ) =J(r,t) —vp(r,t) J(rt)y=J (v, ') +vp (v, ).

Pode-se entao verificar a transformacao das equacoes de Maxwell e da equacao de conti-
nuidade. Supondo que estas equagdes assumem as suas formas conhecidas no referencial K,
emprega-se as transformacoées (9.78), (9.79) e (9.80) inicialmente na equacao da continuidade
para verificar a sua forma no referencial K':

@ V.-J=0 K=K’ 87# / ’ / N AN

5 TV I =0 o +V T+ V()= (v- V') p =0.
Como V' - (vp') = (v v ) p', observa-se que a equacgao da continuidade € invariante frente a
uma equacao de Galileo. Fisicamente, isto significa que a transformacédo de Galileo respeita o
principio da conservacao da carga elétrica.

Contudo, as equacdes de Maxwell tomam as seguintes formas frente a uma transformacao
de Galileo:

=
1
=

V-E=4mp Lok, V' .E -V (8xB) =4y
V.B=0 KoK, V.B =0
10E 4x¢ KoK’ , , 10 , ,
B--—_= Kok, B --2 (E - B
VX c Ot c VX cat’( B x )
1 4
+-(v-V) (B' =B xB) == (J +vp)
10B ’ 10B'
vxE+ 1?8 g S v x B 410
c Ot c Ot

—V’x(ﬂxB’)—%(v-V’)B’:O,

onde 8 = v/c. Na lei de Faraday, os ultimos dois termos sao nulos, uma vez que V' X (8 x B') =
— (B - V') B'. Portanto, somente a lei de Gauss do magnetismo e a lei de Faraday sao invariantes
em forma. As leis de Gauss da eletricidade e de Ampére sio modificadas pela transformacao de
Galileu. Isto implica também que as equacdes da onda eletromagnética também se transformam.

A conclusao ¢ que do ponto de vista da transformacao de Galileu, as equacdes de Maxwell
somente sao validas em um referencial absoluto. Pode-se dizer que a transformacao de Galileu
implica na existéncia do éter.

9.15.1.3 A TRANSFORMACAO DE LORENTZ E OS PRINCIPIOS DA RELATIVIDADE
RESTRITA

Em uma tentativa de contornar o conflito que surgiu entre as leis do eletromagnetismo e
as leis de transformacao entre referenciais, Hendrik Lorentz propos, em 1985, uma nova lei de
transformacio que tratava o tempo nao mais como um parametro livre nas equacoes de campo,
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mas como uma nova coordenada que também € alterada na transformacao de referenciais. Ou-
tras pessoas contribuiram na elaboracao desta nova transformacdo, dentre as quais pode-se
mencionar o fisico-matematico alemao Woldemar Voigt (1850 — 1919), o fisico-matematico bri-
tanico Joseph Larmor (1857 — 1942), Henri Poincaré, que consolidou o desenvolvimento mate-
matico desta transformacio e a denominou transformacdo de Lorentz e, finalmente, Albert
Einstein, que em 1905 incorporou a mesma na sua teoria da relatividade restrita. Na literatura
atual, pode-se encontrar diversas derivagdes distintas da transformacdo de Lorentz. Aqui, a
mesma sera apresentada sem a sua deducao.

Fazendo novamente referéncia a figura 9.15, considera-se dois referenciais inerciais K e K’,
sendo que este ultimo desloca-se com velocidade v constante em relacdo ao primeiro. Agora,
porém, deve existir uma quarta coordenada, a coordenada temporal zy = ct, cujo eixo Cartesiano
esta orientado perpendicularmente ao hiper-plano 3D no qual os eixos espaciais {z;} estao
localizados. Se as origens O e O’ de ambos os referenciais coincidem em ¢ = ¢ = 0, entao a
transformacéao entre as coordenadas de K e K’ é dada por:

ct' =~(ct—B-r) ct=~(ct' +B-7")
r’:r—kvb;l(ﬁ-r)ﬁ—'yﬁct(:) r:r’+7g1(ﬂ-r’)ﬂ+7ﬁct’, (9.81a)
onde foram definidos os parametros beta (8) e gama () de Lorentz, respectivamente dados por
G- e 4oL (9.81b)

c /1— 2
Posteriormente, sera demonstrado que as equagdes de Maxwell sdo invariantes em forma frente

a transformacao (9.81a).
Definindo as componentes paralela (r”) e perpendicular (r, ) do vetor posicdo em relacdo a

ﬂa
- (Bxr)xp
p? B? ’
a transformacao de Lorentz pode também ser expressa de uma forma mais simples e intuitiva
como

T = 6 e r.=r—r =

Ct/Z’y(ct—,B-r) Ct:’Y(Ct/+,3°T/)
7"" =7 (T‘H - Bct) =9 =Y (’I‘ll‘ + 5615’) (9.81¢)
=Ty rL=7.

Com relacao a teoria da relatividade restrita, esta sera abordada de uma maneira sucinta.
Como foi visto na secdo anterior, as equacdoes de Maxwell ndo sdo invariantes frente a uma
transformacéao de Galileu. De acordo com estas, uma onda eletromagnética necessariamente
requer um meio para se propagar, tal como ocorre com ondas mecanicas. Este meio seria o
éter, o qual nao havia sido detectado em experimentos especificos, tais como o experimento de
Michelson-Morley. Embora acredita-se que Albert Einstein nao estava ciente dos resultados des-
tes experimentos em 1905, mesmo assim a hipdtese do éter ndo era aceitavel a partir de suas
concepcoes individuais a respeito do espaco-tempo e do comportamento dos campos eletromag-
néticos. Confrontado com o fato de que as equagdes de Maxwell ndao sio invariantes frente a
uma transformacao de Galileu, Albert Einstein considerou as seguintes possibilidades:

1. As equacoes de Maxwell estavam incorretas. Uma teoria correta do eletromagnetismo de-
veria ser invariante frente a uma transformacao de Galileu.

2. Existia um referencial privilegiado para o eletromagnetismo, no qual o éter esta em repouso.

3. Existe um principio da relatividade, distinto da relatividade galileana, e valido tanto para
a mecanica quanto para o eletromagnetismo. Isto implicaria em alteracdées nas leis da
mecanica.

A escolha realizada por Einstein a favor da possibilidade 3 levou-o a propor 2 postulados
fundamentais:

Postulado 1 (Postulado da relatividade). As leis da natureza e os resultados decorrentes de
quaisquer experimentos realizados em um dado sistema de referéncias sao independentes
do movimento de translacao do sistema como um todo.
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Postulado 2 (Postulado da constdncia da velocidade da luz). A velocidade da luz é constante
e independente do movimento da fonte emissora.

Postulado 2’ (alternativo). Em todo sistema inercial de referéncias, existe uma velocidade li-
mite finita universal, denotada por ¢, para todas as entidades fisicas.

Com base nestes postulados e assumindo outros principios fisicos tais como a isotropia do
espaco livre, Einstein realizou sua prépria derivacao da transformacéo de Lorentz e demonstrou
que as equagoes de Maxwell sdo invariantes em forma para estas transformacoes.

Fazendo referéncia novamente aos referenciais K e K’ na figura 9.15, se no instante t =’ = 0,
quando as origens O e O’ coincidem, for emitido um pulso luminoso a partir da origem comum,
entao, de acordo com o postulado 2, as frentes de onda observadas por observadores situados
nas origens de cada referencial irdo se propagar na forma de ondas esféricas que se deslocam
com a mesma velocidade, igual a ¢. Do ponto de vista do observador no referecial K, a frente de
onda no instante ¢ localiza-se no ponto (x1, x5, 23) determinado pela equacao

3

Z:Lf —c2t? =0,

i=1

ao passo que a mesma frente de onda, vista pelo observador em K’, atinge o ponto (z}, z}, z5) no

instante ¢/, determinado por
3

E .’17;2 _ C/Qt/2 =0.

i=1

Definindo uma nova coordenada em cada referencial como
. ;L
ro=1ct € xy=1ct,

os postulados da relatividade e o principio de isotropia do espaco demandam entio que

3 3

2 _ 2

g z, = E x, .
=0

pn=0

Com base nesta expressao, a qual € analoga a uma rotacao de eixos em um espaco de dimensao
4 que preserva a métrica do espaco,?° Einstein derivou novamente a transformacao (9.81).

9.15.1.4 O ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI E OS QUADRIVETORES

Com base nos trabalhos de Lorentz, Poincaré e Einstein, em 1907 o matematico aleméao Her-
mann Minkowski (1864 — 1909) mostrou que a teoria da relatividade restrita poderia ser melhor
formalizada assumindo que os fenémenos fisicos ocorrem nido em um espaco de dimensio 3,
mas em um espaco de dimensao 4, doravante denominado o espaco-tempo de Minkowski,
aqui representado por M*. Neste espaco, uma transformacao de Lorentz corresponde a uma
rotacao arbitraria dos eixos em torno da origem.

Einstein, que foi estudante de Minkowski no Instituto Eletrotécnico de Zurique, inicialmente
considerou o trabalho de Minkowski como um simples artificio matematico, porém posterior-
mente percebeu que a interpretacao geométrica do M* seria necessaria para a compreensio e
desenvolvimento de sua posterior teoria da relatividade geral.

Formalmente, o espaco-tempo de Minkowski € um espaco vetorial real de dimensao 4. Este
possui, portanto, 4 vetores de base, os quais nao necessitam em geral ser considerados. Um
vetor do M*, portanto, possui 4 componentes que podem estar na forma contravariante ou co-
variante. Estes vetores do M* sdo usualmente denominados quadrivetores. Cada quadrivetor
possui 3 componentes que correspondem as coordenadas espaciais usuais do [E? mais uma co-
ordenada temporal igual a ¢t. Uma coordenada qualquer de um quadrivetor, quer seja temporal
ou espacial, sera identificada por um indice grego (u,v,...). Quando for necessario especificar
explicitamente uma coordenada espacial, sera empregado um indice latino (¢, j, ... ). Finalmente,
quando for necessario especificar explicitamente a coordenada temporal, sera empregado o in-
dice “0”. O quadrivetor posicao no M* tem os seus componentes escritos na forma contravariante

20Porém agora em um espaco vetorial complexo.
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definidos como uma quadrupla de nimeros que pode ser representada de diferentes maneiras
como:
(mo,xl,x2,x3) ({z*}) —( {ZE }) (ct,7), ondepu=0,...,3ei=1,...,3.

No espaco M* esta suposta a validade de uma transformacio z# — 2’* que leva as coordena-
das {z*} a novas coordenadas

{2, (w=0,...,3),

de acordo com a transformacao de Lorentz (9.81). Esta transformacao pode ser escrita de uma
forma compacta como
't = A" Y (9.82a)

9

sendo que A*, é denominada a matriz de transformacdo de Lorentz. Obviamente, é valida
também a transformacéao inversa

at = (AN 2, (9.82b)
onde
1000
a 0100
H -1 1z H) —
A*, (ATH)7 =6, sendo [0)] = 0010
0001

a delta de Kronecker escrita na forma de um tensor de posto 2 misto. Comparando (9.82a,b)
com (9.81), conclui-se que

_ 1,0
AOO =7 (A 1) 0 =7
7 _1,\0 1\ ?
A% =Ny = —B; (AT, =T =18 (9.820)
i BiBj 1y BiBj
AJ:(SZJ—‘r(’)/—l) 52] (A 1)j:51j+( )52].
Ou, na forma matricial,
Y -5 . —YB2 —ps3
Ao | TG Da (-1 % (-1 .82
—f (=1 EE 1+ (=D @ (-
—8s (r=1)% s (V=12 1+ (-1 5
¥ V51 . Y52 V053
R LR -1)% wfl)%—é; (y—1) & 0890
W (=12 B 14 (g 1) B o(y-1) ik

VB3 (v — )%BS (v-1) 28 1+ (v —1)5*2

De acordo com os postulados da relatividade, dados dois referenciais inerciais K e K’, dois
eventos quaisquer sempre ocorrem com separacoes espaco-temporais dadas respectivamente
por {dz*} e {dz'*}, de tal forma que a quantidade

ds® = (d2°)? = (dz")? = (da?)” — (da®)” = ds? = (d2°)” — (d2™)® = (d2?)° = (d2®)®  (9.83a)

permanece sempre invariante frente a uma transformacao de Lorentz.

A quantidade ds? definida em (9.83a) é denominada um intervalo infinitesimal entre even-
tos no espaco-tempo de Minkowski, ou, simplesmente, a métrica de Minkowski. Nota-se que
ds? nao € positivo-definido, pois em principio sempre € possivel encontrar uma transformacao
tal que ds? < 0.2!

Desta maneira, € possivel definir o tensor de métrica do M* a partir do intervalo ds?, de tal
forma que

ds® = gudatdz, (9.83b)

2lporém, esta transformacio, denominada tipo-espaco, viola a causalidade implicita nos postulados da relatividade.
As outras transformacdes possiveis sdo tipo-tempo, para a qual ds? > 0 e tipo-luz, para a qual ds? = 0 (para z* # 0).
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onde
0

0
-10
0 -1
00 0 -1

O O =
o OO O

g = , sendo que g = det (g) = —1. (9.83¢)

O tensor de métrica (9.83b,c) mostra que o espaco M* € plano; porém, de acordo com a defini-
¢a0 9.9, € um tipo de espaco pseudo-Riemanniano, os quais sao assim denominados justamente
por apresentarem sua métrica dada por expressdes como (9.83a). Em tais espacos, € comum
caracterizar-se o tensor de métrica também por sua assinatura, a qual € o conjunto de nimeros
indicando a quantidade de autovalores positivos, negativos e nulos do tensor de métrica. No
caso do M*, a assinatura do tensor de métrica € indicada por {+,—, —, —}.

Propriedades matematicas do tensor de métrica do M*:

1. g = guu (simétrico).

2. ¢"” = g, (forma contravariante).
3. ¢"gar = g*, = 6* (forma mista).
4. Tr(g) = —2.

Nao sera realizada aqui uma discussao ampla das consequéncias fisicas das transformacées
de Lorentz e dos postulados da relatividade. Discussdes a respeito do conceito de simultanei-
dade, contracdo espacial, adicao de velocidades e cone de luz sao referidas a textos especificos
sobre relatividade. O tnico conceito relevante para a presente discussao é do tempo proprio.

Considera-se uma particula com velocidade instantanea u (¢f) em relacao ao referencial K.
Em um intervalo de tempo dt, sua posicao muda por dr = udt. De (9.83a), o elemento de arco no
espaco-tempo percorrido pela particula é

ds® = 2dt* — |dr®> = 2dt* (1 - B2) em K,
sendo B, = u/c o fator beta da velocidade instantanea da particula em K.

Dado agora o referencial K’ onde a particula esta instantaneamente em repouso, como dr’ = 0
em K’, a particula percorre o elemento de arco ds’?> somente ao longo da coordenada temporal,
ou seja,

ds"? = Adt”? = *dr? em K'.

Como este elemento de arco é um invariante frente a transformacao de Lorentz, isto €, ds’? = ds?,
isto implica que

dr = /1 — B2 (t)dt = ~yd1(§t)’ sendo v, (t) = (1 -5 (t))fl/Q.
A outra implicacdo € que a quantidade dr também € um invariante de Lorentz. Esta quantidade é
o elemento de tempo proprio da particula, ou seja, o intervalo infinitesimal de tempo mensurado
no referencial instantaneamente em repouso com a mesma.
Se for possivel resolver a equacao de movimento da particula no referencial K entre os ins-
tantes t; e t, entdo o intervalo de tempo préprio transcorrido no referencial em repouso com a

particula sera dado por
to
AT = / dt .
t1 Tu (t)

Este resultado mostra também que Ar < At = t, — t;, uma vez que v, > 1 sempre. Ou se€ja,
em qualquer referencial, o intervalo de tempo medido para um determinado processo fisico sera
sempre maior ou igual que o tempo transcorrido no referencial em repouso com a particula. Este
fenomeno é denominado de dilata¢do temporal.

Dado o tensor de métrica na teoria da relatividade restrita, pode-se agora definir os seguintes
objetos que compode o espaco-tempo de Minkowski:

Tensores de posto zero. Também denominados escalares ou invariantes de Lorentz.

Tensores de posto um. Também denominados quadrivetores. Como os componentes de um
quadrivetor podem estar na forma contravariante ou covariante, sera empregada uma no-
tacao propria que indica explicitamente qual é a forma dos mesmos.
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Vetores contravariantes. Tomando como exemplo o quadrivetor posi¢do, um quadrivetor
com componentes contravariantes possui uma componente temporal a° e trés compo-

nentes espaciais a = (al, a?, a3), sendo este denotado de forma genérica como

a= (ao,a) = (a07a17a2,a3).

As componenes a* = o () transformam-se de acordo com (9.41) e (9.82a) como

oz’
ar =L = AH a”, (9.844a)
ox?
ou, de forma explicita,
a® =A% a" =A%a’ + A°a' =va® —vB - a (9.84b)
. . . . . . -Qa
a"=MN,a" = Aloao + Aljaﬂ =a" — ’Yaoﬁi +(y-1) %ﬁz (9.84c¢)
A transformacéao inversa, de acordo com (9.82b), é
Ot
o= g = (AT @ (9.84d)

- o'V

Vetores covariantes. Um quadrivetor com componentes covariantes possui uma compo-
nente temporal q( e trés componentes espaciais ({a;}). Usando a propriedade de rebai-
xamento de indice do tensor de métrica, percebe-se facilmente, com o uso de (9.83c)
que a relagao a, = g,,a” implica que

ap :ao € a; = —ai.
Este quadrivetor com componentes covariantes é denotado de forma genérica como

a = (a07a17&27&3) = (ao, —a).

Suas componentes q, = a, (¥) transformam-se, de acordo com (9.41) e (9.82b) como

=9 = (A (9.85a)

!
H ox'H “w

ap = (Afl)yo a, =vay —YB - a

a

B-a

a; = (Afl)yi a, = a; +yaof;i — (v — 1) 7 Bi.
A transformacao inversa, de acordo com (9.82a), é
axll[ —1\V
a, = %CLL = (A ) u CLZ/. (985b)

Da mesma forma como ocorre com o quadrivetor covariante, a forma contravariante
pode ser obtida a partir da primeira usando o tensor de métrica: a* = g"¥a,.

Tensores de posto dois. Podem ter seus componentes em trés formas: contravariantes, cova-
riantes ou mistos.

Tensor contravariante. Trata-se de um tensor F*” com 16 componentes que se trans-
forma de acordo com as regras dadas por (9.41) e (9.82a):

o _ ox'* dx'v
T Oz 9B

FoP = AM AV FOP. (9.863)

Tensor covariante. Trata-se de um tensor F,, com 16 componentes que se transforma de
acordo com (9.41) e (9.82b):

0z Oz o _1\8
/{“J: axﬁw (XB: (A 1) H(A 1) VFaﬂ (9.86b)
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Tensor misto. Uma das possiveis formas € o tensor F*, com 16 componentes que se trans-
forma como: ) 5
e ox'* Ox
Yo Oz Oz
As diferentes formas do tensor F podem ser obtidas usando a propriedade de elevacao
ou rebaixamento de indices do tensor de métrica. Por exemplo,

Foy = A, (AT Py (9.86¢)

P = guagVﬁFaﬁa F;w = gpaguﬁFQBa FMV =g"F,,.

O produto interno no espaco-tempo de Minkowski possui uma definicao ligeiramente distinta
do mesmo produto em um espaco Euclideano. Dados os quadrivetores pertencentes ao M*, o
produto interno entre quaisquer dois vetores corresponde ao mapeamento M* x M* — R que
satisfaz as seguintes propriedades:

1. Simetria. Dados os quadrivetores a e b, 0 seu produto interno é

a'b, = a,b" = a’bo—a - b.

2. Bilinearidade. Dados a, be v € M* e d € R, entdo

(da" 4+ b") v, = datv, + bl v,,.

3. Dados @ e b € M*, se atb, = 0 para qualquer b € M*, entao, necessariamente, a = 0.

Dado o quadrivetor a € M*, a sua magnitude é definida por

~ 112 2 0 2

lal” = lla|” = a"a, = a’ao — a®,

sendo a? a norma Euclideana de seus componentes espaciais. Nota-se que, ao contrario do

que ocorre em um espaco Euclideano, a magnitude de um quadrivetor ndo é necessariamente
positivo-definida, uma vez que o espaco de Mikowski é pseudo-Euclideano.??

Como era esperado, o produto interno de dois quadrivetores € um invariante de Lorentz, isto
€, dados a e b, de acordo com (9.84) e (9.85),

atb, = a, b = A", (Afl)ﬁu a®bs = 6Pa%bs = a®b,.

Se os vetores a e b forem ambos nao nulos, mas a*b, = a,b" = 0, entdo estes sdo ditos serem
(algebricamente) ortogonais.

Cabe também discutir a maneira como o operador diferencial 9/0z* se transforma. Dadas as
transformacoes z'* = z/* () e 2/ = z# (f'/ ) pode-se usar a regra da cadeia e escrever

0 _axvai_(_l)yi
ox'v Ozt Ozv nQxr’
Comparando a expressao acima com (9.85a), percebe-se que a diferenciacdo frente a uma co-

ordenada contravariante transforma-se como um quadrivetor covariante. Pode-se entdao usar a
seguinte notacao para o operador quadrivetorial gradiente na forma covariante:

. (0 0 (0 0 0 0 (0
0=} = <8J:0’ {8337}) N <8x0’ dzrt’ 92’ 8x3> B <6$07V) ’ (9.872)
onde V é o operador gradiente usual do E>.
Agora, como z* = g"z,,, pode-se escrever
0 Ox” 0 0 0
et = gV — g — g L,
0z,  Ox, Oz I Oager =9 g 7Y 2

o que mostra que a diferenciacdo frente a uma coordenada covariante transforma-se como um
quadrivetor contravariante. Especificamente,

) wd 0 )

ki e e T T

22Ver discussao na secio 3.8.1.
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Portanto, definindo o operador quadrivetorial gradiente na forma contravariante, este resulta

igual a 5= () — (0. (o)) — <a {8})(3 V) (9.87h)
oxo’ 0z | ) \ Oz’ .

A quadridivergéncia de um quadrivetor a € o invariante de Lorentz

a 0
a, = 0,a *W+V a.

O operador laplaciano no M* € a contracao invariante
02 o2
a9 (20)°

sendo que o operador “0” € denominado o d’Alembertiano.

0=0"0, = 0,0" =

?

9.15.1.5 FORMULACAO COVARIANTE DO ELETROMAGNETISMO CLASSICO

A invariancia de forma ou covariancia das equacgdes de Maxwell, bem como das leis fisicas
relacionadas, tais como a equacdo de continuidade e a forca de Lorentz, foi demonstrada por
Lorentz e por Poincaré. A covariancia implica que as grandezas p (r,t), J (r,t), E(r,t) € B(r,t)
transformam-se de uma maneira bem definida pelas transformacées de Lorentz.

Inicia-se a derivacdo das formas covariantes das leis do eletromagnetismo pela equacao da
continuidade (9.74b), a qual é assumida valida em um determinado referencial K. Inicial-
mente, é necessario postular uma forma para o quadrivetor densidade de corrente elétrica J.
Escrevendo-se os operadores diferenciais em termos dos componentes do quadrivetor posicao
contravariante 7,

0 (cp) °. 9

Ox0 + P ori 0-

Percebe-se entdao que se for definido o quadrivetor
J = (J%{J}) = (cp, J),
pode-se escrever a equacao da continuidade, de acordo com (9.87a), como
0, J' =0 (emK).

Mostra-se facilmente que a equacgao acima € invariante em forma frente a uma transformacao
de Lorentz, ou seja, na mudanca K — K’, pode-se mostrar que esta equacao se torna igual a

9,J" =0 (emK').

E interessante também mostrar explicitamente a transformacio das componentes de J para o
referencial K’. De (9.84b,c), obtém-se

1
p’=7<p—ﬂ-J)
C

J =J—~yepB+ (v 1)6 J

32
a qual pode ser comparada diretamente com a transformacao de Galileu (9.80) para estas quan-
tidades. E digno de mencéo que a densidade de carga é mensurada de forma distinta entre os
referenciais K e K.

Agora, para se derivar a forma covariante das equacoes de Maxwell (9.74a), a abordagem tra-
dicionalmente adotada parte dos potenciais eletrodinamicos. E também conveniente adotar-se
o calibre de Lorenz nesta derivacdo, dentro do qual os potenciais ® (r,t) e A (r,t) sdo determi-
nados pela condicdo de Lorenz (9.76) e pelas equagdes (9.77a,b). Como antes, assume-se que
estas equacgoes sao respeitadas em um determinado referencial K.

Observa-se entao ser possivel escrever as equacoes para os potenciais como

82 3 62 4
Z — (ep)

B,
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0(x0)  H o) o
0 NOA
Oz oxt

Dada a definicao acima para J, se for definido o quadrivetor potencial
A= (A°{4}) =(2,A),
as 3 equacdes acima sao escritas nas suas formas covariantes como

4
oAt = gr (u=0,...,3)
C

B, A" = 0.

Uma vez definidos o quadrivetor potencial e as equac¢des que o mesmo obedece, considera-se
agora a relacdo dos mesmos com os campo. Esta relacdo é fornecida pelas expressoes (9.75).
Escrevendo as mesmas para a i-ésima componente dos campos, ainda empregando a notacao
do E3,

o0  10A; 3 OA}
Bi=—5m " car © B= 2 g,

k=1

Reescrevendo agora estas expressoes em termos de derivacdes das componentes contravariantes
do quadrivetor potencial A em relacdo aos componentes do quadrivetor posicao covariante r =

(zo,—r), obtém-se

0AY QA - -
Ei — _ - _ OAz _ ZAO
aa:i 63:0 (a g )
oAk - e
Bi = —Gijkiaxl = —Eijka]A — Bz = — (8714. -0 AJ) s
J

sendo que na ultima expressao deve-se sempre realizar uma permutacao ciclica de {i,j,k} =
{1,2,3}. Ainda na mesma expressao,

B; = —€;ju 0 A¥ = 9'A7 — 9TA" = €% By,

Percebe-se entao que nao € possivel estas expressoes em um unico quadrivetor. A maneira
correta de agrupar os campos € na forma de um tensor de posto dois denominado tensor do
campo eletromagnético, o qual, na forma contravariante F** é definido como

FHrY = gl AY — 9¥ AF.
Identificando os componentes de F'*¥:
Fre
FOi :80Ai_8iA0 — _E.
FO=09'A° - 9°A" = E;
FI =04 -7 A' = —cik B,
Ou seja, o tensor de campo € antissimétrico. Pode-se escrever o mesmo forma matricial como

0 —E, —Fy —Fs
E1 0 7B3 B2
E, By 0 —B
E;—Bs By 0

e

O tensor de campo eletromagnético na forma covariante € obtido por

F,uy = g,uongBFaﬁv
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resultando na forma matricial

0 E; By Fs
~Ey 0 —B3 B
—Ey By 0 —-B
—FE3—By By 0

[Fw] =

Uma outra forma util para o tensor de campo é a sua forma dual, a qual é obtida de acordo
com a definicdo de um tensor dual, apresentada na secao 9.6.2. Para tanto, inicialmente define-
se o simbolo de Levi-Civita de quarta ordem ¢*#7% como

+1; permutacodes pares de {0,1,2,3}}
% = { 1, permutacoes impares de {0,1,2,3}}
0; outras combinacoes
1

13 lla=B)(a=7)(a=08)(B~7)(5~0) (-9

Da mesma forma como ocorre com o simbolo de terceira ordem, o qual esta relacionado com
o calculo do determinante de uma matriz 3 x 3, o simbolo ¢*#7? pode ser empregado no calculo
do correspondente determinante de uma matriz 4 x 4,

aBys 4 _ _prkb g« B Av A9
€ A=c¢ A% AP AT AC,

como ocorre nas expressoes (9.33). Também como ocorre com o simbolo de terceira ordem, €*Bo
é um tensor relativo de peso w = +1. Contudo, como no caso das transformacées de Lorentz,
A = det (A) = +1, o simbolo de Levi-Civita se transforma como um tensor de posto quatro na
transformacéao entre referenciais.

Portanto, o tensor dual do campo eletromagnético, definido como

FH — %e‘“’("ﬁFaﬁ

age como um tensor frente a uma transformacao de Lorentz. Na representacao matricial, este
tensor é dado por

0 —B; —Bs —B3

B, 0 E3 —E,

By—FE3 0 FE

Bs Ey —E; 0

(7] =

Finalmente, em termos dos tensores de campo F*, F,,, e Z"” e do quadrivetor J, as equacoes
de Maxwell (9.74a) podem ser escritas de uma forma manifestamente covariante. Principiando
pelas equacdes inomogéneas (lei de Gauss da eletricidade e lei de Ampére), a forma covariante

das mesmas € A
o = AT g,

c

Por sua vez, as equacoes homogéneas (lei de Gauss do magnetismo e a lei de Faraday) tém a
sua forma covariante de duas maneiras equivalentes,

0, FH =0,

ou
6/LF1/O' + ayFa,u + aaF;w = 07

onde u, v € 0 sdo quaisquer combinac¢des dos indices {0, 1,2, 3}.

Um ponto importante consiste em mostrar a lei de transformacao dos campos. Dado o tensor
de campo F*¥ no referencial K, um observador no referencial K’ ir4 observar estes campos de
acordo com (9.86a),

P = A“aA”ﬁFaﬂ.
Realizando a transformacéo, os campos observados no referencial K’ sao

2

B =y(E+BxB)-—~(8-B)p
,YZ

B =y(B-B8XE)-—

S B-Bs.
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Exercicio 9.21. Obtenha os campos transformados para o referencial K’.

Solugdo. Realiza-se a transformacéo inicialmente para o campo elétrico. A i-ésima componente
em K’ é E'" = F'"°. Entao,
F' = A N5 FP
= A" A F*P
= NgAO% F% + A A0y FIP
= NgA% FO7 4+ AN 70 4 AP A0 R
2

_ , 7 . .
=vE;+~ (8 x B), WJrl(ﬂ E)B;i.

Ja os componentes de B’ sao dados a partir de
FY = —El]eBe =3 EiijU = —Eijmez‘]eB[ = _25an£ = _2Bm - B’L = _ieiij]k'

Portanto, no referencial K’,

1 .
Bz/ = —§6iij/jk
1 .
= _ieljk,‘A]aAkBFaﬁ
1 . , )
= ik | MR, PO + A ARG P AJZA’“mF‘m}
B-B
:731'—(7—1)7@—’7@ X E),
2
v
=B — v (B % E)Z-—wrl (B - B) ;.

Uma expressao interessante também pode ser obtida para a equacdo de movimento de uma
particula carregada sob a acao dos campos eletromagnéticos. Na mecanica Newtoniana, esta
equacao €

dp

dt
sendo p o momentum linear (Newtoniano) da particula e ¢ a sua carga. Para derivar a forma
covariante desta equacao, inicialmente define-se o quadrivetor velocidade a partir de 7 e do
tempo proprio © como

q(E—i—%XB),

U= % = (YuC Yuv),

sendo U a quadrivelocidade. A partir desta, pode-se definir o quadrivetor momentum linear
como p = moU = (E/c,v,p), sendo my a massa de repouso da particula, ou seja, a massa que
seria mensurada em um referencial sempre em repouso com a mesma €

E = yymoc® = (moc2)2 + p2c?

a sua energia relativistica. Esta quantidade também € um invariante de Lorentz. Portanto, a
forma covariante da equacao de movimento da carga g é
dp* dUu* q
— =myg—— = —F*U,.
dr mo dr c
E interessante separar as componentes temporal e espacial desta equacdo. Estas sao, res-
pectivamente,
dp® 1dE ¢
_—_=7m——_—— = - E .
dr cdr 07u (B - )

7

dp d 1
I dT(vp) qy +C(U>< )i
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Das equacdes acima, a ultima corresponde a forma relativistica da forca de Lorentz, enquanto
que a primeira descreve a taxa de transferéncia de energia entre a carga e os campos.

Por fim, quando ha um sistema de particulas carregadas (caracterizadas pelo quadrivetor
J) interagindo com os campos, observa-se a conservacido da energia, do momentum linear e
do momentum angular totais deste sistema. A primeira lei de conservacao em particular é
denominada teorema de Poynting. A lei de conservacdo geral possui dois termos, um termo
correspondente as ondas e outro contendo a interacdo destas com as particulas. O primeiro
termo € descrito em funcao do tensor energia-momentum ©**, dado por

1 1
o = — (g’“’FMF“” + 4gWFa5Faﬂ) .

Pode-se perceber que ©#” € simétrico.
A lei de conservagao para o sistema cargas + campos €

1
0O = ——F"" .

9.15.2 A METRICA DE SCHWARZSCHILD NA RELATIVIDADE GERAL

Uma solucao exata para as equacoes de Einstein (9.71) foi encontrada por Karl Schwarzs-
child (1873 - 1916) ainda em 1915, menos de dois meses apds a primeira publicacdo da teoria
da relatividade geral. Schwarzschild obteve sua soluc¢do enquanto estava servindo no exército
alemao durante a I Guerra Mundial, publicou a mesma no inicio de 19163 e pouco tempo depois
acabou falecendo em virtude de uma doenca contrida no campo de batalha.

A solucao de Schwarzschild descreve o campo gravitacional (ou seja, a métrica do espaco-
tempo) gerado no espaco que rodeia um corpo de massa M esférico homogéneo, sem carga
elétrica, com momentum angular nulo e fixa na origem do sistema de referéncia.

9.15.2.1 DERIVACAO DO TENSOR DE METRICA

Considera-se um continuo espaco-tempo de 4 dimensodes, o qual se reduz assintoticamente ao
espaco de Minkowski introduzido na secao 9.15.1.4 a uma distancia infinita do corpo de massa
M. Neste espaco, o quadrivetor posi¢do continua sendo determinado pela 4-upla (z°, 2!, 2%, 2%).
Assumindo que as equacéoes de Einstein (9.71a) podem ser escritas como

o =0,
contraindo o tensor de Einstein (9.71b) resulta
G% =R% — ldaRzR—LLR:O
@ a” 5% 5 )
o que implica que R = 0. Portanto, as equacoes de Einstein se reduzem a
R.5 =0.

Lembrando que o tensor de Ricci é dado por (9.69), no espaco R* em questdo as equacoes de
Einstein ficam

or” or
a8 0 0 T T8 T, =0, (,8,7,0 =0,1,2,3), (9.88)

Fap = ox" 0xP

na forma (9.69b). Alternativamente, pode-se empregar a forma (9.69d).

Busca-se uma solucdo do sistema acima para um espaco esfericamente simétrico. Por isso,
as coordenadas espaciais do quadrivetor serdo escritas em termos das coordenadas polares
esféricas 2! = r, 22 = 6 e 2 = p. Além disso, como ja mencionado, a distancias infinitas da

23Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der Einsteinschen Theorie (A respeito do campo gravitacional de
uma particula massiva na teoria de Einstein). Sitzungsberichte der Kéniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften,
v. 7, p. 189-196, 1916. Acesso: https://www.biodiversitylibrary.org/item/93032#page/215/mode/lup (Versao
em inglés: https://arxiv.org/abs/physics/9905030v1).
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massa que gera o campo, a métrica do espago-tempo deve se reduzir a métrica do espaco-tempo
de Minkowski M*, dada por

ds® = (cdt)2 — dr? —r2df? — r? sin? 0dp?.

Por estas razoes, Schwarzschild propds a seguinte métrica para o espaco-tempo em torno da
massa M:

ds® = e*dt? — A dr? — r? (do? + sin® 0dy?) (9.89)

onde v (r) e A(r) sdo funcoes que devem ser derivadas pelas equacoes de campo e que estao
sujeitas a condicao de contorno
lim v (r) = lim A(r) =0.
r—>00 r—00
Comparando a métrica proposta acima com a métrica geral no R" definida em (9.26), conclui-
se que

e 0 0 0
_ 0 —e** 0 0
e=lasl=| o o 2 o

0 0 0 —r?sen?d
Ou seja, o tensor de métrica é diagonal. O determinante de g,z €

2Nt gen? 9

g = 900911922933 = —
e sua forma contravariante é

e 0 0 0

g1 | 0 =720 0
9T=1 0 o -1 0
0 0 0 5wy

De acordo com a expressao (9.46), os simbolos de Christoffel sdo escritos

1 ., (Ogss O B
Y — 0 B Jsa . 9ap
Tag 29 (833‘1 * ozP 0x® ) ’

Para a derivacao destes simbolos, escreve-se inicialmente
NS ;2 3 NS ,._o
8 = fadas, g*f = f%67,
onde
Jfo=¢€", f1=€/\7 f2

0 que resulta em

Il
=

f3 =rsend,

of2 2 2
F’YQB — lfy_Zéﬂ{(s < f65ﬂ6+ 8fa6a5 _ afoc5 >

2 Oz® OxP oxf
NS s oy gy 2l 0fa
_.f'y <fagaa+fo¢ faozﬁa,y .
Apés uma certa algebra, as matrizes de Christoffel ficam entao:
0200 2=y 0 0 0
[0 _ 000 S 0 N0 0
“ 10000 - 0 0 —e 2 0
0000 0 0 0 —e 2 rgen? 0
(9.90)
00 O 0 00 0 0
r2_ 00 r! 0 3 _ 00 0 r—1
or~1 0 0 00 0 cotan#@
0 0 0 —cosfsent 0r~!cotanf 0

Destes resultados pode-se concluir que

. =o, Iy, =T =0.

) J
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Inserindo os simbolos de Christoffel dados por (9.90) e suas derivadas nas equagdes de campo
(9.88), obtém-se, apés uma certa quantidade de algebra,

Rap =0, (a # B)

Roo = [V + 02 =N/ +2r /] 27N =0
Riyy=-—v"+ NV —v?4+27 N =0

Ry =1—[1+r( = XN)e =0
Riz=[1—(1+vr—XNr)e*]sen’0 = 0.

Portanto, observa-se que R, = 0 para a # ( e a partir dos elementos da diagonal resulta o
seguinte sistema de equacdes para as funcgoes v (r) e A(r):

V= UN 42 =0 (9.91a)
V=NV =2 e =0 (9.91b)
[rN =v)=1]e ™ +1=0 (9.91¢)
{[r(N —v)—1]e** +1}sen® 6 = 0. (9.914)

A equacao (9.91d) € uma mera repeticao de (9.91c). De (9.91a) e (9.91b) conclui-se que
N=-v = X(r)=—v(r)+cte.

Porém, pelo limite » — co que ambas tém que satisfazer, resulta que, simplesmente, A (r) = —v (r).
Com isso, (9.91c) resulta
—@2r/ + 1) e +1=0.

Chamando p (r) = e,
!/

21/:%:>m’+,u:1.

A solugao desta EDO ¢é
_ v TG
,
onde r¢ € uma constante de integracdo denominada o raio gravitacional ou o raio de Schwarzs-
child do corpo, a qual sera em breve identificada com a massa do mesmo.
Assim, inserindo esta soluciao em (9.89), obteve-se a métrica de Schwarzschild

(r)

b

ds? = (1 — %) Adt* — (1 — TTG)A dr® —r? (d92 + sin® fdp?) .

0 0 0

g—/fl 0 0 (9.92)
gasl =g 0 2 o

0 0 0 —r?sen?6

9.15.2.2 CONSEQUENCIAS E APLICACOES DA METRICA DE SCHWARZSCHILD

Serao discutidos agora de forma breve algumas das principais consequéncias advindas da
métrica de Schwarzschild.

TRAJETORIA DE PARTICULAS NO CAMPO GRAVITACIONAL E O LIMITE NEWTONI-
ANO

Na teoria da relatividade geral, as equacoes de movimento de uma particula de massa m sob
a acdo do campo gravitacional determinado pela métrica g, do espaco-tempo sdo exatamente as
equacoes (9.61), as quais resultam nas curvas geodésicas entre dois pontos quaisquer do espaco-
tempo determinado pela métrica. Ou seja, na relatividade geral as equacdes de movimento sao

d%z® . dzPdx”

iz % g qr =0 (@fy=01,23),

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 01/2013 Impresso: 19 DE MARCO DE 2025



408 | 9.15. Aplicacoes fisicas

sendo ¢ a extensao do arco da trajetéria da particula no espaco-tempo.

Sera feito uso agora do conceito de tempo préprio, discutido na secao 9.15.1.4 e que consiste
no intervalo de tempo registrado no referencial sempre em repouso com o observador. Dada a
meétrica

ds?® = gaﬁda:ada:ﬂ,

no referencial em repouso ao observador, dois eventos infinitesimalmente separados no tempo
e que ocorrem no mesmo ponto do espaco ocorrem no intervalo dr, onde 7 € o tempo préprio.
Entao, neste referencial, dz* =0 (i =1,2,3) e
. 2
ds? = 2dr? = goo (dxo)
Portanto,

dr 1

¥ =c dt = \/goodt.
Entao, nas equacoes de movimento sera realizada a mudanca de variavel ¢ — 7 via
dz®  dz®dr 1 dxi
T dr e~ ° Tar
Dessa forma, as equag¢des de movimento da particula no campo gravitacional ficam
Bt o da? o
dr? Y dr dr
Na métrica de Schwarzschild, os simbolos de Christoffel sao dados por (9.90) e

dr = \/pdt.

Neste caso, as equacoes de movimento tornam-se

=0 (a,8,7v=0,1,2,3).

d2z0 4o ,dr dzx®
dr? dr dr

d?axt 5 , [ dx° ? , ((dxt ? da?\? o, [ da ?
TR (m) v (m) ‘“7“(617) ~ prsen 9(dT> =0

2,2 1 ,7..2 3\ 2
M+27"—1dxdx—ser19cos6‘<c?> =0
T

dr? dr d
2.3 2
7(232 +2r~ lcili% +2c taun@cil—cili =0.
T T dT T dr
Mas, como v’ = i/ /2u, pode-se escrever
d da®

d?r o\ ? dp\? 1 dr®\? dr\?
i (dT) —ursenZH(df) + SHH (d7'> ——= (dT) =0 (9.93Db)

0 2
% (7‘237_> —r2senfcosf (f;f) =0 (9.93¢)
d%— (7‘2 sen? ij) =0. (9.93d)

Observa-se que a primeira e a ultima equacdes de movimento pode ser imediatamente integra-
das, resultando em

@ _,
War =
T286n29d£ =h,
dr

onde « e h sdo constantes de movimento, as quais foram escolhidas de maneira a facilitar a
identificacao do limite nao relativistico no movimento da particula. Adicionalmente, sera deter-
minada agora a orientacao do referencial. Como a métrica € esfericamente simétrica, os eixos do
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referencial podem ter qualquer orientacdo arbitraria, sem que isso comprometa a generalidade
da equacdo de movimento. Observando que a terceira equacao de movimento é

d20  2dr do dp\ 2
dTQ—l—rdeT—ben90059<dT) —07

se a particula estiver no plano § = /2 em um determinado instante préprio 7y, pode-se desen-
volver 0 (7) em torno de 7, como
1 d%0

s df 2 1 do

9(7‘):54—% (T_T())—’_aide (’T—T()) +§E (T_T())3+--'
To 70 70
Ou se€ja,
dg  do d*0 1 db 2
@l e, T | O

Se, adicionalmente, df/dr|_ =0, entdo a equacdo de movimento mostra que d*0/dr? |T0 = 0. Para
se obter d30/dr3 ’m’ deriva-se a equacao para 6 (1), resultando entao que esta derivada também é
nula. Assim, pode-se mostrar que todos os termos na série de Taylor para 6 (7) sdo nulos exceto
o primeiro. Portanto, as equacdes de movimento na métrica de Schwarzschild admitem uma
solucao 0 (1) = m/2, exatamente como na teoria Newtoniana da gravitacao.

As equacoes de movimento reduzem-se entao para

@
MdT_
de
2
F_n
TdT ’

AN/ S D 0 S VT 0 R
a2~ H 2 las i 2pu \dr)

Agora, o termo (dr/dr)? na equacao sera modificado a partir da métrica. De (9.92), resulta

que
dr\? dz®\ > do\> dp\ 2
—1 i _ o 2 hadl 2 - 2
(i) = () | () o (32) ]
:ﬂ71a2,hj,62’

r2

onde também foi empregada a identidade d¢ = cdr. Portanto,

dzr, h2+1,h72+1,270
dr2 M Tkt Tokte =
d?r 3re\ R?  rec?
_ _2&) — 9.94
dr? ( 2 r > r3 2r2 0, ( )

umavez que p=1—rg/r.
Para identificar finalmente a expressao para o raio gravitacional r, considera-se primeiro o
limite classico das equacoes de movimento. Observa-se que

dr = Judt = ,/k%dt.

O limite classico € obtido para r > r¢, de onde

dr ~ (17T—G>dtzdt.
2r
Neste limite, a equacao (9.94) fica
Pr W recd

ae " g =Y
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410 9.15. Aplicacoes fisicas

Esta equacao sera comparada com as equacoes de movimento de uma particula de massa m sob
a influéncia da forca gravitacional de uma massa M, de acordo com a lei da gravitagdo universal
de Newton. As equacdes sdo as seguintes:

. 1
F—r (92 +sen299'92) +—=U"=0
m
.92 .
6 + =70 — sen B cos p> = 0
r

d
T ( 2 sen? 99'9) =0=rsen’0p=h

onde
GMm

r
¢é a energia potencial gravitacional do sistema composto pelas massas M e m e h € proporcional
ao momentum angular (constante). Estas equacdes admitem uma solucio 6 = 7/2 = cte., em
cuja situacao a equacao radial pode ser escrita

U=-—

W GM
Pt T

0.

Comparando esta equacido com (9.94) no limite classico, obtém-se

2GM
rg — 5 -

C

E interessante comparar os raios de Schwarzschild de alguns objetos astronémicos conheci-
dos. A tabela 9.3 mostra o valores de r¢ e também da densidade dos objetos. Observa-se que a
Terra tem um raio gravitacional de pouco menos do que 1cm, ao passo que para o Sol, rg ~ 3km.
Ou seja, os seus raios gravitacionais sdo muito menores que os seus tamanhos. Contudo, um
objeto suficientemente denso pode ser um raio de Schwarzschild maior que o seu tamanho. Se

o raio do objeto €
e
4mp’

< 38
P 39xGBME

Isto € o que ocorre com um Buraco Negro.

sendo p sua densidade, entao rg > r se

DISTORCOES DO ESPACO-TEMPO NA METRICA DE SCHWARZSCHILD

Alguns dos resultados mais conhecidos da métrica de Schwarzschild serdo apresentados
agora. O espaco-tempo descrito pela métrica (9.92) nao é “plano” como o espaco Euclideano,
tacitamente assumido na gravitacdo Newtoniana. Se forem considerados dois pontos infinitesi-
malmente préximos na direcido radial a partir da massa M, de tal forma que dt = df = dy, resulta
que a extensao do elemento de arco na direcao radial resulta

dR = (1 - %G)_W dr > dr.

Ou seja, a distancia entre os pontos r; e 7, (> r1) € obtida pela integracao

T2 —1/2 T2
R21:/ (I—TTG) dr = [\/m—i—rgln(\/;—l—mn, >Tro — 1.

1

Tabela 9.3: Raios de Schwarzschild de alguns objetos astrondémicos.

r¢ (m) Densidade (g/cm?)
Terra 8,83 x 1073 2,04 x 10%7
Sol 2,95 x 103 1,84 x 106
Via Lactea 2,08 x 105 (~ 0,2a.l.) 3,72 x 1078
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Obviamente, se M — 0, Ry; — 19 — r1 € 0 espaco torna-se plano.
Considerando agora a relagdo entre o tempo proprio 7 € o tempo ¢t medido por um observador
distante da massa M, parte-se da relacao

dr = Jdt = ,/17%’}#,

o que mostra que dr < dt. O tempo proprio entre dois eventos quaisquer ocorrendo no mesmo
ponto do espaco € entdao dado por

to
-
T:/ J1— Sdt <ty —ty.
th r

Observa-se que 7 — 0 a medida que r — r¢. Este resultado caracteriza o denominado horizonte
de eventos, pois para um observador situado exatamente no ponto r = rg quaisquer dois eventos
que levam um intervalo de tempo 7 finito irdo ocorrer ao longo de um intervalo de tempo infinito
para um outro observador situado distante do raio gravitacional de M. A dilatacao temporal
prevista na métrica de Schwarzschild foi corroborada pelo experimento de Pound-Rebka em
1959 (POUND; REBKA, 1959, 1960).24
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