FUNCOES ESPECIAIS

QQ\\ JUNCOES ESPECIAIS, nio sio fundamentalmente distintas das chamadas funcées “ele-
ki ¥ mentares”. Estas ultimas sdo compostos pelas fungdes que usualmente surgem em
NS /”' estudos elementares de andlise diferencial e integral, tais como as func¢ées poténcia,

4

=~ polinomios, funcoes exponenciais e logaritmos, fungées trigonomeétricas circulares e
trigonométricas hiperbolicas. Estas funcdes elementares caracterizam-se por possuirem pro-
priedades matematicas bem conhecidas ha mais de cem anos e por possuirem representacoes
conhecidas, como em séries em poténcias, por exemplo, que permitem o seu calculo numeérico.

Ja as funcoes ditas “especiais” tém como principal caracteristica definidora a frequéncia com
que as mesmas surgem em problemas fisicos, o que justifica a definicio de uma nova funcéo
matematica. Muitas dessas fun¢des ndo podem ser representadas por funcoes elementares,
mas algumas sim, como € o caso dos polindmios ortogonais. As funcdes especiais possuem uma
definicdo basica que pode ser na forma de uma integral ou como solucao de uma determinada
equacao diferencial. Entretanto, quase todas funcoes especiais também podem ser represen-
tadas por séries de Taylor ou por outro tipo de representacdo em séries, o que permite o seu
calculo numeérico.

Neste capitulo, serdao apresentadas algumas das funcdes especiais mais comuns na fisica-
matematica.

8.1 A FUNCAO GAMA E FUNCOES RELACIONADAS

A primeira mencao da agora denominada fung¢éo gama ocorreu em 1729 em uma correspon-
déncia entre os matematicos Leonhard Euler (1707 — 1783) e Christian Goldbach (1690 — 1764).
A funcao gama € provavelmente a funcao especial mais comum na fisica-matematica, porque
ocorre em toda série de Taylor ou Maclaurin, uma vez que o fatorial de um nuimero inteiro ¢ um
caso da funcdo gama, mas também aparece em séries quando o argumento é semi-inteiro ou
racional.

A forma mais geral da funcdo gama é o mapeamento! I' (z) : C — C. A sua primeira definicido
é devida a Euler, que buscava representar o fatorial n! de um numero inteiro em termos de
quantidades algébricas simples. Esta definicdo é

1.23.---n

F(z):nhﬂnc}oz(z—i—l)(z—i—%---(z—i—n

)nz (z#£0,-1,-2,-3,...). (8.1a)

A definicdo mais empregada atualmente é a integral imprépria, denominada integral de
Euler,

I(z) = /OO t*~te7tdt (Rez>0), (8.1b)
0

sendo que quando Re z < 0 € necessario empregar a continuacgao analitica.
De acordo com estas defini¢ées, a funcdo I' (z) € uma funcao meromorfica? sem raizes e com
polos simples com residuos®
o _ ="
ResT'(z) = lim (z+n)T(2) = (n e N),

z2——n z2——n n!

Wer definicdo 2.22 de uma funcao de uma variavel.
2Isto é, possui apenas polos em uma regido finita do plano complexo.
3Ver secdo 6.9.1.
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310 8.1. A funcdo gama e fung¢des relacionadas

sendo que a expressao dos residuos de I' (z) é deduzida na expressao (8.5) abaixo.
Por sua vez, a sua reciproca 1/T"(z) € uma fun-

cao inteira, com raizes nos polos de I'(z). A fi-
4 gura 8.1 mostra os graficos de I'(z) e 1/T (z) ao
U I'(x) longo do eixo real z. Observa-se que I' (z) é con-
2 tinua para z > 0, mas apresenta polos em z =
, 1/T(x) 0,—1,—-2,.... Estes mesmos pontos sao as raizes
0 X da funcao 1/T (x).
Uma definicdo alternativa da funcéao 1/T(z) é
-2 ; devida a Weierstrass (1856),* em termos do pro-
4 duto infinito
/\ E 1 it z
—4 ) 0 x 2 4 = ze7* [(1 n f) e*z/”} : (8.1¢)
0 I'(z) 71;[1 n

Figura 8.1: Grd de I’ 1/T i 1.
9 rificos de I'(z) e 1/T'(x) no eivo rea onde « € a constante de Euler, definida por

"1
v = lim [ — —In(n+1)| = 0.5772156649015328606065120900824024310422 . . . .

n— oo k
k=1

8.1.1 A PROPRIEDADE RECURSIVA FUNDAMENTAL

A propriedade fundamental obedecida pela funcao gama é a sua recursividade. Ou seja,
tomando a definicao (8.1b) calculada em z + 1 e integrando por partes, resulta

e’} 0 00
[(z+1) = / tre ldt = —t2e ) + z/ t*ledt,
0 0

F(z+1)=2I(2). (8.2)

A partir desta formula recursiva, outra importante propriedade surge. Observa-se que

F(l):/ e~tdt = 1.
0

Entao, de (8.2), I'(2) =1T'(1) =1, T'(3) =2I'(2) =2, I'(4) = 3I'(3) = 3!, e assim por diante. Ou
se€ja,
F'(n+1)=n!
a qual é valida inclusive para calcular 0! =T (1) = 1.
Neste sentido, a funcao gama € a generalizacao do fatorial de um numero inteiro positivo e
pode ser interpretada como o fatorial de um numero nao natural.

Pela definicao (8.1b), a funcédo gama € analitica no semiplano Re z > 0. Mas, de acordo com a
propriedade recursiva (8.2), pode-se escrever

I'(z+1)

I'(2) =

e com isso obter a continuacéo analitica de I' (z) no semiplano Rez < 0 parte por parte, desde
que z nao seja um inteiro nao positivo.

8.1.2 FORMULA DE REFLEXAO

Uma outra importante propriedade da funcdo gama € a férmula de reflexdo. Partindo da
definicao (8.1b), calcula-se

Fz+ )T (1-2) :/ szefsds/ t~Ze tdt :/ / dsdt (f)ze*(sﬂ)_
0 0 o Jo t

4Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897), matematico alem&o, muitas vezez chamado “pai da analise mo-
derna”.
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Transformando agora das variaveis {s,¢} para u = s+t € v = s/t, o Jacobiano da transformacéo,
tal que dsdt = Jdudv, €

_ 0(s)t) _‘

u

0s/0u 0t /Ou _
(1+0v)*

0s/0v Ot/ov

v/(14+v) 1/(1+4wv)
w/ (1+v)? —u/ (1+0)°

Ou se€ja,

F(lJrz)F(lfz):/ %/ duue™.
o (1+wv)"Jo

A integracao em u € trivial, resultando igual a unidade. Ja a integral em v pertence a classe de
integrais discutida na secao 6.9.4.5.5
Assim, obtém-se as seguintes féormulas de reflexao,

T(1+2)T(1—2) = slez (z ¢ Z) (8.3a)
[(z)0(1—2) = Se::m (2 ¢ Z) (8.3b)

1 1 s 1
= F(z—2z2)= - . .
I‘(2+z) (2 z) p—— <z+2§éZ) (8.3¢)
Estas formulas também pode ser utilizadas para a continuacédo analitica de I' (z) no semiplano
esquerdo.

8.1.3 A DECOMPOSICAO DE PRYM

Retornando a definicéo (8.1b), divide-se a integral de Euler como
1 00
I'(z)= / t*~te7tdt + / t*~tetat,
0 1

sendo que a segunda integral € uma funcéao inteira em 2.°
Como a primeira integral é definida, pode-se desenvolver e~ em uma série de Maclaurin e
integrar termo a termo, uma vez que a série converge uniformemente, de onde resulta

Pi=3Y n'(—l)) + /loc e tar, (8.4)

o (z+n

—t

a qual é valida para z # —n (n =0,1,2,...). Calculando o raio de convergéncia’ da série, conclui-
se que ela converge para qualquer valor z € C. Portanto, (8.4) é uma representacao de I'(z)
valida em todos os pontos z # 0,—-1,—-2,-3,....

Observa-se agora, a partir de (8.4), que

. 1 . (_1)7" : > z—1_—t
z]_l)riln (z4+n)T(2) = zl_l)r[_ln (z+mn) mz::O Gt m) + zl—l>I£ln (z+mn) /1 t* e dt,
=0
iim (= +m)7 () = 5)
z2——n n! ’
a qual determina os residuos de I' (z) nos polos em z = —n (n € N).

8.1.4 FORMULA DE DUPLICACAO

Uma outra identidade importante é a _férmula de duplica¢do de Legendre, dada por

T (22) _ 7_(.—1/2222—11" (Z) I (Z + ;) . (8.6)

A demonstracgao desta formula sera realizada na secao 8.1.7 abaixo.

5Ver também exemplo 6.34.
6Ver secdo 6.4.5.
7Ver secido 5.2.2.2.
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312 8.1. A funcdo gama e fung¢des relacionadas

8.1.5 VALORES ESPECIAIS

E possivel calcular varios valores especiais para I' (z) a partir da definicido ou das propriedades
apresentadas acima. Por exemplo, ja foi visto na secao 8.1.1 que

'n+1)=n! (neN).

Agora, retornando a definicdo (8.1b) e fazendo a troca de variavel t — t? na integral, resulta a
definicao alternativa

I'(z)= 2/ 27 L=t gt (Rez >0). (8.7)
0

1 e 2 1
F() :2/ e’ dt:>F<) = /7.
2 0 2
O mesmo resultado pode ser obtido a partir de (8.3b).
A partir deste ultimo resultado e de repetidas aplicacoes de (8.2), obtém-se

Portanto,

i) e ()
0(2)- 0@t r(D)- Ll

A generalizacao para qualquer nimero semi-inteiro € realizada a partir de inducao matema-
tica e com a definicdo do duplo fatorial de um numero impar. Este ultimo é o numero n!! (n
impar) tal que

nl=nx(n—-2)x---x3x1, paran > 1.

Esta quantidade obedece a relacao de recorréncia

nll =n(n—2),
a qual pode ser invertida e escrita
nll — (n+2)t
h n+2 "’

a qual permite estender o conceito de fatorial duplo para ntimeros impares negativos:

(-1l = 1T” =1, (cam=D0 (—5)! = S =,

Observa-se que a seguinte expressao € valida,
()l xnll= (=) D20 (n=1,35,...).

Com a definicdo do fatorial duplo, obtém-se entao a formula generalizada

Pne )= s e

8.1.6 EXPANSOES EM SERIE

As expansodes em séries de poténcias das fungdes especiais sdo alguns dos recursos mais
empregados para o calculo numérico das fung¢des, além de fornecer informacées importantes a
respeito das propriedades matematicas das mesmas. Nesta secdo, serdo discutidas expansoes
da funcéao I' (z) nas vizinhancas da origem, bem como a sua expansao assintética.
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8.1.6.1 EXPANSOES EM SERIES DE POTENCIAS

Busca-se primeiro uma expansao em série para InT' (z 4+ 1). Formalmente, a série de Maclau-
rin desta funcao € escrita
z=0

Introduzindo as defini¢oes das func¢odes digama (8.12) e poligama (8.16), pode-se escrever

oo

1 [ d*
1nr(z+1)=zH (dzklnl“(z—i—l)
k=1

InT (z+1) :Z%(—z)k (2] < 1), (8.8)
k=1

51:77 SkZC(k) (k>2)7

onde o raio de convergéncia segue da definicao da funcao ( (s).
Busca-se agora a expansao para a funcao 1/T"(z). Escrevendo primeiro

1 g
_— = apz”,
T(z+1) kZ:O y

onde, obviamente, ay = 1. Tomando a sua derivada logaritmica, obtém-se

<i (k+1) ak+1zk> = <i akzk> (i (—)* Sk+1zk> :

k=0 k=0 k=0

onde foi introduzida a série (8.8). Manipulando o lado direito de acordo com a férmula (5.7) para
o produto de séries, obtém-se a relacao de recorréncia

k

(kh+1)arss = (=) Sepraney (k> 0).
r=0

Finalmente, empregando a férmula de recursao da funcido gama, obtém-se a expansao

! i k onde
— = crz",
I'(2) P
k

aa=1, co=7v, (k+1)ckia= Z (=) Srg1chi1—r (F>1).
r=0

Os primeiros termos desta expansio sio®

1 _ o 1 2 7’ 3
F(Z)Z+7’Z+2(7 6 )%t

8.1.6.2 EXPANSAO ASSINTOTICA: A FORMULA DE STIRLING

A formula de Stirling foi originalmente derivada para se obter uma aproximacido para n!
quando n — oo. Esta formula é

nl~V2mnn"e™"  (n — ).

Como n! =T (n + 1), busca-se agora a expansao assintética completa para a funcao gama.
Parte-se entdo da representacao integral (8.15b) da funcao digama. Integrando ambos os
lados, resulta

1
1nF(z—|—1):K—|—<z+2)1nz—z—|—F(z),

onde

F2) = /0 T B () etat

8Alguns valores de ¢ (n) para n inteiro positivo estdo em https://dlmf.nist.gov/25.6.
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e K é uma constante a ser determinada. Para tanto, aplica-se o logaritmo na férmula de dupli-
cacao (8.6), fazendo primeiro z — z + 1/2, isto é,

1 1
221n2+1nI‘<z+2) +Inl(z+1)—InT'(22+1) = ilnw.

Considera-se agora a funcao F'(z). Da definicdo de ((¢) em (8.15b) e da analise da funcao
geradora dos numeros de Bernoulli, discutidos na secao 5.1.2.1, observa-se que

Z B2n

t2n 2

Portanto,

_ i B2n /OO t2n72efztdt — 1 i B2n 1
= (2n)! Jo 24=n(2n—1) 221

1 /By By Bg
Fz)=- 224+ 24 )
) 2(2 AT )

Ou seja, F'(z) — 0 para z — oo.
Inserindo entao a representacao integral calculada para z + 1/2, z + 1 e 2z + 1 na férmula da
duplicacao e fazendo as simplificacdes possiveis, resulta

1 2z -1 1 1
K+2+Zln< P )+F(z—2>+F(z)—F(2z)—21n(27r).

Fazendo z — oo neste resultado, as fungées F (z), F (z — 1/2) e F (2z) todas se anulam. Além

disso,
. 2z —1 1
lim zln = ——.

Portanto, a constante vale

1
K= 3 In (27) .
Resulta entao
1 1< By, 1
InT(z+1) = ln(27r) <z+ )lnzz+2 5: n2n—1) 2T
InT(z) =1In (\/27r2271/2e*z) 1 §°° !
2 & 2n— 1) 22n-1’

1 1 + 1 1 +
12z 36023 126025 168027

Tomando a exponencial em ambos os lados, resulta entao

1 1 1 1
I (2) = V2rz*~ /2~ p( + - +>

InT (2) =In (\/ QWZZ*I/Qefz) +

12z 36023 ' 126025 168027

O ultimo termo € a exponencial de uma série, a qual por sua vez pode ser colocada na forma de
uma série de poténcias de acordo com a férmula (5.12). De acordo com (5.12c),

1 1 n 1 1 n +L+ 1 139 571 n
P 122 36023 ' 126025 168027 12z 28822 5184023 248832024 '

Portanto, resulta a expansao assintotica

1 1 139 571
D (2) =V2rz* V2% (14 — - - ) 8.9
(2) i ( T 12: T 28822 T 51840-3 248832021 | > (8.9)

Da féormula de Stirling acima, obtém-se a expansao assintética de 1/I"(z) pela aplicacao da
regra (5.10),

Lo L e oL 1 N 139 571 N
r'(z) 2r¢ 12z 28822 5184023  2488320z% '

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 01/2025 Impresso: 20 DE MARCO DE 2025




CaPiTULO 8. Funcdes Especiais | 315

8.1.7 A FUNCAO BETA

A funcao beta, representada por B (p, ¢), € intimamente relacionada a funcdo gama, na forma
de uma razao de gamas. A funcao beta aparece por exemplo em muitas expansdes em série de
outras funcodes especiais.

Uma maneira de definir a funcéo beta é diretamente por

I'(p)I(g)
I'(p+q)

Retornando agora a definicao (8.7), calcula-se o produto

(oo} oo
L'(p)T(q) = 4/ s2p—1e_52ds/ 201t gy,
0 0

Mudando as variaveis da integracdo dupla das coordenadas Cartesianas {s,t} para coordenadas
plano-polares {r,0}, sendo s = rcosf e t = rsenf, resulta

B(p,q) = (Rep >0, Req > 0). (8.10)

0o ) /2
T(p)T(q) =4[ drr?Pro-ler / df cos?P 1 hsen??71 9
0 0

/2
=2T'(p+q) / df cos®? ! fsen®11 0,
0

onde a definicao (8.7) foi novamente empregada. De acordo com a definicdo (8.10), resultam
assim as seguintes definicoes alternativas, em termos das integrais beta de Euler,

/2
B(p,q) = 2/ df cos® 1 hsen??19 (8.11a)
0
1
:/ (1= )T (8.11b)
0
! -1
= 2/ 21 (1 —x2)q dzx (8.11c)
0
:/ uP~1 (1+u)_(p+Q) du, (8.114d)
0

sendo que a segunda forma foi obtida a partir da transformacéao t = cos? §, ao passo que a terceira
forma foi obtida a partir de t = 22 e, finalmente, a quarta forma foi obtida por ¢t = u/ (1 + u).

As definicdes da funcao beta servem para demonstrar a formula de Legendre da duplicacao
(8.6), conforme segue.

Formula de duplicac¢do de Legendre. Considera-se primeiro (8.11b) para os argumentos,

1 1 ! _
Blz+-,2+ 2 :/’FJQQ—QZIﬂﬁ.
2 2 0

Fazendo a substituicao ¢t = (1 + s) /2, resulta

1 1 —2z ' 2\2—1/2 —2z+41 ! 2\2—1/2
B z—|—§,z+§ =2 (1—3) ds =2 (1—5) ds.

-1 0

Contudo, a ultima integral também pode ser colocada em termos da funcao beta, de acordo com
(8.11c). Desta forma, chega-se a identidade

1 1 1 1
B - —)=2"%B( = -
<Z+2“+2) (TZ+2)’
a qual fornece finalmente a féormula de duplicacéo (8.6),
1
F(Qz)::w1”2221I(z)r‘<z+-2).

O

8.1.8 A DERIVADA LOGARITMICA DA FUNCAO GAMA: AS FUNCOES
DIGAMA E POLIGAMA
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A derivada de I' (z) per se nao é encontrada

4 com frequéncia na teoria das funcgdes especi-

ais. Muito mais frequente é a derivada logarit-

2 mica, também denominada funcdao digama,

!/

0 x b (2) = %lnf‘(z) -~ FF((ZZ)). (8.12)

-2 A figura 8.2 mostra o grafico de ¢ (z) ao longo

do eixo real. A funcédo T'(z) é meromorfica,

—4 com polos simples em z = —n.

Uma expressao simples para a funcao di-

—4 -2 0 2 4 gama € obtida a partir da representacido de
Weierstrass (8.1c). Tomando o logaritmo desta

Figura 8.2: Grdfico de ¢ (z) =T" (z) /T (z). expressao, obtém-se

lnF(z):—’yz—i—zni_'_l—lnz—zm(l—f—%).
n=0 n=1

Finalmente, derivando em relacao a z, resulta

= 1 1
¢(z):—7+;<n+l—n+z), (z40,-1,-2,...), (8.13)

de onde segue o valor especial
¥ (1) =—.

A partir da férmula de recursao (8.2) é facil observar que a funcao digama satisfaz a sua
propria férmula de recursao, dada por

¢(z+1):¢(z)+;

Por outro lado, tomando o logaritmo de (8.3b) e derivando, obtém-se a formula de reflexdo

™

Y -v(1-2)=-

—-1,-2,... 8.14
tan w2z (Z #:07 ) ) )7 ( )

a qual pode ser empregada para calcular a continuacéo analitica de 1 (z).
Observa-se que ¥ (z + 1) também pode ser obtida a partir da representacao integral

1 z
1/)(2+1):7’y+/ 117tt dt (Rez> —1). (8.15a)
0 1-—

A demonstracao desta formula parte da identidade

N-1
tN

1 n
m:Zt +m, para N > 1.

n=0

Entao,

N-1 1 z\ +N
1 1 (1—t*)t
1) =— E — ——dt.
v+l v (n+1 n+z>+/0 1-1¢

n=0

Como a funcéo (1 —t*) /(1 —¢) € limitada em 0 < ¢ < 1 quando Rez < 1, entao

1 2\ +N
1._
i [ A=)t

dt =0,
N—o0 0 1-—t

de onde segue (8.13).
Partindo de (8.15a), uma outra representacao integral pode ser obtida. Em primeiro lugar,
(8.15a) pode ser escrita

1—e 1—e¢
. —t* . i
w(z+1):—7+2% ; 1_tdt_—7—21§(1)<1n6+/0 1—tdt)'
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Mediante uma mudanca apropriada na variavel de integracao, obtém-se
—zt

e
z/J(z—l—l):—'y—hm<1ne—|—/6 etldt).

Por outro lado, de (8.13), observa-se que IV (1) = —y. Mas, mediante uma derivagao direta de
(8.1b), conclui-se que

o0
—y :/ Inte tdt =
0

—v = lim (lnz +1Ine +/ t_le_tdt>
e—0 ez

o0
Inz+Ine+ / tle“dt> .
€
Combinando as duas expressoes, obtém-se

11\
1/1(2—!—1)—hm{lnz—i—/E <t_et—1)6 tdt},

resultando finalmente

1/1(24'1)ZIHZ+%—/mt5(t)e*2tdt (Rez > 0), (8.15b)
0
onde ) ) L1
B(t)_t(et—1t+2)'
As funcoes
dn+1
Y™ (2) = —zp()_ Sl (@) (h=12,..) (8.16)

sdo denominadas fung¢ées poligama. A partir da derivacao direta de (8.13), estas sao dadas por

(n) _ n+1 - z#0,—-1,-2,...
V) Zk+z"+1 ( n>1 ’

k=

de onde seguem os valores especiais

Y™ (1) = (1"l (n + 1),

sendo

=1
C(”“):anﬂ-
k=1

A funcao ((s) =Y., , n~* é conhecida como a fungdo zeta de Riemann.
As funcgoes poligama satisfazem a relacdo de recorréncia

9

n!

Derivando diretamente (8.14), obtém-se as formulas de reflexao

B (2) = (—1)" ) (1 — 2) = —W;lzn cot (m2) (z # o,n—;,l—Q, . )

8.1.9 O siMBOLO DE POCHHAMMER

O simbolo de Pochhammer (a),, € outra quantidade relacionada a funcao gama. Este simbolo é
usualmente empregado na representacao em séries de poténcias das funcodes hipergeométricas.
Em termos da funcido gama, a sua definicao é

T'(a+n)

(a), = T (a) (a#0,—-1,-2,...). (8.17a)

9nformacdes sobre a funcéo ¢ (s) podem ser obtidas em https://dlmf.nist.gov/25.
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Quando ¢ = —n (n € N), existe a definicao alternativa
(=1)" (=a)!
=t 8.17b
@), (—a —n)! ( )

A partir desta definicao, observa-se que
(0)g = 1.
Quando n € N* (i.e., n=1,2,3,...), o simbolo de Pochhammer é

n—1

(@), =[] (a+k),
k=0
conforme pode ser verificado a partir da definicao (8.17a). Ou seja,

(a)g =1, (a);, =a, (a); =ala+1), (a); =a(a+1)(a+2),

Por outro lado, verifica-se também que

I
=11 —

=
=

(1-1b), zn: (n')) (b), (neNT)
O

(a+0b), 'Zk'n—nk (n € N)
(a)m+n = (a)m ((l + m)n

o (3), (),

_ =D
(1 - a’)fn

(nelZ).

Por fim, relacoes de recorréncia entre vizinhos imediatos ou distantes sao:

(a), = a:ﬁzl( -1), = ai (a+1),
(a), =(a+n-1)(a), , = (5)_:21

~TI'(a+m)I'(a+n)

(a), = IF'@T(a—m+n) (@ =m), = TF'(@T (a+m+mn) (a+m),
(a) _ (a’)nfm — (a’)n+m
" (a+n)_, (a+n),
a (a - m)71,+7n a a m
( )n, (a_m)m *( )m( + )n m
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