SERIES E SERIES DE POTENCIAS

ERIES estdo entre os recursos mais utilizados na fisica, fisica-matematica e engenha-
ria. Séries podem ser usadas para representar funcées, para resolver equacoes di-
\Jn 24 ferenciais e solucionar outros problemas em analise funcional. Séries também sao
um dos recursos mais empregados em métodos computacionais para calcular apro-
ximacodes de fungdes e outras quantidades em analise. Neste capitulo sera realizada uma breve
introducéao de séries em geral, para em seguida apresentar a definicdo e propriedades do tipo de
série mais empregada em fisica-matematica: a série de poténcias.

5.1 SEQUENCIAS E SEUS LIMITES

Uma série é coloquialmente interpretada como uma soma de infinitos termos. Contudo, esta
concepcao nao € rigorosamente correta. A maneira usual de atribuir significado para a soma
de um numero infinito de termos é por meio de uma sequéncia de somas parciais. Sequéncias
também sao importantes na analise matematica em geral.

5.1.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES DE SEQUENCIAS

Seja U um conjunto e uj, ug, ug, ..., uma lista de elementos de U. Uma sequéncia ou
sucessao de elementos de v € uma func¢ao! do conjunto dos numeros naturais N em U. Seja
u: N — K a funcao sobre U que mapeia os numeros naturais em elementos do conjunto K. Na
fisica-matematica, as sequéncias de interesse sdo numéricas (U C R ou U C C) ou de funcoes.?
Sera empregada a notagao (u,) para representar a sequéncia, onde u, = u(n) € o valor da
sequéncia para n € N. Outras notagées sao (un),_;. (tun),cy. (U1, u2,...), ou ainda {u,}.

Toda sequéncia é formada por uma lista infinita de elementos de U, mas a aplicacdo nao
necessita ser injetiva, de modo que os elementos da sequéncia nao precisam ser todos distintos.
Se u representa a aplicacédo sobre U, sera empregada a notacao (u,) para representar a sequén-
cia, onde u, = u(n) € o valor da sequéncia para n € N. Outras notagoes sao (un),_ . (Un),en-

(u1,us,...), ou ainda {u,}.

Exemplo 5.1. Sequéncias podem ser definidas por férmulas tais como

n
n = e N).
u n+1 (n )
Entao, up =0, u; = /2, us = 2/3, ...; ou seja, a sequéncia é
1234
n :077a777577""
(un) =053 15

Ou, a sequéncia pode ser definida de forma recursiva, como em

(an+1 - an)2

5 (neN).

ap =1, a1 =0, Opy2 = Apt1 +

Neste caso,

81
D=1,0-2 >
() =1,0 128

co| Ut

’

DN | =

1Ver definicio 2.22.
2Ver definicdo 7.1 de uma classe funcional, i.e., de conjuntos de fungdes.
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208 | 5.1. Sequéncias e seus limites

Se a partir de um certo valor n suficientemente grande os elementos de uma sequéncia nu-
mérica permanecem na vizinhanca de um numero arbitrariamente pequeno, diz-se que esta
sequéncia possui um limite, sendo neste caso classificada como uma sequéncia convergente.
Em caso contrario, a sequéncia é classificada como divergente. Formalmente, se (u,) € uma
sequéncia numérica, o numero u € R ou u € C é o limite de (u,) se, para todo € > 0 existe N € N
tal que

|un —u| < e,

para todo n > N.

Para uma sequéncia de nuimeros reais, isto equivale a mostrar que todos os seus elementos,
para n > N, estao contidos dentro do intervalo (u —e€,u + ¢). Sempre que possivel, emprega-se
técnicas de calculo de limites para a determinacao do limite da sequéncia, ou seja,

lim wu, = u,
n—oo

sempre que possivel. Por exemplo, a primeira sequéncia no exemplo 5.1 é convergente, com
limite

lim u, = lim

bl

pois,
n -1 1 <
—_ = = €
n+1 n+1 n+1 ’

1
paran > < — 1.

Exemplo 5.2 (Sequéncia de Fibonacci). Uma das sequéncias mais conhecidas é a sequéncia
de Fibonacci (F,,), definida pela recursao

FO:O7 F1:17 Fn+2:Fn+1+Fn (’I'LGN)

Esta sequéncia €
(Fn)=0,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . . ..

A sequéncia de Fibonacci é divergente, mas a sequéncia das razdes dos termos consecutivos,

F’n.
Tn:Fin—H n=21): (rn) =2,

| o
w| ot
S e

13
Y9 E §7 e
converge para um numero bem conhecido. Para se obter o limite de (r,,), manipula-se a relacao
de recorréncia da sequéncia de Fibonacci,

Fpio F, 1
Fopo=Fo + F, = =14+ " =14 —.
2 i Fn+1 Fn+1 Fn+1/Fn
Como o limite existe, entao
F, F,
lim 2 Jim 2ot = ©®,
n—oo Fy1q n—oo I,

o que leva a equacéao para g,

E

1+
2

1

o qual é denominado o niimero de ouro ou a razéo de ouro.

Exemplo 5.3 (Sequéncia geométrica). A sequéncia (r") = 0,r,7%, r3 ... é denominada sequén-
cia geométrica. Se |r| < 1, entdo a sequéncia é convergente, com

limr"™ = 0.

Se |r| >1, a sequéncia € divergente. Se r = 1 a sequéncia converge, ao passo que se r = —1 a
sequéncia € divergente.

Algumas defini¢cdes, teoremas e propriedades importantes sobre limites serdo apresentados
agora.
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Teorema 5.1. Uma sequéncia possui no mdximo um limite.

Demonstracé@o. Suponha, ao contrario, que a sequéncia possua dois limites, u; e u;. Entao, dado
e > 0, existem {Ny, N>} C N tais que |u, —u1| < €, para todo n > Ny, e |u, —us| < ¢, para todo
n > N,. Portanto, se n = max (N1, N2) e n > N,

lug —ur| = |un — w1 + ug — up| < up — ur] + |un — ua| < 2.

Mas, a inegualdade |us — u1| < 2¢ somente pode ser satisfeita se u; = uy, pois, em caso contrario,
basta escolher € = |u; — ug| /2 para violar a inegualdade. O

Definicdo 5.1. Uma sequéncia (u,) é limitada se existe um R > 0 tal que |u,| < R para todo
n € N. Uma sequéncia é ilimitada se nao for limitada.

Teorema 5.2. Toda sequéncia convergente é limitada. A reciproca néo é verdadeira.

Demonstracdo. Suponha que limu,, = u. Se ¢ = 1, existe N € N tal que |u, —u| < 1 para todo
n > N. Portanto,
[un| = Jun —u+u| < |up —u| + |u| <1+ u|, Vn > N.

Definindo entdo M = max (|ug|, |u1],- .., |un—1|,1+ |u|), resulta que |u,| < M para todo n € N.

Para verificar que a reciproca nao é verdadeira, basta escolhar uma sequéncia limitada que
nao seja convergente; por exemplo, a sequéncia {u,} = {(—)"; n € N} é limitada (Ju,| = 1), mas
nao € convergente.

Um detalhamento maior acerca de sequéncias limitadas também ¢ realizado.

Definicao 5.2 (Sequéncias limitadas ou monoténicas). Uma terminologia mais especifica
com relacédo a certas sequéncias € possivel. Uma sequéncia (u,) € dita ser

limitada superiormente: se existir um M < R tal que u,, < M para todo n;

limitada inferiormente: se existir um m € R tal que u,, > m para todo n;

limitada: se a sequéncia for limitada tanto superiormente quanto inferiormente;
monotonicamente crescente: (ou simplesmente crescente) se u,, < u,+; para todo n;
monotonicamente decrescente: (ou simplesmente decrescente) se u, > u,+1 para todo n;
monotonica: se é crescente ou decrescente;

estritamente crescente: se u, < u,.; para todo n;

estritamente decrescente: se u, > u,; para todo n;

estritamente monotonica: se é estritamente crescente ou estritamente decrescente;
alternada: se u,, muda de sinal alternativamente, ou seja, se u,u,+1 < 0 para todo n.

Sequéncias constantes sdao consideradas tanto crescentes quanto decrescentes.
Existe entao o seguinte teorema.

Teorema 5.3. Toda sequéncia crescente e limitada superiormente é convergente. Toda sequéncia
decrescente e limitada inferiormente é convergente.

Teorema 5.4 (Algebra de limites para sequéncias reais convergentes). Suponha que (a,) e
(b,) sejam sequéncias reais convergentes, tais que lim,,_, o a, = a e lim,_, b, = b, com {a,b} C R.
Entao:

(ALS1) (Lei da linearidade): li_>m (ran + sb,) = ra + sb, onde {r,s} C R.

(ALS2) (Lei do produto): lim (a,b,) = ab.
n—oo

(ALS3) (Lei do quociente): lim n _ @

n—oo by, b

, desde que b # 0.

(ALS4) (Lei da raiz): lim %/a, = ¥a, desde que v/a, exista para todon e ¥/a exista.
n— o0
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210 | 5.1. Sequéncias e seus limites

Teorema 5.5 (Regra do confronto para sequéncias). Sejam (a,), (b,) € (¢,) trés sequéncias tais
que a, < b, < ¢, paratodon > N, com N € N. Se

lim a, = lim ¢, =L,
n—oo n—oo

entao lim,,_, b, = L. Se b, — o, entao ¢,, — . Se ¢,, — —o00, entao b,, —» —oo.

Uma sequéncia de Cauchy é aquela sequéncia cujos elementos se tornam arbitrariamente
proximos entre si a medida que a sequéncia progride. Alternativamente, uma sequéncia de Cau-
chy pode ser definida quando, dada uma quantidade positiva ¢ arbitrariamente pequena, todos
os elementos da mesma distam entre si por uma distancia menor que ¢, exceto possivelmente por
um subconjunto finito de elementos da sequéncia. Este conceito € 1til porque permite decidir
se a sequéncia € convergente, sem necessariamente conhecer o seu limite.

Definicao 5.3 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (u,) C R é denominada uma sequéncia
de Cauchy se para todo € < 0 existe um N € N tal que

[t — un| < €

para todos m,n > N. De forma equivalente, a sequéncia (u,,) € dita de Cauchy se para todo ¢ < 0
existe N € N tal que
[tUpgrn — Un| < €

para todo n > N e para todo m € N.

Teorema 5.6 (Critério de Cauchy para convergéncia). Toda sequéncia real convergente é uma
sequéncia de Cauchy.
Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia real tal que lim,,_,, u, = u. Dado € > 0, existe N € N tal
que

[un —ul < %,Vn>N.
Portanto, para m,n > N resulta

€ €
|Un—um|<|un—u|+|um_u|<§_|_§:€

e (u,) € uma sequéncia de Cauchy. O

5.1.2 ALGUMAS SEQUENCIAS IMPORTANTES

Existem algumas sequéncias numéricas que surgem com tamanha frequéncia que foram
nomeadas e estudadas com profundidade. Algumas destas sequéncias serdo discutidas aqui.
Maiores detalhes e outras sequéncias podem ser consultadas na On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences (OEIS).3

5.1.2.1 NUMEROS DE BERNOULLI

Os numeros de Bernoulli foram nomeados devido aos estudos de Jakob Bernoulli para a
generalizacdo de somas finitas, tais como

n—1 1

n—1
;¢:§n(n_1): L S ;ﬁzgn(n—n(zn_l) e

Sabe-se que para p € N, a forma geral da soma é

n—1 P
1 p+1
D p+1—k
g i _piJrlE < I )Bkn ,

=0 k=0

onde a sequéncia {B,; n € N} é formada pelos niimeros de Bernoulli.*

3Em: https://en.wikipedia.org/wiki/On-Line_Encyclopedia_of_Integer_Sequences, ou https://pt.
wikipedia.org/wiki/OEIS.
40EIS: A027641/A027642.
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A funcao geradora dos numeros de Bernoulli €

S i Bn 2" |z <27
_1 Y ‘
e —1 = !

Os primeiros numeros de Bernoulli sao:

1 1 1 1
BO_17 Bl__§7 BQ_éa B4__%7 BG Ev
1 5 691 7 3617
Bs=——, Big=—, Bis=——, Bu=-~-, Bi=—"r.
8 307 10 667 12 27307 14 67 16 510

Nota-se que
Bonp1 =0, (-1)""'B, >0, (n=1,2,3,...).

e outros numeros podem ser gerados a partir dos primeiros a partir da identidade

>

" /n+1
B, =0
1o
k=0
ou das relacoes de recorréncia

- n Bk 1
B, e — =23,...),
+1+kz_:2<k—2>k Dy 0 (=23

B,L+1—(n+1)§:(z>3k (n=1,2,...).

Pt n+2—k

5.2 SERIES NUMERICAS

Serao consideradas agora séries numéricas em geral, sua definicdo, algumas de suas princi-
pais propriedades e testes de convergéncia.

5.2.1 DEFINICAO

Sejam wg, w1, u2, ..., Uy, ... uma sequéncia infinita de termos, define-se a n-ésima soma
parcial destes termos como

Sn:iu,m n=20,1,2,....
m=0

Ou seja, considera-se a sequéncia
(Sn) = So, S1, 82, = uo, (uo +u1) , (uo +uy +uz), ...

e levanta-se a questao sobre a convergéncia de (S,,), para a qual testes de convergéncia devem
ser obtidos.

[eS)
m=0

n
S, = E U,
m=0

convergir para o numero S, denominado a soma da série. Neste caso, emprega-se a notacao

> = Jim 5. =8

m=0

Definicdo 5.4 (Série numérica). A série ) uy, € dita ser convergente a S se a sequéncia

de somas parciais (5,), com

Se a sequéncia (S,) nao convergir, entao a série é dita ser divergente. Se lim,_,., S, = +oo,
diz-se que a série diverge para +oco ou —oo, empregando a notacao

oo
g Uy = F00.
m=0

Uma série divergente que nao diverge para +oo € dita ser oscilante.
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Alguns exemplos de séries numéricas sao apresentados a seguir

Exemplo 5.4. Seja a série > -, k=1+2+3+---. Asequéncia (5,) tem a soma parcial

n

Sp=> k=1++n.

k=1

Observa-se que sempre € possivel escrever

Sp=n+n-1D+n-2)+---+n—n-1)+n—n)=n+---+n-5,,
—_————
(n+1) vezes
entao
n(n+1)

Sp=nn+1)-8, =8, = 3

, (n=1,2,...).

Portanto, o limite da sequéncia €

lim S,, — oo.
n— oo

Portanto, esta série € divergente.

Exemplo 5.5 (Série geométrica). Uma série geométrica é aquela na qual a razdo de termos
sucessivos na soma € uma constante. Denotando esta constante por r, a série geométrica tem a
forma

oo
S(a,r) = E ar* =a+ar+ar® +ar® +---+ar" +---, coma #0.
k=0
Assim, o n-ésimo termo da sequéncia de somas parciais é

Sp (r) = i ar™.
n=0

Mas,
Sn:a(1+r+r2+~~+r"*1+r"):>rSn:a(r+r2+r3+~~~+r”+r”+l).

Subtraindo as expressoées resulta

1 —pntl

(r—l)Snza(r"H—l):>Sn=a71_r ;o (r#1).
Se |r| < 1 o limite de S, fica
1—1i ntl
Slar) = i 5, oMot 1

de acordo com o limite da sequéncia geométrica (exemplo 5.3).

Se r =1, a série diverge, pois S, = an. Se r = —1,
1 n a, n par
Su(~1) = = [1+(=)"Ja = S, (1) = P
2 0, n Impar.
Como (5,,) ndo possui limite, a série diverge para r = —1.

Se |r| > 1 a série também nao converge. Se r > 1,

——— +oo, a>0
> ot - ;
=0 —oo, a<U.

Se r < —1, a série € oscilante.

5.2.2 TESTES DE CONVERGENCIA

Em muitas situacoes, o interesse estara nas propriedades gerais da série, ao invés de sua
soma. Portanto, sempre que o valor inicial da série nao for importante, sera empregada a notacao
> uk, ao invés de > -  ai. Boa parte dos testes de convergéncia apresentados nesta secao
podem ser formulados em termos de teoremas, cujas demonstracoes se baseiam em teoremas
sobre as sequéncias de soma parcial, como o teorema 5.4, por exemplo.
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5.2.2.1 TESTES GENERICOS

As seguintes propriedades valem para quaisquer séries.

1.

5.

(Unicidade da soma e linearidade das séries) A soma de uma série convergente € unica.
Além disso, se > a; € > by, sdo duas séries convergentes com somas A e B, respectivamente,
entao, para qualquer par de constantes a e (3,

> (aar+Bbr) =Y ax+BY by =aA+ BB (5.1)

Se ou Y ai ou Y by, diverge e a outra converge, entao a série > (ax + by) diverge.

. (Critério de Cauchy para convergéncia de séries) Uma série Y - u; € convergente se e

somente se a sequéncia de somas parciais € uma sequéncia de Cauchy, i. e. , dado ¢ > 0,
deve existir um N € N tal que

m n
D k=)
k=0 k=0

[Sm — Sn| = = |tupsy1+ -+ Up| < esem>n> N,

ou, de forma equivalente,

[Sntp — Snl = |tpt1 + -+ Upyp| <esen>NepeN

Uma condicdo necessaria, mas nao suficiente, para a série ) u; ser convergente é

lim ug = 0.
k—oo

Se lim u;, ndo existe, ou existe mas nao é nulo, entao a série >_ v diverge.

5.2.2.2 SERIES ABSOLUTAMENTE OU CONDICIONALMENTE CONVERGENTES, OU

SERIES DE TERMOS NAO NEGATIVOS

Dada a série ) u;, pode-se formar uma nova série ) |ux|. Se esta nova série é convergente,
entdo a série original > u;, € dita absolutamente convergente. Se uma série ¢ convergente, mas
nao é absolutamente convergente, entdo esta é dita condicionalmente convergente.

Ja séries cujos termos siao todos nio negativos também possuem testes especificos. Para
uma série > ug, com u; > 0 para todo k, vale S, = S,,_1 + u, €, assim, a sequéncia de somas
parciais (S,) é crescente, o que permite entdao usar o teorema 5.3 para se formular testes de
convergéncia para séries de termos nao negativos.

Existem entao os seguintes testes.

1.

(Teste de convergéncia absoluta) Uma série absolutamente convergente é sempre con-
vergente. A reciproca nao € verdadeira.

. Suponha que u; > 0 para todo k. Entdo a série Y u; ou converge ou diverge para +oc.

Em particular, se a sequéncia (S,) é superiormente limitada, entdo a série converge para
> ug = sup (Syp).

Se uy > 0 para todo k, a série ) uj converge se e somente se a sequéncia de somas parciais
€ limitada.

Se (uy) for uma sequéncia decrescente de niimeros reais positivos, uma condi¢io necessaria
para a convergéncia da série > uy é

lim kug = 0.
k—o0

Se (ux) for uma sequéncia decrescente de numeros reais positivos e limu; nao existir, ou
existir mas nao é zero, a série > u; € divergente.

Se existirem N € Ne M > 0, tais que 0 < a < Mb, para todo k£ > N, entao

(a) se )by converge, entao ) a; também converge, € >, -y ar < M Y,y bi:
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(b) se > aj diverge, entao »_ b, também diverge.

7. Se a série ) a; convergir absolutamente e a sequéncia (b,,) € limitada, entdo > a;b; converge
absolutamente.

8. (Teste da comparacdo do limite) Se a;, > 0 e b, > 0 para todo k > N, tal que

. ag
lim — =1L,
k— o0 bk

entao:

(@) se 0 < L < o0, entao as ambas as séries ) a; € > b, convergem ou divergem;
(b) se L =0, entdo a série ) a; converge sempre que » _ b, converge;
(c) se L — oo, entdo a série Y a; diverge sempre que > by, diverge;
(d) se limy_, o |ax/bx| = L existir, entdo a série » a; converge absolutamente se e somente
se > b, convergir absolutamente.
9. (Teste da razdo) Seja a série > u; com:
(a) ur > 0 para todo k£ > N. Dados

. Uk+1 e Ukt
L = limsup *l e ¢ =liminf —=* ,
k—oo Uk k—oo Uy

entao a série converge se L < 1 e diverge se ¢ > 1. O teste € inconclusivo se ¢/ <1 < L.

(b) termos nao nulos. Dados

Uk+1
U,

Uk41
Uf;

e ¢ = liminf
k—oc0

L = limsup

k—oc0

)

entdo a série converge absolutamente se L < 1 e diverge se ¢ > 1. O teste € inconclusivo
se/<1<L.

(¢) (forma simples) com termos nao nulos. Dado

Uk+1
Uk

L = lim

9
k—o0

entao a série converge absolutamente se L < 1 e diverge se L > 1. O teste ¢ inconclusivo
se L =1.

10. (Teste da raiz) Suponha que (u;) seja uma sequéncia:

(a) de numero reais nao negativos. Dado

L = limsup uy,

k—o0

entdo a série ) u; converge se L < 1 e diverge se L > 1. O teste € inconclusivo se L = 1.

(b) de numeros reais. Dado

L =limsup V/|ux/,

k—o0

entdo a série Y wu; converge absolutamente se L < 1 e diverge se L > 1. O teste é
inconclusivo se L = 1.

(¢) (forma simples) de nimeros reais. Dado
L= lim {/|ugl,
k—o0

entdo a série Y wu; converge absolutamente se L < 1 e diverge se L > 1. O teste é
inconclusivo se L = 1.
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5.2.2.3 SERIES ALTERNADAS

Uma série real alternada é aquela em que os termos sucessivos alternam em sinal. Uma série
deste tipo tem a forma

Z (—)kuk, com uy > 0 para todo k.
Para este tipo de série, os testes a seguir existem:
1. (Teste da série alternada) Uma série alternada
> (),
k=0
onde u; > 0 para todo k, converge se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
(a) limu,, = 0;
(b) (u,) € uma sequéncia decrescente, i. e., u,41 > u, para todo n.

2. (Estimativa de erro para série alternada) Se a série alternada > (f)k uy, satisfizer as
condicées acima e tiver a soma S, entao

|S - Sn‘ g Upn+41-

5.2.3 REARRANJO DE TERMOS EM SERIES

Em muitas aplica¢des praticas, os termos de um série podem ser rearranjados para diferentes
fins. Contudo, € necessario realizar o rearranjo dos termos de uma série com mais cuidado que
com uma soma finita. Por exemplo, é correto fazer

I1+24+@B+5)+6=(1+2+3)+(B+6)=(1+2)+B+5+6)="--.

Porém, seja a série Y -, (—)k, a qual € divergente. Um rearranjo ingénuo dos termos resultaria
em
A-D+A-D+A-1)+ =0,

ao passo que outro rearranjo ingénuo levaria a
1-1-1H)-1-1)-1-1)—---=1

Portanto, critérios devem ser adotados para a realizacao correta do rearranjo de uma série,
caso esta seja convergente ou divergente.

Definicdo 5.5 (Rearranjo de série). Suponha que ) ;- a; seja uma série. Seja {n,} uma
sequéncia de inteiros positivos tal que cada inteiro positivo ocorra exatamente uma vez na
sequéncia; ou seja, existe uma funcéo bijetora® f : N+ N, com f (k) = ny, tal que cada termo da
série > -, bi (bk = an,) € também um termo em »_,- , a, mas ocorrendo em uma ordem distinta.
Neste caso, a série )y ,- by € denominada um rearranjo de >/~ ai.

Para o rearranjo de uma série, existe o teorema a seguir.

Teorema 5.7 (Rearranjo de série absolutamente convergente). Se 220:0 ay, converge absolu-
tamente com soma S, entdo toda série y ;- b, que é um rearranjo de Y -, a; também converge
absolutamente para a mesma soma S.

Supondo que as séries > ay e > by possam ser rearranjadas de forma bem sucedida de acordo
com, por exemplo, o teorema 5.7, em muitas aplicacdes pode ser interessante considerar o
rearranjo de uma série dupla, como

o0 oo
SN Ak,n),

n=0 k=0

5Ver definicdo 2.22.
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a qual pode ser obtida, por exemplo, pelo produto das séries simples > a; € > b;. Caso o
rearranjo da série dupla possa ser realizado, as formulas a seguir sdo validas,

ii/lkn ZZAkn— (5.2a)

n=0 k=0 n=0 k=0
SN Bhn)=> > A(k,n+k) (5.2b)
n=0 k=0 n=0 k=0
00 00 oo |n/2]
SN Ak =>" Y A(k,n - 2k) (5.2¢)
n=0 k=0 n=0 k=0
oo [n/2] o0 0
> Y B(kin)=>_> B(kn+2k) (5.2d)
n=0 k=0 n=0k=0
0o 0o 0o |n/m]
ZZA(km):Z Z A(k,n —mk), param e N (5.2¢€)
n=0 k=0 n=0 k=0
oo |n/m] 0o 0o
> Bkn)=>> B(kn+mk), (5.21)
n=0 k=0 n=0 k=0

onde |z| € a funcdo chdo, a qual tem como argumento z € R e como valor o maior inteiro
menor ou igual z. Esta funcao pode ser definida como

lz] =max{m e Z|m < z}.

5.3 SERIES DE POTENCIAS

Séries de poténcia estdo entre os tipos de séries mais empregados na fisica-matematica.
Estas sdo um tipo de série funcional na forma Y f; (z), sendo que f; (z) = ai (x — a)", isto &, é
uma funcéo poténcia. Devido a sua importancia, varios resultados obtidos na secédo 5.2 serao
adaptados para séries de poténcias.

Empregando a notacao usual, a série

x) = Z ay (z — a)k (5.3)
€ denominada série de poténcias centrada em x = a, ou uma série de Taylor sobre x = a. Se a = 0,
a série
= Z apx” (5.4)
k=0

€ denominada série de Maclaurin, a qual € a série de Taylor centrada em = = 0. Estas séries de
poténcias somente tém sentido para aqueles valores de = € R para os quais elas convergem. O
conjunto dos valores de z para os quais uma série funcional }_ fi () (como a série de poténcias)
converge é denominado o conjunto de convergéncia ou a regido de convergéncia da série.

5.3.1 TESTES DE CONVERGENCIA E RAIO DE CONVERGENCIA

Alguns dos testes de convergéncia apresentados na secao 5.2.2 serao agora aplicados as
séries de poténcias (5.3) e (5.4). Para tanto, estas serao tratadas como séries numeéricas fixando-
se o valor de z e entao determinando se a série converge para este valor do argumento. Indicacoes
sobre a convergéncia também serao fornecidas pelos coeficientes ay.

1. Dada a série de Maclaurin (5.4):

(a) Se a série converge em = = xg (z¢ # 0), entdo converge absolutamente para |z| < |zg].

(b) Se a série diverge em x;, entdo ela diverge para |z| > |z1].
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2. (Convergéncia das séries de Maclaurin) Para a série de poténcias (5.4), uma das afirma-
coes abaixo € correta:
(a) a série converge somente em z = 0;
(b) a série converge para todo z € R;
(c) existe um R > 0 tal que a série converge absolutamente para |z| < R e diverge para
|x| > R.

De acordo com as condi¢des de convergéncia das séries de Maclaurin, o conjunto de pontos no
qual Y axz® converge € um intervalo em torno da origem, denominado intervalo de convergéncia.
Este intervalo pode conter somente x = 0, todo o conjunto dos numero reais ou um intervalo
finito centrado na origem que pode fechado, meio fechado ou aberto. Se o intervalo tem compri-
mento 2R, entdo R é denominado o raio de convergéncia da série de Maclaurin. Existe entao
o teorema a seguir.

Teorema 5.8. Para cada série de Maclaurin, existe um R € [0,00) |J {00}, o raio de convergéncia
da série, tal que a série converge para |z| < R e diverge para |z| > R.

A partir deste teorema, uma simples transformacéao de variavel X = z —a pode ser usada para
demonstrar o seguinte teorema, valida agora para séries de Taylor.

Teorema 5.9 (Convergéncia de uma série de Taylor). Para a série de poténcias

oo
Zak (z —a)",
k=0

existe um R > 0, denominado raio de convergéncia, para o qual exatamente uma das afirmacoes
é verdadeira:

1. A série converge somente paraz = a, i. €., R =0.
2. A série converge para todo x € R, i. e., R — oo.

3. A série converge absolutamente para |z —a| < R, i. e., para todo x no intervalo aberto
(a — R,a + R) e diverge para |z — a| > R, i. e., paratodo x em (—oco,a — R)|J (a + R, c0). A série
pode convergir absolutamente, condicionalmente ou divergir em cada ponto limite, x = a + R
ex=a—R.

A figura 5.1 ilustra os possiveis intervalos e raios de convergéncia de uma série de Taylor.

a R a—R q a;R

= *~— —e . o . *—

a—R a a+R a—R a a+R a—R a a+R

inconclusivo

converge em | r—a | <R

'

AAAAAAAAAAAAN S }
a—R a a+ R

divergeem |T —a | >R

Figura 5.1: Acima: possiveis intervalos de convergéncia de uma série de Taylor. Abaixo: Taio de convergéncia
finito da série S ax (z — a)”.

A determinacdo do raio de convergéncia de uma série de poténcia é realizada a partir das
condi¢coes de convergéncia de uma série numérica, apresentadas na secdo 5.2.2. Os métodos
sao os seguintes.
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1. (Cauchy-Hadamard) A série Y a,x" tem seu raio de convergéncia R determinado por

1 . 1/n
— = limsup|a ,
7 = lmsup ja,|

onde, por convencao, 1/0 =oc e 1/co = 0.

2. O raio de convergéncia da série Y a,z* € determinado por

1 IRT 1/n
@ 7= el

1 T Gp41
s

desde que estes limites existam.

Novamente, estas expressoes podem ser aplicadas a uma série de Taylor centrada em = = a por
meio da transformacéo de variavel X =z — a.

5.3.2 OPERACOES COM SERIES DE POTENCIAS

Diversas operacdes envolvendo uma, duas ou mais séries sio com frequéncia necessarias.
Essas operacodes envolvem adicdo de séries, produtos de séries, a potenciacao de uma série e
também a diferenciacao e integracao de séries de poténcias. Assumindo que as séries originais,
antes das operacées, sdo convergentes com determinados raios de convergéncia, o problema
consiste entdo em determinar a série de poténcias resultante (se esta existir) e o raio de conver-
géncia desta. Nesta sec¢do algumas destas operagdes serdao discutidas.

5.3.2.1 UNICIDADE DOS COEFICIENTES DE UMA SERIE DE POTENCIAS.

Para uma dada func¢ao f (x), existe uma unica série de poténcias que representa a funcao
dentro do raio de convergéncia.

Teorema 5.10 (Unicidade dos coeficientes). Seja R > 0 o raio de convergéncia de

f(x)= Z apz®
k=0
e seja

g(x) = Z bpz®
k=0

tal que g (z) = f (z), ou seja,

oo

oo
Z apaz® = Z bra® para|z| < R.
k=0 k=0

Entéo by, = ay, para todo k > 0.
Este teorema na verdade € um corolario do teorema 5.12 abaixo.
A partir deste teorema, conclui-se que uma série de poténcias € identicamente nula,
Z apz® =0 (para todo z),
k=0

se e somente se a; = 0 para todo k.
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5.3.2.2 TRANSFORMACAO DO iNDICE DE SOMA

O indice de soma de uma série infinita € um parametro mudo tal qual a variavel de integracao
de uma integral definida. Portanto, o simbolo empregado para o indice de soma ¢ imaterial. Por
exemplo,

oo (oo} oo
2" g™ 2t 2kt
S(z) = Z o no- Z !
n=0 =0 n=0

Se a série é convergente, a funcao S (z) que ela representa nao depende do valor do indice de
soma.

Da mesma forma como € possivel realizar transformacées da variavel de integracao, € possivel
também mudar o indice de soma da série, de forma a manter o resultado invariante. Alguns
exemplos de transformacéao do indice sao:

1. Transforme
o0
g anpx”
n=2

em uma série cujo indice de soma inicie em n = 0, ao invés de n = 2.

Para tanto, defina o indice intermediario n’ tal que n’ = n — 2. Neste caso, como na série
original o primeiro termo corresponde a n = 2, na série reescrita o primeiro termo corres-
pondera a n’ = 0. Além disso, nos coeficientes e poténcias da série escreve-se n = n’ +2; ou

seja,
oo o0
’
E apx" = E Ay 422" +2,
n=2

n’=0
A identidade pode ser verificada escrevendo-se explicitamente os primeiros termos das sé-
ries em ambos os lados:

a2x2 +a3:c3 +a4x4 +---= anQ +a3x3 +a4:L'4 +---

Finalmente, como n’ é um indice mudo, pode-se remover o apéstrofo (), resultando por fim

[eS) [eS)

n __ n—+2
E aAnd = E Apy 2k .
n=2

n=0

Na pratica, a poténcia da série original foi aumentada por um fator 2 e, para compensar, o
indice de soma comecou a ser contado a partir de um valor 2 subtraido do valor inicial.

2. Escreva a expressao

oo
z2 Z (r+mn)a,z™™ 1t (r = cte.)
n=0

como uma série cuja poténcia genérica é dada por z"".

Primeiro insere-se z? para dentro da série usando a propriedade distributiva (5.1). Em
seguida, diminui-se o indice da poténcia por um fator 1, compensando isso com o aumento
do indice de soma pelo mesmo fator; ou seja, fazendo m = n + 1, resulta

oo oo oo

x? Z (r4mn)apz™™ 1t = Z (r4+m—1)a, 12"t = Z (r4+n—1a, 2"

n=0 m=1 n=1

3. Assuma que a identidade

o0 o0
nap,z" "t = E anx"
1

n= n=0

¢é valida para todo « e determine o que isto implica com relacdo aos coeficientes {a,}.

A implicacao sera baseada no teorema 5.10 sobre a unicidade dos coeficientes. Para tanto,
aumenta-se a poténcia da série da esquerda pelo fator 1, resultando

o0 o0
Y (n+Dappa™ =) apz".
n=0 n=0
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Portanto, de acordo com o teorema 5.10, resulta a relacéo de recorréncia

an
1 n = ap = an = — 20,1,2,... .
(n+1)ant1=a An1 = 77 (n )
Os primeiros termos da relacido de recorréncia sao
(n=0): a1 = ao, (nzl):agz%:%, (n:2):a3:a§2:%
—3) g =B _% —f) g =M _ %
(niS)'a47474! (n74)'a57575!7
e assim por diante. Por inducéo, conclui-se que
an = 7 n=0,1,2,...).

Ou seja,

oo o0 n

n (5.1) T x
E an® = Qg — = Qg€ .
n!
n=0

n=0

5.3.2.3 DIFERENCIACAO E INTEGRACAO SERIES DE POTENCIAS.

Os seguintes teoremas existem.
Teorema 5.11. As séries de poténcia
oo oo
Zakxk e Zk(kf Do (k—n+1)apat™
k=0 k=n
tém o mesmo raio de convergéncia.

Teorema 5.12 (Diferenciacao termo-a-termo de série de poténcias). Se
S(x)= Z apz®
k=0
possui o raio de convergéncia R > 0, entéo a funcgdo S (z) é diferencidvel em |z| < R e
S'(x) =Y kapa*' (2| < R).
k=1
Além disso, S\ (z) existe para todon > 1 e todo z em |z| < R, e
S ()= "k(k—1)---(k—n+1)a*" (2| <R).
k=n

Os coeficientes a,, sé@o unicamente determinados, com a,, = ™ (0) /n!.

O teorema 5.12 € um caso particular do teorema de Taylor, para o qual uma demonstracao
valida para func¢des analiticas pode ser vista no teorema 6.20.

Se a série de poténcias para S (z) estiver centrada em z = ¢, basta substituir z por X =z — ¢
nas férmulas acima.

Da mesma forma, dentro do raio de convergéncia da série S (z) = 3 a (z — ¢)",

. = ag k1 _ = ak—1 Y
/S(a:)dx—k_ok+1(x o) T+ C ; . (x—¢)" 4+ C,

sendo C uma constante arbitraria.

5.3.2.4 OPERACOES ALGEBRICAS ENVOLVENDO SERIES DE POTENCIAS.

Duas séries de poténcias podem ser adicionadas, subtraidas ou multiplicadas. O menor
intervalo de convergéncia da série resultante € a interseccao dos intervalos de convergéncia das
séries iniciais. Duas séries podem também ser divididas, mas existem condicdes de validade
para esta operacao e o intervalo de convergéncia deve ser obtido especificamente para a série
resultante.
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ADICAO E SUBTRACAO. Dadas as séries de Taylor centradas no mesmo ponto = = c,

f(a;):Zak(x—c)k eg(x)zz:bk(x—c)k, (5.5)
k=0 k=0
entao -
fla)£g(@) =Y (aptbp)(x—0), (5.6)

k=0

MULTIPLICACAO E DIVISAO. Dadas as séries (5.5), o produto destas pode ser escrito

f(@)g(z)= (Z ak (v — C)k> <Z b (z — C)k> = Z Zakbr (x — c)k” .
k=0 k=0

k=0 r=0

Identificando o coeficiente da série dupla como
A(r, k) = aghy (x — o)

e aplicando a férmula de rearranjo (5.2a), o produto das séries resulta

oo k k
f@)gx) = Z ¢r (x —c)* onde ¢, = Zak_rbT = Zarbk_,«. (5.7)
k=0 r=0 r=0

Os primeiros termos sao
co = apbo, c1 = ar1by + agb, c2 = azbo + a1by + agbs,

Por inducdo matematica, pode-se chegar a formula para a potenciacdo da série f(x) =
Sax (z —¢)*, a qual é

h(z) = [f (2)]" = (Z ar (z — c>k>
k=0

Entao os coeficientes {c;} sao dados recursivamente por

n

= a@—0of, m>1). (5.8a)
k=0

1 k

co = ag, cp = T Z (rn—k+7r)arcp_,. (5.8b)
0
r=1
Os primeiros termos da férmula recursiva sao
2 = L {(n— 1) arer + 2nazaq
C1 = aoalco, Cy = 2a0 n a1Cq nasco| ,
1
c3 = 3o [(n—2)ajca + (2n — 1) asey + 3nazcy) ,
0

Ja para a divisdo das séries originais, deseja-se obter h (z) = 3 ¢ (z — ¢)" tal que

fl@) _ Siea(@—c)
g@) X by (x— )

=h(z) = ch (z—c)". (5.9a)
k=0

Para determinar os coeficientes {c;}, calcula-se, alternativamente, os coeficientes do produto

h(z)g(z) = f(x),

de onde resulta
k
ap = ch_,nb,».
r=0

Observando os primeiros termos desta identidade,

ap
a():Cob():}Co:f
bo
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ay by

1 1
a1 = c1bg + cpby = ¢1 = 5 (&1[)0 — aobl) = b
ao Yo

% B

1
as = cabg + ¢1b1 + cgbag = cobg = as — 672
0 0

A expressao geral, valida para qualquer coeficiente ¢, (k > 1) é

(075 b1 bg bk
ak—1boby - bp—1
o=y |2 O b0 b2l (k> ),
0 O
ag 00 --- by
Ou, recursivamente,

r=1

k
1
Cr, = % (ak — ch—rbr> (k 2 1).

Claro que a divisdo de séries somente existe se g (z = ¢) # 0 (by # 0).
Em particular, a reciproca da série de f (x) é

W) =[f @) =Y e (@0,
k=0

com

1 1 1
o= —, C1=——5ai, 02—*3(%*&002),
ao 0 Qg

SERIE DE POTENCIA ELEVADA A UMA POTENCIA POSITIVA.

a9 bl b2

Q,
(a1b0 — aobl)bl — Fobg — Cy = 3 al bo b1 .

0 aoobo

(5.9b)

(5.90)

(5.10a)

(5.10b)

Seja a série (5.5) para

f () calculada em ¢ = 0 por simplicidade. Deseja-se elevar esta série a uma poténcian > 1 e
escrever o resultado como uma série; ou seja, deseja-se calcular os coeficientes {¢,,} da série tal

que

[f (@)]" = (Z akxk> = Z cpzh.
k=0 k=0

Para tanto, considera-se a férmula do lado esquerdo em termos da sequéncia das somas

parciais e emprega-se o teorema binomial

e (oS (e s (3)
=0

£=0

ou, genericamente, o teorema multinomial

n ki k
(a1 +az+-+ap)" = Z </€17k’2,...,km>a11a22.“

k1tkot-+km=n
sendo
n n!
ki, ko, ... km kilko! - - Ky,
de forma conveniente. Ou seja, o primeiro termo da sequéncia é

(ag)" = co = co = af.

n!

Tk
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Ja o segundo termo €

n - n n— n— n
(ap + a1x)" = Z <£>a0 Z(ala:)e = ag + nag 1a1x+~-~—|—(a1x) =co+ciz.
(=0

Contribuicées para o coeficiente ¢, virao também do préximo termo da sequéncia, mas o coefici-

ente ¢; € unicamente determinado por
— Co
c1 = nag lag =n—ay.
ag

Agora, o termo c» sera determinado a partir de

n ks
D Yl (R LA
ky4kotks=n 1, 2, 3

1
= ay +naf tayr + {nag_ltm +3n (n—=1)ay™ Qaf] 24
n 1 9
=cotar+|—coaz+5—(n—1ac|z”+---,
Qo 2(10

de onde vem 1

% [(n—1)aje; 4 2nascy] .

C2 =

Por inducao, a forma geral dos coeficientes ¢, é

k
1
co = ag, crp = k—z (mn—k+m)amci—m (E=1). (5.11)

EXPONENCIACAO DE SERIE. Dada agora a série de Maclaurin para f (z) escrita como

HOEDIE S
n=0

sendo que os coeficientes {a,} sdo conhecidos. Deseja-se calcular os coeficientes {¢,} da série

tal que
ef(x) frng exp <Z aT;’l””) = eaO Z C,nl’n, (5. 12&)
n:

Estes coeficientes sdo dados por

B, (ai,...,a,
cn = M’ (5.12b)
n!
sendo B, (a1,...,a,) 0 n-ésimo polinémio completo de Bell, dado por
B, (z1,...,z,) =n!
1j1+-+njn=ni= 1
os quais satisfazem a relacao de recorréncia
By (w1, ., Tng1) Z( ) i (X1, Tpei) Tigr
=0
Os primeiros polinémios de Bell sao
By=1, Bi(z1) =11, Bs(w1,22)=x]+ o,
Bs (x1,x9,23) = 3 4+ 31120 + 23, By (21,20, 73, 24) = 2 + 62329 + 42125 + 322 + 24.
Portanto, os primeiros termos da expansao desejada sao
f(z) ag 1 2 1 3
e =e 1+Bl(a1)x+532(a1,a2)x +633(a1,a2,a3)x +--
(5.12¢)

aop 1 2 2 1
1—|—a1$—|—§(a1—|—a2)az + =

6(a‘;’+3a1a2—|—a3)x3+---].
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5.3.2.5 SUBSTITUICAO DE SERIES.

Dada a série -
y(z) = Z apz®,
k=1

deseja-se obter h (z) = 3 ¢z* tal que

o0 (o]
> et =3t
k=1 k=1

Neste caso,
c1 = aiby, co=ashy +albs, c3=aszbi + 2aia2bs + ajbs,

cqy = agby + &%bg + 2a1a3bs + 3&%&2[)3 + a‘llb4, Ce
Em particular, a reversao da série y (z) = Y a2 na série z (y) = >_ byy* € dada por

3 5 2
a1b1 = 1, albg = —ay, albg = 2(12 —aiasg,

aIb4 = dajasaz — a%a4 — 5a§, e
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