FUNCOES DE UMA VARIAVEL
COMPLEXA

UITAS VEZES, pergunta-se o porqué da necessidade de se estudar variaveis comple-
xas quando na fisica estamos interessados apenas nas solucdes reais. Poder-se-ia
esperar que um estudo de func¢des reais de variaveis reais seria suficiente para se

, conhecer as solucoes fisicamente relevantes. A resposta é que em muitas situacoes

€ desejavel estender nosso estudo a valores complexos das variaveis e das solucoes

por razoes de completicidade e conveniéncia. Por exemplo, o conjunto dos numeros reais nao
forma uma base suficiente para a representacio das raizes de equacdes polinomiais ou algébri-
cas. Além disso, o conhecimento do comportamento de uma funcdo complexa f(z), para todos
os valores complexos de z, nos fornece uma visdo mais completa de suas principais proprieda-
des (mesmo suas propriedades para z real), do que o conhecimento de seu comportamento para
somente valores reais de z. A localizacdo, no plano complexo, dos zeros e dos infinitos de f (isto

é, a posicao das raizes de f(z) = 0 e de 1/f(z) = 0) nos fornece informacdes sobre o comporta-

mento de f para todos os valores de z. Adicionalmente, uma integral de f(z) ao longo de valores

reais de z pode ser modificada em uma integral ao longo de uma trajetdria conveniente no plano
complexo, de forma a simplificar consideravelmente o seu calculo.

Integrais no plano complexo possuem uma ampla variedade de aplicacoes tteis na fisica e na
matematica. Dentre estas, pode-se destacar:

¢ Calculo de integrais definidas.

* Inversao de séries de poténcias.

Calculo de produtos infinitos.

Obtencao de solucgdes de equacdes diferenciais para grandes valores da variavel (solucdes
assintoticas).

* Investigacao da estabilidade de sistemas potencialmente oscilatérios.

Inversao de transformadas integrais.

Algumas destas propriedades serao tratadas ao longo deste capitulo.

Em se tratando de solucdes de equacodes da fisica-matematica, uma solucdo complexa deve
ser tratada como uma funcao ou nimero complexos até o momento em que se quer compara-la
com um valor medido, fisico. Neste momento, devemos associar a parte real e/ou imaginaria ou
outra quantidade real derivada do nimero complexo (tal como o médulo) com parametros fisicos
reais. Assim, mencionando somente dois exemplos, o indice de refracdo real de uma onda
eletromagnética propagando-se em um meio ativo torna-se uma quantidade complexa quando a
absorcao da energia transportada pela onda € incluida. A energia real associada com um nivel de
energia atomico ou nuclear torna-se complexa quando o tempo de vida finito do nivel de energia
€ considerado.

Mas a mais importante razdo para se estudar fungdes complexas é a compreensio que se
pode obter a respeito das propriedades gerais das func¢ées. Por exemplo, as singularidades da
funcao podem estar relacionadas com singularidades fisicas, tais como as causadas por fontes,
cargas elétricas pontuais, etc. E possivel, a partir do conhecimento das singularidades de uma
funcao complexa, especificar-se a funcao completamente.

Estes serao alguns dos topicos abordados neste capitulo.
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226 | 6.1. Nameros e varidveis complexos

6.1 NUMEROS E VARIAVEIS COMPLEXOS

O sistema numérico em uso atualmente € o resultado de um desenvolvimento gradual na
matematica que se iniciou na Idade Antiga. Os niimeros naturais (inteiros positivos) {0,1,2,...}
foram utilizados inicialmente para a contagem. O conjunto dos numeros naturais € representado
pelo simbolo N e diz-se que um dado ntimero natural n pertence a N (n € N).

Os inteiros negativos e o conceito do zero foram entao introduzidos para permitir solucées de
equacodes tais como z+3 = 2. Cria-se entdo o conjunto dos numeros inteiros {...,—-2,-1,0,1,2,...},
representado pelo simbolo Z. Observa-se aqui que o conjunto N € um sub-conjunto de Z. Diz-se
entao que N estd contido em Z (N C Z), ou que Z contém N (Z D N).

Para permitir a solucdo de equacoes tais como bxr = a, para todos os inteiros a € b (com
b # 0), os numeros racionais (z = a/b) foram introduzidos. Representa-se o conjunto de todos
os numeros racionais por Q = {z |z = p/q, com (p,q) € Z e q # 0}. Nota-se aqui que Q contém Z,
consistindo em aqueles x € Q| ¢ = 1.

Posteriormente, os nimeros irracionais foram introduzidos quando descobriu-se que nume-
ros tais como as solucoes da equacao

22 —2=0=2=4+V2=4141423...

ou a razao entre o perimetro de uma circunferéncia de raio unitario e o seu diametro, igual a
m = 3.14159265359 . .., ndo podem ser expressos por numeros racionais. O conjunto dos niimeros
irracionais é representado pelo simbolo '. Nota-se aqui que Q nao contém nem esta contido em
Q’, sendo ambos conjuntos de nimeros completamente distintos.

A reunido, ou a unido, dos numeros racionais com os irracionais formam o conjunto dos
numeros reais, representado pelo simbolo R (R = QU Q’). Disciplinas usuais de calculo apre-
sentam seus teoremas e resultados considerando somente numeros pertencentes ao conjunto
R. Contudo, este conjunto ainda esta incompleto para aplicacdes em algebra e para a analise
matematica.

Os numeros complexos foram descobertos na Idade Média, ao se pesquisar as raizes de certas
equacodes quadraticas, tais como

241=0=2z=4V-1.

E 6bvio, pelo nome dado, que eles foram considerados de maneira suspeita. Leonhard Paul
Euler (1707-1783), em 1777, introduziu o simbolo

i=+—1.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), na sua tese de doutorado em 1799, forneceu aos numeros
complexos a agora familiar expressao algébrica z = x +iy, bem como a sua representacao geomeé-
trica (vetorial) e, com isso, ajudou a desvendar parte de seu mistério. Neste século, a tendéncia
tem sido definir os nimeros complexos como simbolos abstratos sujeitos a certas regras formais
de manipulacao.

Como o numero y/—1 ndo possui representacao possivel dentro do conjunto de nameros reais,
chamou-se este numero de imaginario puro e atribuiu-se a ele simbolo i = /—1. Além disso,
definiu-se um conjunto mais amplo de nimeros, denominado conjunto dos nimeros complexos
C D R, o qual contém todos os numeros complexos, tendo o conjunto dos nimeros reais como
um sub-conjunto.

Um numero complexo nada mais € que um par ordenado de dois nimeros reais x € y. Assim,
o numero complexo z pode ser representado de, pelo menos, duas maneiras:

z=(z,y) =z + iy,

sendo a ultima representacao a preferida neste texto. Deve-se notar que o ordenamento é signi-
ficante; assim, a + ib # b + ia.

Uma propriedade imediata do numero i pode ser deduzida observando-se que i2 =i -i = —1,
i’ =i%-i=—i,i*=i%-i2=1, i =i-i* =4, .... Da mesma forma,
1 i
1 1 = == —1
1 -1
) 1
1_2 = 5 =-1
(3
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y(Imz)

x(Rez)

*

Figura 6.1: Plano complexo ou diagrama de Argand.

1
i3 = —— =1
1
iTt=1
resultando
i = (—1)" (6.1a)
iECHY — 4 (—1)", paran =0,1,2,3,.... (6.1b)

6.1.1 REPRESENTACOES VETORIAL E POLAR

Em muitas situacdes, é conveniente empregar-se uma representacao grafica da variavel com-
plexa. Tracando-se x — a parte real de = — como a abcissa e y — a parte imaginaria de z —
como a ordenada, obtém-se o plano complexo, ou plano de Argand, ilustrado na figura 6.1.

Em algebra linear, frequentemente utiliza-se o conceito de um vetor posi¢cdo r como membro
do espaco vetorial R?. Assim, pode-se representar o vetor r fazendo-se uso da base canoénica
{23}

r= ‘Tﬁ’ + yj 1)
sendo x a componente de r na direcao definida por 7 e y a componente de r ao longo de j.

Da mesma forma, pode-se interpretar o niumero complexo z = x + iy, de acordo com a re-
presentacao grafica da figura 6.1, como um vetor (ou fasor), sendo x a componente ao longo do
eixo real e y a componente ao longo do eixo imaginario. Assim, tal quantidade satisfaz as regras
usuais de adicao de vetores e de multiplicacao por escalar. Inspecionando a figura 6.1, relacées
simples de trigonometria mostram que

z=r7rcosf

y=rsendb,

sendo r € R (0 < r < c0) denominado mddulo ou magnitude de z € € R (0 < § < 27)! chamado
de argumento ou fase de z. Portanto,

z=r(cosf +isend), (6.2a)

onde
r=+/x% + 92 (6.2b)

0 =tan"' (y/x). (6.2¢)

Wer uma definicio mais geral para o intervalo de variacdo de 6 a seguir.
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6.1.2 FORMULA DE EULER

Uma representacio equivalente a representacao algébrica de z dada por (6.2) é a chamada
representacdo polar: 4
z = re'. (6.3)

Demonstracdo. A partir das seguintes séries de McLaurin:

et . x2n+1
senxr = Z(—l) m
n=0
s x2n
cosx = Z(—l)" )
n=0
o0 l‘n
ez = Z F
n=0
e das poténcias (6.1a,b), obtemos
St n 0 -N\2n St 2n+1
0 _ Z @o)" Z (i0) Z (i0)
e’ = = +
oy n! — (2n)! oy (2n+1)!
s . 02n ) St . 02n+1
_ﬂz::o( ) (2n)! i) (D) (2n+ 1)V
ou seja,
e = cos +isend|. (6.4)
Esta é a conhecida Férmula de Euler. O

6.2 ALGEBRA DE NUMEROS COMPLEXOS

Sendo z = z + iy € C um numero complexo qualquer, as seguintes operacdes e definicdes se
aplicam:

Parte real de z: a parte real de z € o numero x € R. Esta operacio € representada por

Rez ==x.

Parte imaginaria de z: a parte imaginaria de z é o nimero y € R. Esta operacao € representada
por
Imz=y.

Complexo conjugado de z: o complexo conjugado de z, representado por z ou z*, tal que z* € C,
€ definido por z* = z — iy. Na figura 6.1, pode-se observar a representacao vetorial de z*.

Médulo de z: é o numero |z| € R tal que
|2 = |z +iy| = Va2 + 2 = V22"
Fase ou argumento de z: numero 6 € R tal que 6y < 6 < 6y + 27, dado por
0 = arg(z) = tan™! (%) .

Usualmente, toma-se 6, = 0, mas outros textos podem usar, por exemplo, —7 < 6 < 7.

As seguintes operacoes algébricas estdo definidas para dois numeros z; = a + ib = riet e
2y = c+id = r9e'?? quaisquer, tais que {21, 22} € C. Os nameros {r;,7} € R sdo, respectivamente,
os modulos de z; e 22 € {61,602} € R sdo os respectivos argumentos.

Identidade: Se z; = 2, entdo Rez; = Rez; € Imz; = Im z5; ou, de forma equivalente, r; = r; €
91 = 02 + 2km.
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@ Im A (b)
Nf\l
N'\I
Z
6,+6,
8, A
— —
6,
Re Re

Figura 6.2: (a) Representacio da operacio z1 + z2. (b) Representacio da operacio z1.z2.
Adicdao: z; + 2z = (a +1b) + (¢ +id) = (a + ¢) + (b + d)i. Esta operacao esta representada na figura

6.2(a).
Subtracao: z; — z; = (a+ib) — (c+id) = (a — ¢) + (b — d)i.
Conjugacao complexa da adic@o: (2 + 23)" = 27 + z3.
Multiplicacao por real: Dado um h € R,

h.z1 = h(a + ib) = ha + ihb.
Multiplicacao de complexos:
z1.29 = (a +ib)(c + id) = (ac — bd) + (ad + be)i,
ou, em termos da forma polar,
21.29 = rre €01102) — 1) [cos (01 + 02) + isen (61 + 62)] . (6.5)
Esta operacao esta representada na figura 6.2(b).

Divisao de complexos:

* *
a_ 22* _ 21.222’ ou

29 29.25 |22

21 _a+ib _ (a+ib)(c—id) ac+bd .ad—bc

2z c+id (c+id)(c—id) 2+ d? ey a

Ou, em termos da forma polar,

2 _Mitn-0) - 11 [cos (61 — 02) +isen (6 — 65)].
22 T2 T2

Conjugacao complexa do produto: (z;.z2)" = 2}.23.

Outras operacoes algébricas, como potenciacao e radiciacao, serao vistas nas sec¢oes seguintes.
O valor absoluto de z ainda possui as seguintes propriedades. Sendo {z, 22, . . ., 2, } nUmeros
complexos, entao

1. |z129... 25| = |21] |22] - - - |2n]-
2. |2 = @ desde que z; # 0.
zZ9 ‘22

3. |z + 2o+ F 2| <z F 22|+ + 20l
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4. |21 £ 2| = ||21] — |22

Numeros complexos z = re’® com r = 1 possuem |z| = 1 e sao denominados unimodulares.
Pode-se imaginar estes numeros situados ao longo da circunferéncia de raio unitario sobre o
plano complexo. Pontos especiais nesta circunferéncia sao:

6=0.z=¢0=1.
0=m/2. z=¢e"/? =i,
0=m. z=¢ " =—1.

0 =3n/20u0 = —7)2. 2z=eP"/2 =¢7/2 = .

6.2.1 FORMULA DE MOIVRE

Sejam z; = 11 (cosfy +isend;) = rie?t e zy = 7y (cos by + isendy) = roe’f?

xos. Entdo o produto de ambos ja foi calculado em (6.5):

dois numeros comple-

2129 = r19 € 102) — ) [cos (0 + 62) + isen () + 65)].
Generalizando agora este resultado para n nimeros complexos, {z1, 22, ..., 2, }, obtém-se
21292y =TT . Ty et 1T O [cos (01 + 02+ - +0,) +isen (01 +02+---+0,)].
Agora, se z; = 2z = --- = 2, = z, onde se escreve z = r (cosf + isenf). Resulta entao,
2" = 7" (cos +isend)"” = r" [cos (nh) + isen (nd)], (6.6)

a qual € a formula para a n—ésima poténcia (n > 0) de z. Cancelando os termos " em ambos os
lados de (6.6), resulta a Formula de Moivre:

(cos @ +isenf)" = cos (nh) + isen (nf) . (6.7)

6.2.2 RAIZES DE NUMEROS COMPLEXOS

A Foérmula de Moivre (6.7) permite que se obtenha uma expressao para as raizes de um
numero complexo. Para tanto, considera-se a seguinte equacao polinomial:

2" —w =0, (6.8)

onde n € N e w € C. Buscar a solucao de (6.8) € equivalente a buscar a raiz n de w. Esta
solucao poderia ser escrita simplesmente como » = w, mas esta forma da a entender que
existe somente uma solucao de (6.8), o que nao é verdade. O numero de solucgdes (ou raizes)
de um polinémio de grau n, como a funcao no lado esquerdo de (6.8), € bem determinado, de
acordo com o Teorema Fundamental da Algebra abaixo.

Teorema 6.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Toda equacdo polinomial de grau n, cujos
coeficientes sdo reais ou complexos, possui exatamente n raizes reais ou complexas.

Portanto, deve-se buscar n solucoes para (6.8), o que € equivalente a procurar as n raizes de
w, as quais serdo denominadas zg, #1, ..., z,—1. Concentrando-nos inicialmente em z,, tal que

zy = w,
pode-se usar para ambos as suas formas polares dadas por (6.2a),
20 = |z0| (cosf +isenf) e w = |w| (cosa + isena).
Entao, de acordo com (6.7),

|20]" (cos @ +isen )" = |z|" [cos (n@) + isen (nf)] = |w| (cos a + isen ), (6.9)
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A Im @ A Im (b)

2]

=Y
=Y

(3 (3

Z

Figura 6.3: (a) Raizes quadradas 20 e 21 de w =1+14. (b) Rafzes cibicas wo, w1 e wz de 2 =1+14.

possibilitando-nos a identificar

20" = [w| = |20| = ¥/]w],

n0:a=>9:g.
n

Portanto, a raiz principal de (6.8) € dada por

n

zZo —

w [cos (%) +isen (%)} = Jwle?®/™, (6.10a)

Contudo, como ja foi mencionado, existem outras n — 1 raizes distintas de w. Estas outras raizes
podem ser determinadas levando-se em conta as identidades

cos (B £ 2km) =cosf e sen (B £ 2kw) =sen, para k=0,1,2,3,....
Assim, retornando-se a (6.9), pode-se escrever a relacao entre as fases como

o+ 2km
—

nd —2kr=a=— 0=

Constata-se facilmente que se « for substituido por a + 2k7m em (6.10a), havera sempre um
numero total de n arcos tais que

o+ 2k
0 — <27, parak=0,1,...,n—1,
n
os quais sdo geometricamente distintos sobre o plano complexo. Se fossem considerados os
valores k =n,n +1,..., isto simplesmente repetiria os arcos anteriormente encontrados.
Portanto, as n raizes de (6.8), incluindo zg, sao:

2k 2k ; .
2z = A/ |w| [cos (OH_nﬂ) + isen (OH_”WH = /|w|e!@T2km/n (k=0,1,...,n—1). (6.10b)

Exemplo 6.1 (Raizes quadradas). Dado o numero w = 1+14, encontre as suas raizes quadradas.

Solucdo: ha exatamente 2 raizes quadradas para w. Inicialmente, escreve-se w na forma polar:

wzx/ﬁ(cos%—l—iseng) :>‘w|=\[260¢:%’
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sendo que 7/4 ~ 45°. De acordo com (6.10b), n =2, kK =0, 1, e as raizes sao:
20 = V2 (cosg +iseng) ,
9 9
21=2 (cos g + isen8ﬂ-> ;

sendo que 7/8 ~ 22,5° e 97/8 ~ 202,5°, de tal forma que as raizes z; e z; sdo antiparalelas no
plano complexo. Estas raizes encontram-se representadas no diagrama da figura 6.3(a).

Exemplo 6.2 (Raizes ciibicas). Dado o nimero w = 1 + i, encontre as suas raizes cubicas.

Solucgdo: ha exatamente 3 raizes cubicas para w. Dado w na forma polar:

z= \/§<COSE+Z'SEHE) — |z =Vv2ef= E,
4 4 4
sendo que 7/4 ~ 45°. Agora, de acordo com (6.10b), n =3, k =0, 1,2, e as raizes sio:

= 2o (1) 4 3
20 f_cos 2 + 2sen )]

[ 3 3
7= V2 | cos o + ¢ sen o ,
L 4 4
6 [ 177 . 177
Zo = V2 _cos (12> + 2 sen (12)] ,

sendo que 7/12 ~ 15°, 37/4 ~ 135° e 17m/12 ~ 255°, de tal forma que zy, z; € 22 estdo nos vértices
de um triangulo equilatero. Estas raizes encontram-se representadas no diagrama da figura
6.3(b).

6.3 FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA

Seja D C C um conjunto de nimeros complexos z = x + iy. Uma funcao f(z), definida em D é
uma operacao que atribui a cada z € D um outro niumero complexo w € I, onde I C C. O numero
w é denominado o valor de f(z) em z, isto €,

w= f(z).

O conjunto D é denominado o dominio de definicéo de f(z) e o conjunto I é denominado a imagem
de f(z).

Deve ser enfatizado que tanto o dominio de definicdo quanto a operacédo sao necessarios para
que a funcao seja bem definida. Quando o dominio nao é especificado, deve-se supor que o
maior conjunto possivel é tomado. Assim, se € mencionada simplesmente a func¢ao f(z) =1/z, o
dominio € subentendido como o conjunto de todos os pontos nao nulos no plano complexo.

Existem dois tipos basicos de fun¢des complexas:

Funcodes univocas. Uma funcao é denominada univoca em D se a cada valor de z corresponde
um unico valor de w.

Funcées plurivocas. Uma funcao é denominada plurivoca em D se a um determinado valor de
z corresponder mais de um valor de w. Uma funcao plurivoca pode ser considerada como
uma colecao de funcdes univocas, onde cada membro desta colecdao é chamado de ramo
da_funcéo plurivoca. E usual tomar-se um membro em particular da colecio como o ramo
principal da funcéo plurivoca e o valor da funcao correspondente a este ramo é denominado
valor principal.

Como exemplos de func¢des univocas ou plurivocas, pode-se tomar:

1. w = z? - funcao univoca ou simplesmente funcao.

2. w = /z — funcao plurivoca, pois a cada valor de z correspondem dois valores de w, de acordo
com (6.10Db). Assim:

se z = re', entdo /z = wy = /re'?T27/2 onde k =0, 1,

Para k = 0:wo = /re'®/? — ramo principal.
Para k = 1;w; = /re'?/2e'™ = —\/re!?/? — segundo ramo.
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6.3.1 TRANSFORMACOES OU MAPEAMENTOS

Nota-se agora que w, como o valor de f(z), também € uma variavel complexa e que, portanto,
pode ser escrita na forma

w = U+ 1,

sendo {u,v} C R, ao passo que f(z) também pode ser separada em partes real e imaginaria,

f(2) =u(z,y) +iv(z,y),

onde u (z,y) e v (x,y) sdo ambas funcdes reais. Igualando as partes real e imaginaria das expres-
soes acima, obtém-se

Rew =u=u(x,y), Imw=v=v(z,y).

Se w = f(z) € uma funcao univoca de z, entdo pode-se imaginar o plano complexo de z e, a
cada ponto neste plano, corresponde um ponto no plano complexo de w. Se f(z) for plurivoca,
entao um ponto no plano complexo de z € mapeado em mais de um ponto no plano complexo de
w. Pontos no plano z sdo mapeados em pontos no plano w, enquanto que curvas no plano z sao
mapeadas em curvas no plano w. A figura 6.4 ilustra o processo de mapeamento.

¥ .* v ‘

Plano =z

f2) Plano w

%
Fud

-
X

=Y

Figura 6.4: A funcio w = f(z) mapeia pontos no plano z em pontos no plano w.

6.3.2 PONTOS DE RAMIFICACAO, LINHAS DE RAMIFICACAO E SU-
PERFICIES DE RIEMANN

Comparando agora o comportamento de uma funcao univoca, fi(z) = 2%, e de uma funcao

plurivoca, f2(z) = /2, percebe-se uma diferenca importante entre ambas. Suponha que seja
permitido que z = re execute uma revolucio completa em torno do ponto z = 0, no sentido
anti-horario e mantendo r = cte., partindo de um determinado ponto no seu plano complexo.
Esta operacao consiste em substituir

06— 0+2m (6.11)

na férmula polar de z. Observando agora o comportamento de f;(z) e fz(z) frente a transforma-
cao (6.11), observa-se que

fl(Z) _>T2€i296i47r N fl(Z)
fa(2) — P1/2610/2g1m —fa(2).

Pode-se constatar que fi(z) permanece inalterada frente a transformacao (6.11), porém f5(z)
muda de sinal. Como o plano complexo possui por definicdo uma variacao total de fase igual a
27, a transformacao (6.11) levou f>(z) a um valor distinto daquele que apresentava no inicio. De
fato, f2(z) somente retornara ao valor inicial através de uma nova rotacdo completa. Ou seja,
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-

P P
e — = =

Figura 6.5: Linha de ramificacio para a fungio w = /2.

f2(2) = /z ndo apresenta simetria frente a uma rotacao de 27 radianos, mas sim frente a uma
rotacao 6§ — 6 + 4w, em cuja situacao

fa(z) — rl/2e0/2ei2m f2(2).

Pode-se descrever o que se sucede com a funcdo f.2(z) = /z afirmando-se que quando 0 <
0 < 27, o mapeamento do plano z para o plano w permanece sobre um dos ramos da funcao
plurivoca f,(z), enquanto que no intervalo 27 < 6 < 4w, o mapeamento leva ao outro ramo
da funcao. Claramente, sobre cada ramo a funcédo f>(z) é univoca e, para assim manté-la,
estabelece-se uma barreira artificial ligando a origem ao infinito ao longo de alguma reta sobre o
plano complexo de z. A fung¢ido permanecera univoca desde que esta barreira ndo seja cruzada.

Para a funcao /2, esta linha é usualmente tracada ao longo do eixo real positivo e é deno-
minada linha de ramificacdo, enquanto que o ponto O, de onde parte a linha de ramificacao,
¢ denominado ponto de ramificacao. A figura 6.5 mostra esta linha de ramificacdo como uma
linha sinuosa sobre o eixo real positivo. E importante enfatizar aqui que uma volta em torno de
um outro ponto qualquer, distinto da origem, de tal forma que esta nao esteja dentro da area
delimitada pelo caminho fechado, nao leva a um outro ramo da func¢ao /z. Ou seja, o ponto O é
o unico ponto de ramificacdo desta funcao.

George Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) sugeriu uma outra interpretacdo para a
linha de ramificacdo definida acima. Imagina-se o plano z composto por duas folhas sobrepostas
uma a outra. Corta-se agora as duas folhas ao longo da linha OB vista na figura 6.5 e junta-se a
borda inferior da folha de baixo & borda superior da folha de cima. Da mesma forma, juntam-se
as outras duas bordas. Partindo-se entdo do primeiro quadrante da folha de cima, realiza-se
uma volta completa sobre o plano z em torno de O. Ao se cruzar a linha de ramificacao, passa-se
para o primeiro quadrante da folha de baixo; ao se realizar mais um volta completa em torno da
origem, retorna-se a folha de cima ao se cruzar pela segunda vez a linha de ramificacdo. Desta
maneira, a fungao /z permanece univoca sobre um dominio no qual 0 < 6 < 4~.

A colecao de duas folhas para a garantia da unicidade da func¢ao /= é denominada de super-
ficie de Riemann. Cada folha de Riemann corresponde a um ramo da funcéo e, sobre cada
folha, a funcéo € univoca. O conceito de superficie de Riemann possui a vantagem de possibilitar
a obtencao dos varios valores de uma funcao plurivoca de uma maneira continua. A figura 6.6
ilustra as duas folhas de Riemann da funcao /z.

6.3.3 EXEMPLOS DE FUNCOES UNIVOCAS OU PLURIVOCAS

Além das funcoes fi(z) = 22 e fo(z) = /z ja abordadas, outras funcoées de uma variavel

complexa que com frequéncia surgem sdo as seguintes.

Funcao exponencial. Definida por

w=e* =" = e (cosy + iseny) .
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Funcoes trigonométricas. Define-se as funcdes trigonométricas em termos das funcdes expo-

nenciais. ) )
1z —1z
—e
senz = -
21 5 9
cos” z +sen“z = 1.
eiz + e—iz
cosz = ———
2

Funcoes trigonométricas hiperbélicas. De maneira analoga, define-se

—Zz

e” —e€
senh z =
2 2 2
cosh” z —senh”z = 1.
ef+e”*
coshz = ————
2
E possivel mostrar as seguintes relacées entre as funcoes trigonomeétricas circulares e as
hiperbdlicas:
seniz =4senh z senhiz =isenz
cosiz =cosh z coshiz = cos z.

Funcao logaritmica. Esta ¢ uma outra funcao plurivoca, definida por
w=Inz =1In [rei(”%”)} =lnr+i(@+2kr), k=0,1,2,---.
Como se pode notar, esta funcao possui infinitos ramos, sendo w = Inr+if, para 0 < 6 < 27,

o ramo principal. A superficie de Riemann para esta funcao esta representada na figura
6.7.

6.4 O CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCOES DE UMA VA-
RIAVEL COMPLEXA

Nesta secao serao definidos os conceitos de limites, continuidade e de derivacio de uma
funcao de uma variavel complexa.

6.4.1 LIMITE DE UMA FUNCAO COMPLEXA

Dados os numeros {z, zp,wo} C C, diz-se que o nimero wy € o limite de f(z) a medida que z se
aproxima de zy, 0 que € escrito como
lim f(z) = wo,

zZ—r 20
se:
Two edges
oined here

Lower sheet

Figura 6.6: Folhas de Riemann da fungio 1/z.
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Figura 6.7: Superficie de Riemann da funcdo Inz.
1. Afuncao f(z) esta definida e € univoca em uma vizinhanca de z = z;, com a possivel excecao
do proéprio ponto zg.

2. Dado um numero real positivo qualquer ¢, arbitrariamente pequeno, existe um outro nu-
mero real positivo ¢ tal que

|f(2) —wo| < € sempre que 0 < |z — 2| < 4.

E importante observar o seguinte:

* O limite wy deve ser sempre o mesmo para um dado z,, independente da maneira como é
realizado o limite z — zg.

* Se f(z) € uma funcao plurivoca, o limite para z — z;, depende do particular ramo em que se
encontra a vizinhanca de z.

A figura 6.8 ilustra as vizinhancas dos pontos z = = + iy € wy = u + ‘v nos respectivos planos
complexos.

y

G 1.I\"n-...._..--',' x

0] u

Figura 6.8: Vizinhangas dos pontos 2o e wo nos respectivos planos complexos.

Exemplo 6.3 (Calculos de limites). Encontre os seguintes limites:
(@) Se f(z) = 22, prove que lim, ., f(z) = 23.
(b) Encontre lim,_,,, f(z) se
22, z Z
fla) = { 7o

0, z==z.
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Solucao.
(a) Deve-se mostrar que para qualquer € > 0 é sempre possivel encontrar-se um § > 0 (depen-
dendo, em geral, de ¢) tal que |2? — z}| < e sempre que 0 < |z — 2| < é.
Para tanto, considera-se ¢ < 1. Neste caso, 0 < |z — zg| < § implica que
|z — 20| |z + 20| < 0|2+ 20| = 0|2 — 20 + 220],
|2 = 23| <6 (|2 — 20| +2]20]) < 6 (1+2]z]).

Para um e < 1 escolhe-se entdao § = ¢/ (1 + 2 |zg|), ou seja, d < € Vzy € C, de tal maneira que
22— 22| <,

provando-se o limite.

(b) Nao ha diferenca entre este problema e o problema da parte (a), uma vez que em ambos 0s
casos o ponto z = z; foi excluido. Portanto, lim, .., f(z) = z2. Nota-se que o valor do limite nao
necessariamente € igual ao valor de f (z).

Teorema 6.2 (Propriedades dos limites). Se lim,_,., f(z) = w; e lim,_,,, g(z) = wq, entdo as
seguintes propriedades de limites sao validas:

e lim [f(2) +g(2)] = lim f(2)+ lim g(z) = wy + ws.

zZ—r 20 zZ—r2z0 zZ—r 20

 Jim (G = | 1G] | im o(2)| = v,

zZ—r 20 Z—r20 zZ—r20
lim f(z)
o lim 12 — Z7%0 = E, desde que wy # 0.
=m0 g(z)  lim g(z)  we

6.4.2 CONTINUIDADE

Seja f(z) definida e univoca em uma vizinhanca de z = 2y, assim como em z = z;. A funcao
f(z) é dita continua em z = z; se
lim f(2) = f (20) .
Observa-se que isso implica em trés condi¢oes que devem ser satisfeitas:
1. O limite deve existir.
2. f(z0) deve existir, isto é, f(z) deve ser definida em z = z.

3. O limite deve ser igual a f (z).

Pontos no plano z onde f(z) deixa de ser continua siao denominados descontinuidades de f(z).
Se o limite lim,_, ., f(z) existe mas nao ¢ igual a f (zy), entao z;, € denominado uma desconti-
nuidade removivel, pois € sempre possivel redefinir-se f(z) para se obter uma func¢ao continua.

Teorema 6.3 (Teoremas de continuidade). Os seguintes teoremas de continuidade séo vdlidos.

* Se f(z) e g(z) sdo continuas em z = zp, entdo também sio continuas:

F2) 0. £()a() € L2, desde que g (z0) 20
* Se w = f(z) é continua em 2z = 25 € z = g(§) é continua em £ = & e se {, = f (20), entao a
funcao w = ¢ [f(z)] € continua em z = 2.

Uma _func¢édo continua de uma fungdo continua também é continua.

* Se f(z) é continua em uma regiao fechada do plano complexo, entdo ela é limitada nessa
regido; isto é, existe uma constante real positiva M tal que |f(z)| < M para todos os pontos
z dentro dessa regiao.

* Se f(z) é continua em uma regiao, entao as partes real e imaginaria de f(z) também sao
continuas nessa regiao.
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6.4.3 DERIVADAS DE FUNCOES COMPLEXAS

Dada uma funcao f(z), continua e univoca de uma variavel complexa z, em uma dada regiao
R C C, a derivada
_d

=14

em algum ponto fixo z; € R € definida como

f/ (ZO) — lim f (ZO + AZ) — f (ZO)

Az—0 Az ’ (6.12)

desde que este limite exista de forma independente da maneira como Az — 0. Aqui, Az =
z — 29, sendo z € R algum ponto na vizinhanca de z.

Teorema 6.4. Se uma funcdo f(z) possui derivada em z = z,, entéo ela é necessariamente conti-
nua emz = zg.

Demonstracdo. Supondo que f (z) exista, entdo

T [f (2o A7) — £ (z0)] = tim LEFBIZTC) iy, p.
ou seja,
lim f(z0+ Az) = f(20).

Z—Z20

O

Se f'(z) existe em z; e em todos os pontos em uma dada vizinhanca de 2y, entdo f(z) é dita
analitica em z,. A funcao f(z) é analitica na regido R se ela é analitica em todos os pontos
z € R. Contudo, nem toda a funcao continua é diferenciavel em z = z.

Exemplo 6.4. Dada a a funcédo f(z) = z*, mostre que embora esta seja continua em qualquer
29 € C, sua derivada dz*/dz nao existe em z.

Solucao. Pela definicao (6.12),

dz* . (A" =2 . (r+iy+ Ax+iAy)" — (x +iy)”
= lim ——— — lim .
dz  A=0 Az Az—0 Az + iAy
Ay—0
. x—iy+ Az —iAy — (x — iy) . Az —iAy
= g Az +iA =AM At iAy
228 s+ iby 373 S+ By

Se Ay = 0, o limite resulta em lima, 0 Az/Az = 1. Por outro lado, se Az = 0, o limite resulta
em lima, o (—Ay) /Ay = —1. Portanto, como o valor do limite depende da maneira como Az — 0,
a derivada de f(z) = z* nao existe em nenhum ponto e, portanto, a funcao nao é analitica em
nenhum ponto.

Exemplo 6.5. Dada a funcéo g(z) = |z|>, mostre que esta somente ¢ diferenciavel em z = 0.

Solucao. Pela definicao (6.12),

e+ Az = 2P . (A2 (2 4+ AzF) — 22"
lim ———— = = lim
Az—0 Az Az—0 Az
*A Az¥ 4+ AzAz* Az*
= lim e et i =2z"+2 lim i 4+ lim Az*.
Az—0 Az Az=0 Az Az50

g'(2) =

Pode-se considerar 2 possibilidades:

1. z = 0. Neste caso,
9'(2)|.—o =0,

e a derivada existe.

2. z # 0. Neste caso, se ¢'(z) existe, entdo a derivada deve existir independente da maneira como
se toma o limite. Assim:
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e Se Az = Az, entao Az* = Az e o limite fica

g (z2)=2"+z
* Se Az = iAy, entdo Az* = —Az e o limite fica
g (z)=2"—z.

Portanto, a funcao ¢(z) nao € analitica, pois somente possui derivada em z = 0.

Teorema 6.5 (Regras de derivacdo). As regras de derivacdo para somas, produtos e quocientes
de funcbes sdo, em geral, as mesmas que as regras para funcées reais. Isto é, se [’ (zg) e ¢’ (20)
existem, entao

* (f+9) (20) = f'(20) + ¢’ (20).
* (f9)' (20) = f' (20) 9 (20) + f (20) ¢’ (20)-

(1) oy L) (20) — f (20) o (20)
(9> = l9 ()P

, s€ g(z9) #0.

6.4.4 As CONDICOES DE CAUCHY-RIEMANN

Para testar se uma funcao f(z) € analitica, Cauchy e Riemann criaram um teste simples
mas extremamente importante para testar a analiticidade de f(z). Para deduzir as condicdes de
Cauchy-Riemann, retorna-se a definicao (6.12),

/ . [z +Az) — f(20)
fleo)=fim = ©-19)
Escrevendo f(z) = u(z,y) + v (z,y), obtém-se
Az—0 Az + iAy Az—0 Az + iAy
Ay—0 Ay—0

Existe um nuiimero infinito de maneiras para Az tender a zero sobre o plano complexo. Consideram-
se duas possibilidades (ver figura 6.9): ao longo de z ou ao longo de y. Supondo-se que se tome
primeiro a rota ao longo de z, mantendo y constante, isto €, Ay = 0. Neste caso,

= 1—.
Az—0 Az Az—0 Az ox ox

Agora, toma-se a rota ao longo de y, mantendo x constante (Ax = 0). Neste caso,

: Ay) — , Ay) — v (z, .0 0
£(2) = lim u(z,y+ 'y) u(@Y) | o L@V E _y) v(zy) _Ou Ov
Ay—0 1Ay Ay—0 1Ay dy Oy
A condicdo necessaria para que f(z) seja analitica é que o li-
mite deve resultar sempre no mesmo valor, independente do ca- Ay
minho adotado sobre o plano complexo. Portanto, uma condicéo vy G
necessaria para que f(z) seja analitica é e
6u+,(‘311 ,6u+6v dx=0
— ti— =i+,
Ox ox dy Oy =
de onde resultam as condi¢coes de Cauchy-Riemann »
X

ou Ov Ju v
— =€ — =——. 6.14
or Oy oy or ( )
Figura 6.9: Caminhos alternati-
Estas relagoes fornecem também duas expressdes tuteis para a wos para zo.

derivada de f(z2): ) 5 5 5
u .Ov v .ou

!
F(z) = ox +Z@a: Oy Z(‘?y'
Podemos estabelecer entido o seguinte teorema.

(6.15)
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Teorema 6.6 (Condicdo necessdria). Se a derivada f'(z) de um funcdo f(z) = u(z,y) + iv(z,y)
existe em um ponto z = x+iy, entdo as derivadas parciais de primeira ordem de u(x,y) e v(z,y) com
respeito a x e a y devem existir neste ponto e satisfazer as relacées de Cauchy-Riemann (6.14).
Além disso, f'(z) pode ser determinada pelas expressoées (6.15).

Exemplo 6.6 (Condi¢des de Cauchy-Riemann). Seja a funcio f(z) = 22 = 22 — y? + i2vy. Neste
caso, u(z,y) = 2> — y? e v(x,y) = 2xy. Para estas funcoes,
ou _Ov _Ou _@

U _9
ox v

Tty YT o
Portanto, as relacdes de Cauchy-Riemann sio satisfeitas e f/(z) pode ser obtida por (6.15),
fl(z) = 22 +i2y = 22.

Exemplo 6.7 (Condicdes de Cauchy-Riemann). Seja agora a funcéo f(z) = |z|° = 22 + y2. Neste
caso, u(x,y) = 22 +y? e v(x,y) = 0. Portanto, embora as derivadas parciais existam,
ou Ou

U _9
ox .

Ly, vt
’ ay—% am_ay_a

estas nao satisfazem as relacdes (6.14) e, portanto, a funcao f(z) nao possui derivada.

As condi¢des de Cauchy-Riemann fornecem uma condicdo necessdria para que a funcéo
seja diferenciavel em algum ponto z = z;. Contudo, ndo ha garantia até este momento de que
estas condicdes sejam suficientes para garantir a existéncia desta derivada. Um teorema mais
geral, apresentado a seguir, estabelece as condicdes necessaria e suficiente para a existéncia da
derivada de f(z).

Teorema 6.7 (Condicdo necessdria e suficiente). Dada a funcao f(z) = u(z,y) + v (z,y), se
u(z,y) e v(x,y) sdo continuas com derivadas parciais de primeira ordem e que satisfazem as
condi¢cées de Cauchy-Riemann (6.14) em todos os pontos em uma regido R C C , entdo f(z) é
analitica em R.

Demonstracdo. Para provar este teorema, € necessario empregar o seguinte teorema do calculo
de funcées reais de 2 variaveis: se h(z,y), Oh/Ox e Oh/Jy sdo continuas em uma regido R em
torno do ponto (zg,yo), entdo existe uma funcao H (Az, Ay) tal que H (Ax, Ay) — 0 a medida que

(Az, Ay) — (0,0) e
Ay + H (Az, Ay)\/ (Az)? + (Ay)>.

(z0,Y0)

Ooh

Oh
% Ax + —

h(zo + Az, yo + Ay) — h(z0,%0) = 3y

(z0,Y0)

Retornando entao a definicao de derivada (6.13)

lim flzo+Az)— f (20)7
Az—0 Az

sendo zp qualquer ponto que pertence a R e Az = Ax + iAy. Pode-se escrever entao

f(z0+ Az) = f(20) = [u (20 + Az, yo + Ay) — u(z0,y0)] + i [v (z0 + Az, yo + Ay) — v (0, Y0)] ,

0 0
Flzo+A2) — f(z) = 22 Az+ 2 Ay + H (Az, Ay) \/(Ax)? + (Ay)?
Ox ( dy
%0,Y0) (w0,y0)
. ov ov 2 2
+i|— Az + — Ay + G (Az, Ay)\/ (Az)” + (Ay)° |,
or ( dy
T0,Y0) (wo,y0)

onde H (Az,Ay) — 0 e G (Az,Ay) — 0 quando (Az, Ay) — (0,0).
Empregando agora as condi¢cdées de Cauchy-Riemann (6.14), obtém-se

ou

p (Az +iAy)

f(Zo—i—Az)_f(Zo):[

(z0,Y0) (0,90)
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+ [H (Az, Ay) +iG (Az, Ay)|\/ (Az)® + (Ay)?,

portanto,
2 2
Az) — Az)” + (Ay
f ot AZ) f(z0) _ Ou 4 +[H (Az, Ay) +iG (Az, Ay)] (A) .A( )
“ Oz (z0,%0) Oz (z0,%0) TRy
Assim, no limite (Az, Ay) — (0,0),
o VA @A (A0 + Ay
1m 11
Az Az + 1Ay Az=0 Az + 1Ay
Ou se€ja,
ou o)
1 (20) = o ¢ oz )
Tl (x0,0) T l(wo,v0)

0 que mostra que o limite e, portanto, f'(z) existem em todos os pontos em R. As condicoes de
Cauchy-Riemann sdo, portanto necessarias e suficientes para garantir a existéncia de f/(z) em
R. O

6.4.5 FUNCOES ANALITICAS

Uma funcéo f(z) é analitica em um ponto z, se a sua derivada f’(z) existe ndo somente em
zo mas em todos os pontos z dentro de uma vizinhanca de z,. As seguintes defini¢ées sao feitas,
com respeito a fungdes analiticas:

* Uma funcédo € dita analitica em um dominio R C C se ela é analitica em todos os pontos
z € R. Uma funcéao analitica também € denominada regular ou holomérfica.

* Se a funcao f(z) é analitica sobre todo o plano z complexo, ela é denominada inteira.

¢ Uma funcéo f(z) é denominada singular em z = z, se ela nao ¢é diferenciavel neste ponto.
O ponto z; ¢ denominado ponto singular ou singularidade de f(z).

6.4.6 FUNCOES HARMONICAS

Se f(z) =u(z,y) + v (z,y) é analitica em alguma regido R do plano complexo, entao em todos
os pontos desta regiao as condi¢oes de Cauchy-Riemann (6.14) sao satisfeitas:

ou Ov ou ov

9r oy C 9y or
e, portanto,
Pu_ Fo o o
0x2  Oxdy oy2  oyox’

desde que as derivadas segundas existam. Igualando a ambas as expressoes acima, obtém-se
que u (z,y) e v (x,y) satisfazem a Equacao de Laplace:

*u O3 B

2y 82
8—;; T a—yz -0 (6.16b)

sobre toda a regidao R.

Toda a funcao que satisfaz as equagodes de Laplace (6.16) é denominada de funcao harmé-
nica. Como ambas as funcoes u e v satisfazem a (6.16), estas sio denominadas funcées harmao-
nicas conjugadas.
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6.4.7 PONTOS SINGULARES

Um ponto onde f(z) deixa de ser analitica € denominado ponto singular ou singularidade de
f(2). As condi¢oes de Cauchy-Riemann nao sao obedecidas em um ponto singular.
Existem varias tipos de pontos singulares distintos:

1. Pontos singulares isolados. O ponto z = z; € denominado ponto singular isolado de f(z) se
for possivel encontrar-se uma quantidade § > 0 tal que o circulo |z — zy| = ¢ circunda apenas
o ponto singular z;. Se néao for possivel encontrar-se um ¢ > 0, o ponto zy € denominado
ponto singular néao isolado.

2. Polos. O ponto singular z = z; € denominado polo de ordem n de f(z) se for possivel
encontrar-se um numero inteiro positivo n tal que

li_}rn (z—20)" f(z) = A#0. (6.17)
Exemplos:
* f(z) =1/(z —2) possui um polo simples ou de ordem 1 em z = 2.
e f(z) =1/(z — 2)* possui um polo duplo ou de ordem 2 em z = 2.
e f(2) =1/ (z—2)" possui um polo de ordem 3 em z = 2.

3. Ponto de ramificacao. Uma funcdo possui um ponto de ramificagdo em z = 2, se, apos
circular-se em torno de zy, retornando ao ponto de partida sobre o plano z, a funcao nao
retorna ao seu valor inicial sobre o plano w. Os pontos de ramificacao sdo singularidades
das fungoes plurivocas. Por exemplo, a funcao f(z) = +/z possui um ponto de ramificacao
em z = 0.

4. Singularidades removiveis. O ponto singular z = z; € denominado uma singularidade remo-
vivel se lim,_,., f(z) existe. Por exemplo, a funcdo f(z) = senz/z possui um ponto singular
em z = 0, mas lim,_,gsen z/z = 1. Neste caso, pode-se redefinir a funcao f(z) para esta esteja
definida em zj.

5. Singularidades essenciais. Uma funcado possui uma singularidade essencial em 2z, se esta
nao possui polos, em qualquer ordem, que sejam eliminados pela multiplicacdo por (z — zg)",
para qualquer valor finito de n. Por exemplo, a funcao f(z) = ¢'/(*~2) possui uma singulari-
dade essencial em z = 2.

6. Singularidades no infinito. Uma funcao f(z) possui uma singularidade em z — oo se esta
for do mesmo tipo que a singularidade de f (1/w), para w — 0. Por exemplo, f(z) = 22 possui
um polo de ordem 2 no infinito, uma vez que f (1/w) = 1/w? possui um polo duplo em w = 0.

6.5 INTEGRACAO NO PLANO COMPLEXO

Integracao complexa é uma ferramenta muito importante na fisica-matematica. Por exemplo,
com frequéncia surgem integrais de funcgées reais que nao podem ser calculadas pelos métodos
usuais de integracdo, mas que podem ser resolvidas estendendo-se a definicdo do integrando
para o conjunto dos numeros complexos e realizando-se a integracdo neste plano. Na analise
matematica, o método de integracao complexa possibilita demonstracoes de algumas proprieda-
des basicas de func¢des analiticas, as quais seriam muito dificeis de ser realizadas sem o recurso
da integracdo complexa.

O resultado mais importante na teoria da integracdao complexa € o teorema integral de Cau-
chy, a partir do qual as férmulas integrais de Cauchy sao derivadas. A outra propriedade de
fundamental importancia para a fisica-matematica é o teorema dos residuos, que possibilita o
calculo de integrais que nao poderiam ser realizadas de outra maneira. Estes resultados serao
abordados nas secdes posteriores. Nesta secdo, sera introduzido o conceito de integral de ca-
minho sobre o plano complexo e apresentadas as propriedades matematicas fundamentais das
integrais complexas.
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Figura 6.10: Caminho C ao longo do qual a integracio complexa € Tealizada.

6.5.1 INTEGRAIS DE CAMINHO NO PLANO COMPLEXO

Uma integral de caminho, também denominada integral de linha, possui uma relacao com a
derivada no plano complexo exatamente igual a que existe para func¢des reais. Se a funcao F(z)
¢ dada pela integral indefinida F(z) = [ f(z) dz, entdo a derivada de F(z) € dada por F'(z) = f(z).
Em outras palavras uma integral indefinida no plano complexo é a operacao inversa da derivacao
no mesmo plano.

Por outro lado, o plano complexo € definido a partir de duas variaveis independentes reais.
Neste caso, poder-se-ia pensar que uma integral (definida) no plano complexo seria equivalente
a uma integral de superficie de uma funcao real de duas variaveis. Contudo, na analise das
funcdes complexas, a funcao f(z) € integrada ao longo de um caminho no plano complexo. Para
tanto, pode-se parametrizar o caminho ao longo do plano z fazendo-se uso de um parametro real
t:

2(t) = x(t) +iy(t) para a < t < b,

o qual define um caminho sobre o plano complexo a medida que ¢ varia de a a b. Diz-se que este
curva € suave se existe um vetor tangente a mesma ao longo de todos os pontos; isto implica
que dz/dt e dy/dt existem sdo continuas e nao sao nulas simultaneamente para a < ¢ < b.

Sendo C uma curva suave sobre o plano z complexo, como mostra a figura 6.10, assume-se
que a mesma possui um comprimento finito. Dada agora a func¢ao f(z), continua sobre todos

os pontos ao longo de C, subdivide-se C' em n partes por meio dos pontos {zg,z1,22,...,2n},
arbitrariamente escolhidos, mas com zy = a € 2z, = b. Para cada arco de C' que conecta os pontos
zp—1 €z (k=1,2,...,n), escolhe-se um ponto wy (z2x—1 < wi < zx) e forma-se a soma

Sn = Zf (wk) Azk, onde Azk =2k — Zk—1-
k=1

Fazendo-se agora com que o numero de subdivisdes n aumente indefinidamente, de tal forma
que o maior dos |Az| tenda a zero, a soma S,, aproxima-se de um limite. Se este limite existe e
possui o mesmo valor, independente das escolhas dos {z;} e dos {w;} ao longo de C, entao este
limite € denominado a integral de caminho (ou de linha) de f(z) ao longo de C e ¢ denotado
por:

n b
S=lim S, = lim Zf (wg) Az E/ f(z)dz :/ f(z)d=. (6.18)
C a

y n—0co
nree |Az| —0 k=1

max

Quando o caminho € fechado, isto é, quando b = a (ou z, = zp), a integral de linha € denomi-
nada integral de contorno de f(z), a qual é denotada por

S = §£C F(2) dz.

Teorema 6.8 (Teorema de existéncia). Se o caminho C é suave por partes e f(z) é continua ao
longo de C, entdo [, f(z) dz sempre existe.
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6.5.2 PROPRIEDADES MATEMATICAS DAS INTEGRAIS DE LINHA

A integral de linha de f(z) = u(x,y) + iv(x,y) ao longo de um caminho C pode sempre ser
expressa em termos de integrais reais de caminho como

/;f(z)dz:/C(u—i-iv)(da:—&—idy):/C(uda:—vdy)—i-i/(vda:+udy),

(o]

onde a curva C pode ser aberta ou fechada, mas o sentido de integracdao deve sempre ser espe-
cificado, por exemplo através do uso de um parametro ¢. Invertendo-se o sentido de variacao de
t, inverte-se o sinal da integral.

Integrais complexas sao, portanto, redutiveis a integrais reais de caminho e possuem as
seguintes propriedades:

(1) /C [F(2) + g(2)] d= = /c F()dz + /C 9(2) dz.

(2) / kf(z)dz:k/ f(2)dz, sendo k € C uma constante.
c c
b a
3 dz = — dz, sendo {a,b} € C.
()/Gf(z) 2 /b f(2)dz, sendo {a,b} €

b m b
(4)/f(z)dz=/ f(z)dz+/ f(2)dz, sendo m € C.

/C f(z)dz

/C f()dz| < /C ()] |dz].

A propriedade (5), em particular, € bastante util e sera bastante utilizada, porque ao se trabalhar
com integrais de linha complexas, com frequéncia € necessario estabelecer-se limites nos seus
valores absolutos.

(5)

< ML, onde M = max|f(z)| ao longo de C' e L é o comprimento de C.

(6)

Demonstracao. (Propriedade 5). Retornando a definicao (6.18),

/C f(Z) dz = nh—>n<%o Z / (wk) Azg.

|Az| —0 k=1

max

Mas,

n

<D 1f (wr)|[Aze| < MY Az < ML,
k k=1

=1

D (wy) Az
k=1

onde se fez uso do fato de que |f(z)] < M para todos os pontos z ao longo de C e que > |Az|
representa a soma de todas as cordas juntando os pontos z;_; € z; ao longo de C e que esta soma
nao pode ser maior que o comprimento L de C. Tomando-se agora o limite para n — co em ambos
os lados, resulta a propriedade (5). A propriedade (6) também segue desta demonstracao. O

Exemplo 6.8. Calcule a integral [, (2%)*dz, sendo C a linha reta ligando os pontos z = 0 e
z =1+ 2i.

Solugdo. Uma vez que
(z*)2 =(x— z'y)2 =22 — % — 2ixy,

resulta
/ (z%)? dz = / [(z® — y?) dz + 2zy dy] + z/ [—2zydx + (2° — y?) dy] .
c c c
Para parametrizar a curva C, pode-se escolher z(t) e y(t) dados por
x(t)=t, y(t)=2t, para (0<t<1),

ou, simplesmente, pode-se escrever y = 2z. Portanto,

1 1
/ (z*)de:/ 5x2dx+i/ (—102?) dx =
C 0 0
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(a) Curva simples. (b) Curva nao (c) Curva simples
simples. fechada.

Figura 6.11: Exemplos de curvas simples ou mdo simples.

Exemplo 6.9. Calcule a integral de caminho

}5 dz
(2 — zo)n+1 ’

sendo C uma circunferéncia de raio r centrada em z; € n € um numero inteiro. Uma ilustracao
deste contorno pode ser vista na figura 6.8 a esquerda.

Solugdo. Por conveniéncia, escolhe-se z—zy = r¢'?, onde 6 € o parametro cuja variacéo (0 < 4 < 27)
determina o contorno C. Entéao, dz = ire?df e a integral fica:

d 27 . wde . 27 . 27 - —0
¢7Z+1 - / % = i/ e 0dp = L/ (cosnf — isennf) df = T, N
(2= 20)" o rrilentl e J ™ Jo 0 In| > 1.

’

Este € um resultado importante, que sera utilizado diversas vezes nas secoes posteriores.

6.5.3 TIPOS DE CURVAS E DOMINIOS NO PLANO COMPLEXO

Nesta secao serao brevemente definidos os tipos de curvas e dominios no plano complexo que
serdo considerados nas sec¢des posteriores.

6.5.3.1 TIPOS DE CURVAS NO PLANO COMPLEXO

Uma curva C é dita simples (também denominada arco de Jordan) se esta nao se intersec-
ciona em nenhum ponto, isto &, z (t1) # z (t2) se t; # t2, para a <t < b. A excecao z(b) = z(a) €
permitida para um contorno fechado, em cuja situacao o contorno ¢é dito contorno simples ou
curva simples fechada ou ainda curva ou contorno de Jordan. A figura 6.11 mostra exemplos
de curvas simples e de curvas nao simples.

6.5.3.2 DOMINIOS SIMPLESMENTE OU MULTIPLAMENTE CONEXOS

Um dominio ou regido simplesmente conexa D ¢ uma regido no plano complexo tal que
toda curva simples fechada I" dentro de D delimita somente pontos que pertencem a D. Uma
outra definicdo: uma regido D € dita simplesmente conexa se qualquer curva simples fechada I'
contida dentro de D pode ser reduzida a um ponto de tal maneira que nenhum ponto contido
em I abandone D.

Uma regiao que nao € simplesmente conexa € dita multiplamente conexa. De acordo com
as definicoes, deve entdo existir pelo menos uma curva simples fechada I' contida em D que
cerca pontos que nao pertencem a D. Ou, alternativamente, uma regiao multiplamente conexa
¢ aquela que nao pode ser reduzida a um ponto sem que abandone (mesmo que momentanea-
mente) a regido D. A figura 6.12 apresenta exemplos de regides simplesmente e multiplamente
conexas.
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AN, N, («°)
Y e

(a) () (©)

Figura 6.12: Exemplos de regides: (a) simplesmente conexa e (b) e (¢) multiplamente conezas.

6.5.3.3 CONVENCAO PARA O PERCURSO DE UM CONTORNO FECHADO

Considera-se uma regiao D do plano complexo, composta por pontos no interior e ao longo
de um contorno simples fechado I'. O contorno é percorrido no sentido positivo se todos os
pontos de D se situarem a esquerda de um observador que se desloca ao longo de I'. Este sentido
positivo consiste no percurso anti-hordrio indicado pelas setas nos contornos I', representados
nas figuras 6.12, e no percurso hordrio nos contornos interiores a I'.

6.6 O TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT

O teorema de Cauchy-Goursat ¢ um dos mais importantes resultados da analise matematica
das func¢oes complexas. Este teorema possui diversas consequéncias teéricas e praticas a res-
peito das propriedades analiticas das funcoes de variavel complexa e serve de base para outros
teoremas importantes como o teorema dos residuos.

Para se realizar uma das demonstracdes existentes do teorema de Cauchy, faz-se uso do
teorema de Green, valido para integrais de linha e de superficie de funcées de duas variaveis
reais.

6.6.1 O TEOREMA DE GREEN NO PLANO

Teorema 6.9. Sejam P (z,y) e Q (x,y) duas fungées reais tais que suas derivadas séo continuas
sobre toda uma regiao R, delimitada por um contorno fechado simples C. Neste caso, as funcées
P e @ satisfazem a seguinte identidade,

;é[P (z,y)dz + Q (z,y)dy] = //R (gf - ?;) dady. (6.19)

Observacdo. A demonstracao do teorema (6.19) baseia-se no teorema de Stokes e nao sera apre-
sentada aqui.

6.6.2 O TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT

Serao apresentadas aqui duas versoes do mencionado teorema, a primeira para um dominio
simplesmente conexo e a segunda para uma regiao multiplamente conexa. A demonstracao
apresentada para a primeira versao foi obtida originalmente por Augustin-Louis Cauchy (1789
- 1857) no inicio do século XIX e supde que as derivadas da funcao f(z) sdo continuas sobre
o dominio D. Posteriormente, Edouard Jean-Baptiste Goursat (1858 — 1936) mostrou que a
condicao de continuidade de f/(z) ndo é necessaria para a validade do teorema. Por esta razio,
o teorema leva o nome de ambos os matematicos franceses.

Teorema 6.10 (Teorema de Cauchy-Goursat). Se uma funcao f(z) = u(z,y) +iv (x,y) é analitica
em todos os pontos de um dominio simplesmente conexo D, entdo para todo contorno simples
fechado C no interior de D,

¢ f(z)dz=0. (6.20)
JC

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 04/2010 Impresso: 20 DE MARCO DE 2025



cariTuLo 6. Funcdes de Uma Varidvel Complexa | 247

Demonstracao. Escreve-se o lado direito de (6.20) da seguinte maneira:

yif(z)dzzggc(u—l-iv)(dx—&—idy):ygc(uda:—vdy)—i-iyg (vdx +udy).

c

Aplicando-se o teorema de Green (6.19) a cada integral de contorno acima, obtém-se

o= [ (e ] 3 oo

Como a funcao f(z) € suposta analitica, entdo as fung¢oées u (z,y) e v (z, y) satisfazem as condicées
de Cauchy-Riemann (6.14). Portanto,

§acr =[] (22 s [ (22 aeay o

0 que demonstra o teorema. O

Quando o dominio D € multiplamente conexo, a seguinte versao do teorema de Cauchy-
Goursat se aplica.

Teorema 6.11 (Teorema de Cauchy-Goursat em regiées multiplamente conexas). Seja C
um contorno simples fechado e seja {C;} (j =1,...,n) um conjunto finito de contornos fechados
simples interiores a C, tais que ndao existam duas regides R; e R;/, interiores a C; e Cj, que
compartilhem pontos no plano complexo em comum entre si. Seja R a regiGo do plano complexo
que consiste em todos os pontos no interior e ao longo de C, exceto por aqueles pontos no interior
de cada contorno C;. Finalmente, seja B o contorno completo que delimita R e que consiste no
contorno C mais os contornos C;, sendo todos estes contornos percorridos no sentido que mantém
os pontos de R a direita de B. Se a funcdo f(z) é analitica em R, entdo

75 f(z)dz=0. (6.21)
B

Demonstrag¢do. A situacdo descrita no teorema esta ilustrada pela figura 6.13a. O contorno
mostrado na figura € composto por C, juntamente com os contornos Ci,...,C, € os segmentos
de reta L}, L%, ..., L} e L%. Desta maneira a regidao R passa de multiplamente conexa a sim-
plesmente conexa. Aproximando-se agora os pares de segmentos de reta L e L}, L? e L3, ...,
LT e Ly, de tal forma que a distancia entre os mesmos se torne infinitesimalmente pequena, as
integrais de caminho de f(z) em cada par de segmentos se anulam mutuamente, isto €,

f(2)dz=— [ [(2)dz, fR)dz=— [ [f(z)dz, - f2)dz=— [ f(z)dz
Ly Ly L L3 Ly

Ly

de tal forma que o contorno restante é exatamente o contorno B descrito no teorema. Como a
regidao R é agora simplesmente conexa e a funcao f(z) é analitica em R, de (6.20) resulta

;é f(=)dz =

O teorema de Cauchy-Goursat (6.20) possui consequéncias importantes, algumas das quais
serao apresentadas nesta e nas secoes posteriores.

O

Teorema 6.12 (Deformacdo do contorno de integracdo). Seja f(z) uma fungdo analitica so-
bre uma regiao R delimitada pelo contorno simples fechado C' e pelo corjunto de contornos {C;}
(j =1,...,n), interiores a C' e que envolvem n buracos que podem conter singularidades isoladas

ou nao isoladas. Entao,
§£ f(2)dz = Z% f(2)dz, (6.22)
i el

sendo que tanto a integral ao longo de C' quanto as integrais nos contornos C; sdo realizadas no
sentido anti-horario.?

20 que fica evidenciado pelo simbolo .
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Figura 6.13: Contorno B que transforma uma regido multiplamente conexa em uma rTegido simplesmente conexa.

Demonstragdo. Esta situacdo também esta ilustrada na figura 6.13. Ao se considerar o contorno
B na figura 6.13a, o teorema de Cauchy (6.21) afirma que

gif(z)dzz /C+zi:</cj+/L{+/Lg> f(z)dz=0,
7Lgf(2)d2’:7 L%f(Z)dZ:>(/L{+/L;>f(2)dz_</yl'/La2'>f(z)dz'

Ao se reduzir a distancia de cada par de segmentos de reta L] e L} assintoticamente a zero, as
integrais de linha percorrem o mesmo caminho sobre o plano complexo, resultando entao que

([~ ) s 20

Neste caso, os caminhos C, C, ..., C,, se tornam contornos fechados simples, resultando que

ygcf(z) dz—i—jil%_q f(z)dz=0,

onde se deve notar o simbolo ©. Como os contornos C; sdo percorridos no sentido horario, de
acordo com a figura (6.13)a, resulta que

onde na segunda integral o contorno € agora percorrido no sentido anti-horario, e a situacéo se
torna semelhante a ilustrada pela figura (6.13)b. Portanto,

§I§Cf(2)dz—j§j:l§£cj f(2)dz =0,

de onde resulta o teorema. O

onde

Nas situacdes em que a identidade (6.22) é valida, € comum afirmar-se que o contorno C foi
deformado nos contornos Cy, Co, ..., C,.

Teorema 6.13 (Independéncia do caminho). Se a funcao f(z) é analitica em uma regiGo sim-
plesmente conexa R, entédo dados dois pontos z, e z quaisquer, contidos em R, a integral

/Z:f(z)dz

independe do caminho ligando os pontos z, e z, desde que este caminho esteja totalmente contido
emR.
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Figura 6.14: Independéncia nos caminhos C1 e Ca.

Demonstracdo. A situacao esta ilustrada na figura 6.14. Sendo C; e C; dois caminhos quaisquer,
contidos em R e que ligam os pontos z, € z, entdo, de acordo com o teorema de Cauchy (6.20),

f(z)dz +/ f(z)dz=0, mas f(z)dz=— f(z)d=.
—C4 [ Cq C1

Portanto
fedz = [ )az,
Cq Cc2
o que demonstra o teorema. O

Teorema 6.14 (Teorema de analiticidade). Seja f(z) uma func¢éao continua em uma regido
simplesmente conexa R e sejam zy e z dois pontos contidos em R, 0s quais sGo conectados por um
caminho C, também contido em R. Entao, se f;o f (s) ds independe de C,

F(z) = /Z f(s) ds € analitica em Re F'(2) = f(z).

Demonstrag¢do. Sendo z + Az qualquer ponto contido em R e distinto de z, mas que esteja em
uma vizinhanca de z. Entao

z+Az z
F(z+ Az) — F(2) z/ f(s)ds—/ f(s)ds.

20

Pela propriedade (4) da secao 6.5.2, resulta que

z+Az
F(z—|—Az)—F(z):/ f(s)ds.
Dividindo ambos os lados por Az, pode-se escrever

z z) — z z+Az 2+ Az
F( +AAZ) F()_f(z)ZAlz/Z f(s)ds—f(z):i/z [£(s) — f(2)] ds.

Como a funcéo f(z) é continua em R, entdo para um numero positivo e, deve existir um outro
numero positivo ¢ tal que

[f(s) = f(2)] <€

sempre que |s — z| < . Desta forma, se z + Az é proximo o suficiente de =z de tal forma que
|Az| < ¢, entao

< e|Az|

z+Az
[ e - s

e, portanto,

As) —
’F(” AZZ) F&) s <@6|Az|=6.
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No limite em que Az — 0, ¢ — 0, resultando que

lim F(z+ Az)— F(z)
Az—0 Az

= F'(2) = f(2).

Portanto, a derivada de F'(z) existe em todos os pontos z pertencentes a R. Como consequéncia,
F(z) € analitica em R e sua derivada € igual a f(z), demonstrando o teorema. O

Teorema 6.15 (Teorema de Morera). Se uma funcgéo f(z) é continua em uma regido simples-
mente conexa R e 950 f(2z)dz = 0 para todo contorno simples fechado C no interior de R, entdo f(z)
é analitica em R.

Observagdo. O teorema de Morera € a reciproca do teorema de Cauchy.
Exemplo 6.10 (Céalculo de integrais no plano complexo).

Calcule ¢,dz/(z—a), onde C é um con-
torno fechado simples qualquer, quando z = a
esta (a) fora de C e (b) dentro de C.

Solucado.

(a) Se z = a esta fora de C, entdo f(z) =
1/(z — a) € analitica em todos os pontos inter-
nos e ao longo de C. Portanto, pelo teorema
de Cauchy (6.21),

d
</£ .
Jo &2 —a

(b) Se z = a esta dentro de C e I' é uma

circunferéncia de raio ¢ centrada em z = a, de

Figura 6.15: Ezemplo de cdlculo de integrais sobre o tal forma que I' esta totalmente contido em C
plano complexo. (figura 6.15), entao pelo teorema (6.22),

% dz 56 dz

cz—a Jrz—a

Agora, o contorno I'" é dado por todos os pontos z tais |z — a| = €. Pode-se descrever o contorno
na figura 6.15 através do parametro 6 tal que

z—a=c¢ee, quando 0 < 0 < 2m.

d ™ ieet®dy 2
y§ z :/ ECX i [ do=2mi.
rz—a 0 cer 0

6.7 FORMULAS INTEGRAIS DE CAUCHY

Entao dz = ice’®df e

Uma das consequéncias mais importantes do teorema integral de Cauchy sao as formulas
integrais que também levam o seu nome. Pode-se introduzir estas formulas através do seguinte
teorema.

Teorema 6.16 (Formula integral de Cauchy). Seja f(z) uma funcdo analitica em uma regido
simplesmente conexa R e z; é um ponto qualquer no interior de R, a qual é delimitada pelo contorno
simples C, entd@o

1 (2)

f(20) = 5=

S 2mi Jo 2 — 2

dz, (6.23)

sendo a integracgao em (6.23) realizada ao longo de C no sentido positivo (anti-horario).

Demonstrag¢do. Para provar o teorema (6.23), toma-se uma circunferéncia I', centrada em z; e
com raio r, como ilustrado na figura 6.16. Entao, de acordo com o teorema (6.22),

=) oo B,

Cc R — 20 T2 — 20
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C

Figura 6.16: Férmula integral de Cauchy.

Agora, a circunferéncia I' é descrita por |z — 29| = r, ou seja, usando o parametro 6, z — zy = re'?,

sendo (0 < 6 < 27) e dz = ire?df. Entao

), [ fatre?)
z—z dz = ret?
T 0 0

27
ire®do = z/ f (20 +re'?) do.
0

Tomando-se agora o limite » — 0 em ambos os lados e fazendo uso da continuidade de f(z),
resulta

27 27 27
Cz_(ziodz:}i_r%i/o f(z0+rei9)d9=¢/0 lim f (z0 +re'”) df = i ; f(20) df = 2mif (z0) .
Ou se€ja,
1 f(z)

f(z0) = 21 Jo 2 — zodz'

O
Uma forma conveniente para a férmula integral (6.23) é escrevé-la como
!
fo) = L LG 4 6.24)

C2mi Jo i — 2
para enfatizar o fato que z pode ser um ponto qualquer em C.

Exemplo 6.11. Calcule a integral ¢, e*dz/ (2* + 1), sendo C a circunferéncia de raio unitario e
com centro em: (a) z =1 e (b) z = —i.

Solucado.
(a) Escrevendo-se a integral na forma

yé e” dz

c\z+i) z2—1

percebe-se que f(z) = e*/(z+14) € analitica dentro e sobre a circunferéncia de raio unitario
centrada em z; = i. Portanto, pela férmula integral de Cauchy (6.23), temos

z d i )
% < ¢ ) Z‘:27rif(z'):27ri€—,:7761:7r(cosl—|—isenl).
c

z4+1) z—1 21

(b) Para a circunferéncia centrada em zy = —i, define-se f(z) = ¢*/(z — i), a qual € novamente
analitica dentro e sobre C'. Entao, usando novamente (6.23) resulta

z d —1 )
yﬁ ( c ) c :27rz'f(—i):2m'e - = —qe” ' = —7m(cos1 —isenl).
c

z—1) z+1 -2

A féormula integral de Cauchy pode ser generalizada para derivadas de ordem mais alta de
f (2). Isto é descrito pelo teorema a seguir.
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Teorema 6.17 (Formula integral de Cauchy para derivadas de ordens mais altas). Seja
f(z) uma funcgao analitica em uma regido simplesmente conexa R e zy é um ponto qualquer no
interior de R, a qual é delimitada pelo contorno simples C, entGo

n ! f(z)d
£ (20) = néj((z))fﬂ (6.25)

o 211 Z— 20
e as derivadas de f(z) em zy existem em todas as ordens.

Demonstra¢do. Uma prova simples, porém incompleta, do teorema (6.25) pode ser feita por inter-
médio da indugdo matematica. Derivando-se ambos os lados de (6.24) em relacao a z, obtém-se

R f(s)
f(z)—mﬁ(s_zﬁds'

f//(z)_ 2! %C f(s) ds.

Derivando-se novamente,

T 2mi (s — 2)3
E assim sucessivamente, resultando, para a derivada de ordem n, na férmula (6.25). A demons-
tracdo completa desta formula integral pode ser obtida na bibliografia citada. O

A féormula (6.25), obtida para uma regido simplesmente conexa, pode ser estendida para o
caso onde o contorno simples C € substituido pelo contorno B da figura 6.13, composto por um
contorno exterior C' e por um conjunto {C;} de contornos interiores. Para tanto, basta assumir
que em (6.25) o ponto z, pertence ao dominio definido por B e que f(z) é analitica neste dominio.
Desta forma, a férmula integral de Cauchy pode ser estendida a regides multiplamente conexas.

Exemplo 6.12. Calcule

2z
55 L
c(z+1)
sendo C' um contorno simples que nao passa por z = —1. Considere 2 casos: (a) C nao envolve
z=—1¢€ (b) C envolve z = —1.
Solucado.

(a) Neste caso, a funcao f(z) = ¢2*/(z + 1)* é analitica dentro e sobre C. Portanto, pelo teorema

de Cauchy,
2z
i
c(z+1)

(b) Chamando agora f(z) = e%*, esta funcdo € analitica dentro e sobre C. Portanto, de acordo
com o teorema (6.25),

QZd 2mi 2zd 3
-(/Ig e 24 _ l,lf(?’) (_1). Como f(3) (_1) — 86—27 resulta 55 67’24 — je‘%’,
c(z+1) 3! o (z+1) 3

6.8 REPRESENTACAO EM SERIES DE FUNCOES ANALI-
TICAS

Sera apresentado agora um ponto muito importante: a representacdo em séries de funcdes
analiticas. Inicialmente sera discutida a nocao de convergéncia de uma série complexa. Grande
parte das definicdes e teoremas validos para séries de termos reais podem ser aplicadas as séries
complexas com uma pequena ou nenhuma modificacao.

6.8.1 SERIES COMPLEXAS

Nesta secao, serdo consideradas séries complexas em geral, cujos termos sdo fungdes com-
plexas,

@)+ fa(2)+fa(z)+- 4 falz)+--. (6.26)
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A soma dos n primeiros termos desta série,
Su(2) = fi(2)+ 2 (2)+ f3(2) -+ [a (2) =D fi(2),
=1

¢ denominada a n-ésima soma parcial da série (6.26). A soma dos termos restantes, partindo
do (n + 1)-ésimo termo, ¢ denominada de resto da série.

6.8.1.1 CONVERGENCIA DA SERIE

Associa-se agora a série (6.26) a sequéncia de suas somas parciais Sy, Sz, ..., S,. Se esta
sequéncia de somas parciais € convergente, entdo a série converge; se a sequéncia € divergente,
entdo a série também diverge. De uma maneira mais formal, a série (6.26) € dita convergente
a soma S(z) em uma regido R do plano complexo se para qualquer € > 0 existe um inteiro N,
dependente de ¢ e do valor de z sob consideracao, tal que

|Sy (2) — S (2)| < € para todo n > N.
Neste caso, escreve-se

n—roo

S(z)= lim S, (2) =Y fal(2). (6.27)
n=1

A diferenca S, () — S (z) € o resto R, (z). Assim, a definicdo de convergéncia da série (6.26)
demanda que
li_>m |R, (z)] = 0.

Teorema 6.18 (Teoremas de convergéncia). Os seguintes teoremas de convergéncia sao vdli-
dos:

1. Uma condicdo necessaria, mas nao suficiente, para que S, (z) convirja no limite n — oo é
lim f, (z) =0.
n—oo
2. A multiplicacdo de cada termo de uma série por uma constante ndao nula nao afeta a
convergéncia, assim como a remocao ou adicdo de um numero finito de termos.

3. Uma condicao necessaria e suficiente para que a série de termos complexos
S FaR) = AR+ fa () fa () H ot (2
n=1

seja convergente € que as séries das respectivas partes reais e imaginarias dos termos f,, (z)
sejam convergentes. Além disso, se

iRefn € ilmfn
n=1 n=1

convergem as respectivas funcoes R (z) e I (z), entao a série complexa converge para S (z) =
R (z) + I (2).

6.8.1.2 CONVERGENCIA ABSOLUTA

Se os valores absolutos dos termos em (6.26),
Sl @I =A@+ 2@+ 1fs )+ + | (2)] +--
n=1

formam uma série convergente, entao a série (6.26) € dita absolutamente convergente.

Se a série (6.26) converge, mas nao € absolutamente convergente, entao esta ¢ dita condicio-
nalmente convergente. A partir da definicdo de convergéncia, pode-se demonstrar os teoremas
a seguir.

Teorema 6.19 (Teoremas de convergéncia absoluta). Os seguintes teoremas sdo vdlidos.
1. Se > > | |fn (2)] converge, entdo Y | f, (z) também converge (condicdo suficiente).

2. A soma, diferenca ou o produto de séries absolutamente convergentes é convergente.
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6.8.1.3 CONVERGENCIA UNIFORME

Seja
Ry (2) = fag1(2) + far2 (2) + - = 5(2) = Sa (2)

o resto da série S (z), dada por (6.27), sobre uma regiao R. A série S (z) é dita uniformemente
convergente em R se, dado um numero real positivo ¢, € possivel encontrar um numero inteiro
positivo N, tal que para todo z € R,

R, (2)] = 1S (2) — Sn (2)| < ¢, para todo n > N.

6.8.2 TESTES DE CONVERGENCIA

Os testes de convergéncia determinam uma condicdo necessaria e suficiente para a conver-
géncia de uma determinada série. Ha varios testes, dentre os quais os principais serdo citados
abaixo sem as demonstracéoes, as quais podem ser obtidas na bibliografia recomendada.

6.8.2.1 TESTES DE CONVERGENCIA ABSOLUTA

Para testar a convergéncia absoluta de uma série, os seguintes testes existem:

Teste da comparacdo. Se >~ g, (z) converge absolutamente em R e |f, ()| < |gn ()],
entao ) ° | f, (z) também converge absolutamente.

Teste da razao. Dentre todos os testes de convergéncia, o mais util é o teste da razao, o qual
se aplica a séries complexas, além de séries reais. Dada a série Y -, f, (z), esta converge
absolutamente na regiao R se

fnJrl (Z)

e diverge se |r (z)| > 1. Quando |r(z)| = 1, este teste nao fornece informacao conclusiva a
respeito da convergéncia da série.

0<|r(z)]= lim

n— oo

<1 (6.28)

Teste da raiz. Dada a série > -, f, (z), esta converge absolutamente na regiao R se

lim

0<|r(z

Vfn (2 ‘<1

7

e diverge se |r (z)| > 1. Quando |r(z)| = 1, este teste ndo fornece informacao conclusiva a
respeito da convergéncia da série.

Exemplo 6.13 (Teste da razao). Mostre que a série complexa

o0

S(z) = Z (2_" + ie_")

n=0
converge.

Solucgédo. Pode-se aplicar o teste da razao separadamente para as partes real e imaginaria:

2—n—1
271,

1
=-<1
e

=-<1e lim

2 n—00

e—n—l
lim
n—oo

e?’l

Portanto, a série converge absolutamente.

6.8.2.2 TESTE DE CONVERGENCIA UNIFORME
O seguinte teste verifica a convergéncia uniforme de uma série.

Teste de Weierstrass. Se |f, (z)| < M,, sendo M, independente de z em uma regiao Re -, M,
converge, entdo » ., f, (z) converge uniformemente em R.
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6.8.3 SERIES DE POTENCIAS E SERIES DE TAYLOR

Séries de poténcias constituem-se em uma das mais importantes ferramentas da analise
matematica em geral e da teoria de func¢dées complexas em particular. Isto porque séries de
poténcias com raios de convergéncia nao nulos podem sempre representar funcées analiticas.
Como exemplo, a série

S1(2) = Z an2" (6.29)
n=0

claramente define uma funcao analitica, desde que a série convirja.
Nesta secao, o interesse estara restrito as séries que apresentam convergéncia absoluta.
Neste caso, o teste da razao (6.28) demanda que

Ap+1
Qp

= lim
n— o0

O resultado acima mostra que a série ira convergir absolutamente para todos os pontos z cujos
modulos satisfazem a condicéo |z| < R, sendo R o raio de convergéncia da série, definido por

anJrl
Qn

— = lim . (6.30)

n—oo

A série (6.29) esta centrada na origem do plano complexo; assim, o raio de convergéncia R
em (6.30) define uma circunferéncia centrada na origem. De forma similar, a série

S2(2) =Y an(z—2)" (6.31)
n=0

converge para todos os pontos z dentro da circunferéncia de raio R centrada em z.

A série de poténcias mais importante na analise matematica € a série de Taylor. Na analise
complexa € possivel realizar-se uma expansao de Taylor para toda e qualquer funcao analitica.
Esta propriedade é devida ao homénimo teorema de Taylor,® exposto a seguir.

Teorema 6.20 (Teorema de Taylor). Seja f(z) uma funcgao analitica sobre a regido R, delimitada
pela circunferéncia C centrada em a e de raio Ry. Se z é um ponto interior a C, entdo f(z) pode ser
desenvolvida em uma série de poténciascentrada em z = a,

"(a 9 () (g " > ) (g N
f(z):f(a)+f’(a)(z—a)+f2(!)(z—a) +~-~+fn!( )(z—a) +--~:Z%fn!( )(z—a) , (6.32)

a qual converge para f(z) quando |z — zg| < Ry. Esta série é denominada Série de Taylor.
Demonstragéo. Seja z qualquer ponto interior a circunferéncia Cy. Portanto, se |z — a| = r, entao
r < Ry. Seja agora uma outra circunferéncia C;, centrada em a e de raio r;, tal que r < r < Ry.

Uma vez que z esta dentro de C; e f(z) é analitica no interior e sobre C;, a férmula integral de
Cauchy (6.24) é valida, a qual € escrita da seguinte maneira:

= g Lt L Sl ] ! ”

C2mi Jo, w—z  2mi w—a)|l—(z—a)/(w—a)

Nota-se que, na integral acima, como w esta sempre ao longo do contorno C; e z € um ponto
interior a (4, entao

zZ—a

<1, Yw.

w—a
Agora, a partir da férmula de progressao geométrica
1— qn—i-l 1 qn+1

Lt a ot = 1-q 1-q 1-¢

valida para g # 1, obtém-se

n+1

1
=g+
1—gq 1—gq

3Devido ao matematico inglés Brook Taylor (1685 — 1731).
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Identificando-se entdo ¢ = (2 —a)/(w —a), e inserindo a progressao geométrica resultante na
formula integral acima, resulta

1 fw)dw (z—a) fwdw (z—a) f(w) dw
f(Z)_2m¢C1 (w_a)+ +

21 Jo, (w —a)? 2mi o (w—a)®
Lt fwdw | (z—a)" f (w) dw
+ + 21 ¢Cl (w _ a)n+1 + 2ri él (U) _ a)n—i-l (’LU _ z) .

Contudo, nesta situacao as formulas integrais de Cauchy (6.25) garantem que

1 fwde ) (a).
b

271 w — a)nJrl B n! ’

portanto, pode-se escrever a expressao para f(z) como

f"(a)
2!

()

n!

f(z) = fla)+ f'(a) (z — a) + (z—a)+ -+ (2 —a)" + Rn (2),

sendo

z—a)"! w) dw
Ty g (Y

271 — )" (w—2)
o resto do desenvolvimento de f(z) na forma de um polinémio de grau n. Porém, uma vez que
|z —a|=re|w—a|l =r em C}, nota-se que

lw—2z|=|(w—a)—(z—a)| Z|w—a|—|z—a|=r  —r>0.

Em consequéncia, se M > 0 € o médulo do maior valor de f(z) ao longo de C, pode-se estabelecer
um limite superior para |R,, ()|, dado por

(z—a)"" 5’5 f (w) dw
c (w

2mi Y (w—2)

Ry (2)] =

1

M Mr [ r\"
—a \r]’(rl—r)_rl—r< ) '
Portanto, como r/r < 1, se n — oo, o resto da série resultante tendera a zero,
lim R, (z) =0,
n—oo
e a série converge uniformemente para f(z), o que demonstra o teorema de Taylor. O

No caso particular onde a = 0, a série de Taylor (6.32) para f(z) é denominada série de
Maclaurin.*

Com as foérmulas integrais de Cauchy (6.25) e a série de Taylor (6.32), ficam estabelecidas
duas propriedades fundamentais das fung¢ées analiticas:

1. Elas possuem derivadas de todas as ordens.
2. Elas sempre podem ser representadas por uma série de Taylor.

O mesmo nao pode ser dito sobre as funcdes reais; existem func¢ées reais que possuem derivadas
de todas as ordens, mas que nao podem ser representadas por uma série de Taylor.

As principais propriedades de séries de poténcias podem ser resumidas nos seguintes teore-
mas.

Teorema 6.21. Os seguintes teoremas sobre séries de poténcias sao validos:

1. Uma série de poténcias converge uniformemente e absolutamente em qualquer regiao inte-
rior ao seu raio de convergéncia.

2. Uma série de poténcias pode ser diferenciada termo a termo em qualquer ponto interno ao
seu raio de convergéncia.

3. Uma série de poténcias pode ser integrada termo a termo ao longo de qualquer curva C,
desde que C esteja contida dentro do seu circulo de convergéncia.

4. Uma série de poténcias representa uma funcao analitica em cada ponto de seu circulo de
convergeéncia.

4Colin Maclaurin (1698 — 1746), matematico escocés.
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6.8.4 SERIES DE TAYLOR DE FUNCOES ELEMENTARES

Séries de Taylor de funcées analiticas sdo similares as series de funcdes reais. Em geral,
basta trocar a variavel independente real pela variavel complexa z para que as séries reais sejam
continuadas® para o plano complexo. A lista a seguir mostra as séries de Taylor de algumas
funcodes elementares; no caso de fungdes plurivocas, a série apresentada representa o ramo
principal.

1 o0
1+z:7;0(71)n2” =1—z+22—-.., 2| <1 (6.33a)
L o= 2" 22
e :E:OE =1+Z+§+“‘, ER (6.33b)
_ o (_1)n22n+1 _ Z3 25
Senz—;m _?—’_5_.”7 |Z|<OO (6.33¢)
(1) 22 22 24
oo Z2n+1 2,3 Z5
senhzzgm :Z+§+§+’ |Z|<OO (6.336)
o0 Z2n 22 24
COShZ:ZO(Qn)! :1+§+E+'~, |z] < o0 (6.33f)
e -1 n+l n 2 3
In(1+2) = ()TZ :z—%+%—---, 2] < 1. (6.339)
n=0

6.8.5 SERIES DE LAURENT

Em muitas aplicacdes, € comum deparar-se com fungdes que nao sido analiticas sobre todo
o plano complexo.® Tipicamente, estas fun¢des ndo sdo analiticas em um ou varios pontos ou
até em uma regido do plano. Por consequéncia, séries de Taylor ndo podem ser empregadas
nas vizinhancas destes pontos. Contudo, em muitos casos, uma representacio em série con-
tendo poténcias tanto positivas quanto negativas pode ainda ser obtida, a qual € valida nesta
vizinhanca. Esta série é denominada série de Laurent e é valida para aquelas func¢des que sao
analiticas dentro e sobre um anel caracterizado pelos raios R; € Ry (R; < R»); isto é, a funcao é
analitica nos pontos

Ry < |z — 20| < Ry,

sendo z = ¢ um dos pontos singulares da funcao. Esta situacdo esta representada na figura
6.17a. A série de Laurent foi obtida pela primeira vez pelo matematico francés Pierre Alphonse
Laurent (1813 — 1854).

Teorema 6.22 (Série de Laurent). Seja f(z) uma fun¢do analitica ao longo dos contornos cir-
culares concéntricos C; e Cy, de raios R, e Ry (R1 < R»), respectivamente, ambos centrados em
z = zg, bem como na regiao anelar delimitada por C; e Cy. Entéo em cada ponto z nesta regido, a
fungdo f(z) pode ser representada pela série

Z“ n Z‘” b,
f(Z) = Z an (Z — Zo) + P m, (6.34&)
onde
1 f(z)dz
e, o
_ 1 f(z)
b, = omi o, WdZ7 (6.34¢)

5Ver secao 6.10.
6Isto é, nao sao inteiras.
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Figura 6.17: (a) Anel R1 < |z — 20| < R2 que representa a regido de analiticidade da fungdo. (b) Contornos de
integracdo interior (C1) e exterior (C2), utilizados para a derivagio da série de Laurent.

sendo cada contorno de integracdo realizado no sentido anti-horario.

Demonstracdo. Realiza-se a integracio ao longo do contorno mostrado na figura 6.17b. Como
f(2) é analitica ao longo e no interior do contorno e z € um ponto que pertence a esta regido, a
férmula integral de Cauchy (6.23) pode ser utilizada, resultando em

f(z)fi f(w)dwii f(w)dw.

2mi Jo, w—2z 2mi Jo, w—2z
Na primeira integral, escreve-se

11 11 i z—z
w—z w—zy]_ Gz w— z ¢ w—2y)
(w—z20) =0

sendo que a ultima identidade € valida porque |z — zp| < |w — 29| = Rz, para todo w ao longo de
C>. Ja na segunda integral, escreve-se

1 1 1 (| i w -z’
w—z_z—zo—(w—zo)_z—zol_%_z—zoj_o 2=z )
zZ—Z0 -

sendo que agora a ultima identidade é valida porque |w — zp| = R; < |z — 2z9|. Entao, pode-se

escrever f(z) como
RSN I B O S COL I 1 f(w)dw |
7 Z[%iéﬂ —ZOV‘“]( . 2m'§é~1 <w—zo>‘j] (o= 2 "

=0 w

[M]8

J

Il
o

_ > 1 f(w) dw Y > 1 f(w) dw 1
Z [27”' 550 (w— ZoV“} S Z 2mi §é (w - m)‘j“} (2= 20)”’
de onde resulta (6.34). O

Em (6.34a,b), a série com os coeficientes {a,} é denominada a parte analitica, ao passo
que em (6.34a,c) a série com os coeficientes {b,} é denominada a parte principal da série de
Laurent. Se a parte principal for nula, a série de Laurent se reduz a série de Taylor (6.32).

Uma vez que as funcoes f(z)/(z — 20)" "' e f(2)/ (z — 20) """ sdo analiticas sobre toda a regizo
R na figura 6.17b, qualquer contorno simples fechado C contido dentro deste anel pode ser
usado como caminho de integracdao, desde que percorrido no sentido positivo, no lugar dos
contornos circulares C; e (5. Assim, a série de Laurent (6.34) pode ser generalizada como

[e.°]

f(z)= Z en(z—20)", (Ri1<l|z—20<Ra), (6.35a)

n——oo
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sendo
cn—-glﬁﬁ _fz)dz (n=0,4+1,+2,...). (6.35b)
c (2

= o _ Zo)n+1a

6.8.6 TEOREMAS DE EXISTENCIA E UNICIDADE

A seguir serao apresentados, sem demonstracao, dois teoremas de existéncia e unicidade
das séries de Laurent. Demonstracoes destes teoremas podem ser encontradas na bibliografia
citada.

Teorema 6.23 (Teorema de existéncia). A série de Laurent (6.35a,b) de uma funcéo f(z), ana-
litica na regido anelar Ry < |z — z9| < Ra, converge uniformemente para f(z) para p; < |z — zo| < pa,
sendo Ry < p; € Ry > po.

Teorema 6.24 (Teorema de unicidade). Dada uma funcdo analitica f(z), se esta pode ser re-
presentada pela série uniformemente convergente

f(2)= Y balz—20)"

n——0oo

na regido anelar Ry < |z — z9| € Rs, ent@o b, = ¢,, paran = 0,+1,+2,..., sendo o coeficiente ¢,
dado por (6.35b).

6.8.7 ALGUMAS TECNICAS DE CONSTRUCAO DE SERIES DE TAY-
LOR E LAURENT

Nos exemplos a seguir, serao ilustradas algumas das técnicas mais comuns para a construcao
das séries de Taylor e Laurent. Em muitas situagdes, nao ocorre a necessidade de se calcular
explicitamente os coeficientes {¢,} da série, pois o teorema de unicidade acima garante que
qualquer série que represente uma funcao f(z) €, de fato, a tnica série de Laurent para a
mesma. Usualmente, para se obter a série de Laurent de uma dada funcao f(z), basta fazer uso
de expansoées de Taylor de funcdes conhecidas e realizar substituicdes de forma apropriada.

Exemplo 6.14 (Uso de séries geomeétricas). Seja

Sabendo-se que

G 1
1 A=) = <1),
+z4+z2z8+27+ n_oz T (2] )

pode-se escrever, para |z| < |al:

fz) = — :—%l_lz/a:—ézg)n, (I <'lal).
n=0

Z—a

Esta é a série de Taylor de f(z) em torno de z = 0. Seu raio de convergéncia é R = |a|, porque a
uma distancia R da origem existe o ponto z = a, onde f(z) nao é analitica. Este € o tiinico ponto
onde f(z) nao € analitica.

Portanto, f(z) deve possuir uma série de Laurent em torno de z = 0 valida para |z| > |a].

Escrevendo-se
1 1 1

z—a:;1—a/z’

f(z) =

se |z| > |a

a/z| < 1 e é possivel desenvolver:

1 —1a/z - 7; (g>n
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Portanto,

fe) = 72() ZZZL, (11 > Jal)

=0

Esta € a série de Laurent desejada.
A funcao f(z) pode ser espandida por este método em torno de qualquer ponto z = b:

1 1 w=z—b 1
f(z):z—a:(z—b)—(a—b) w—(a—1b)’ (b#a).
Entao,
1 & w" >
f(z)zia_b;(a_b)n b;) n7 |Zib|<|aib|)
ou

oo

Z _W, (1= b > |a = b))

Exemplo 6.15 (Decomposicio em fragées racionais). Seja

1
—(2+i)z+2i

1) =

Esta funcdo nao € analitica nos pontos z = i e z = 2; portanto, ela deve possuir uma série de
Taylor em torno de z = 0, valida para |z| < 1 e duas séries de Laurent em torno de z = 0, validas
para 1 < |z| < 2 e |z| > 2, respectivamente. Para se obter estas trés séries, usa-se a identidade:

1 1 1 1 1
f(z)_ZQ(2+i)z+2i_(zi)(22)_2i(22 zz)

Para |z| < 1. Neste caso, pode-se usar diretamente a série geométrica:
1 11 1= 2\
=—c =—z =) <2
2—2 21-2z/2 2;_‘5(2) (2] <2)
: Z (sl < 1).
= =1 z
z—1

Subtraindo as séries, pode-se colocar em evidéncia fatores proporcionais 4 mesma poténcia

de z, ) i
212 - “Z( ) _iz_%(_"z)" == [Qiﬁ(—l)"i"“ e

z—1
n=0

de onde se obtém a série de Taylor de f(z), valida para |z| < 1.
Para 1 < |z| < 2. Neste caso, escreve-se:

1 1 1

1 n 9
2—2’751—2/2* 2 (5) (12 <2)
11 1 o "
- 1
z—1 zl—z/z zg > (21> 1).

Subtraindo-se ambas as séries, obtém-se a série de Laurent para 1 < |z| < 2.

C: ”Mg

Para |z| > 2. Neste caso, escreve-se:

1 1 1 1o (2)"
= — = - — 2
z2—2 2z1-2/z z%(z) (121> 2)

11 1 12"" i\"
z—i zl—i/z =z <z> (12> 1)

n=0

Subtraindo-se ambas as séries, obtém-se a série de Laurent para |z| > 2, a qual é composta
somente pela parte principal.
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Exemplo 6.16 (Uso de séries de Taylor conhecidas). Fazendo-se uso das séries de Taylor
para as funcdes e* e sen z, expressodes (6.33b) e (6.33c), respectivamente, as seguintes séries de
Laurent podem ser obtidas:

sen (2%) 1 i (—1)" zi4n—2 1 22 6 210

A 2t g :?‘§+5‘?+“" 21> 0
e 1 1 a2 1
S=a Tt =ats + +3|+—+ 2zl >0
n=2
o0
1 11 1
1/z _ _ _ R
‘ _1+z:1n!2” _1+z+2!22+3!z3+ o >0

Exemplo 6.17 (Obtencao da série de Laurent por diferenciacao). Seja, por exemplo,
1
(z-1*

Para esta funcao, nao se pode aplicar diretamente a expressao para a série geométrica. Contudo,
sabendo-se que para z # 0
1 _d 1
(z—1)* dz\1—-2z)’

agora pode-se usar a série geométrica, resultando

0= ()

Esta série pode ser diferenciada termo a termo dentro de seu circulo de convergéncia (|z| < 1),
de onde se obtém:

£() =

oo

1 .
z) = = n+1)2" =1+22+322 44254 ..
f(2) o) "E:O( )

Exemplo 6.18 (Obtencao da série de Laurent por integracao). Seja, por exemplo,

fE)=In(Q+z2)=In|1+z| +iarg(1+2),
onde se assume que o plano z fica restrido ao ramo principal da func¢ao logaritmica.

Sabendo-se que

d 1 * dw
—In(1 — tao In(1 =
P n(l+2z2)= s entdo In (1 + 2) S Trw
pode-se desenvolver
1 :1—z+22—z3+z4—|—-~-:§:(—1)” "ozl < 1),
1+2 =

e integrar termo a termo:
z o0 (71)'”« Z’n+1 2'2 ZS Z4
In(1 = 772: w™d :E A -4y
nlite)= 2 / R A T R

6.8.8 SERIES DE LAURENT DE FUNCOES ELEMENTARES

Sem demonstracio, apresenta-se a seguir algumas séries de Laurent de func¢des elementares
desenvolvidas em torno de zy = 0:

z 22 270 —n"ltomp,
cotanz =— — g — % — % ____ <)(2n)2 n—1 _ (|Z| < 7T) (636&)
3 2 5 22nB n
cotanhz—7+§—i—5+9i5f~'+ﬁ2” Lo (lz| <m)  (6.36Db)
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1z 72 3120 (—1)" 222 —1) Bay o,
_1 E F L ow n=ly ... 6.36
cosecr =2+ 5 360 T 15120 T (2n)! o (sl <m)  (6.360)
1 =z 723 312° 2 (22771 — 1) By,
T T LA - -1y 6.36d
cosech z 5 + 360 15120 + 2n)! z + (| <m), )

sendo {B,} os numeros de Bernoulli,” dados por

1 n—1 Bk

1 1
By=1,Bi=——, By = B,=—-——,Bs=—, By,_1 =0, B, =—nl! > 2).
o=1 5B 5 B2 4 » Be = 155 Bana 0 nkzzok!(” (n>2)

1
6 30 +1—k)!

6.8.9 CLASSIFICACAO DE SINGULARIDADES

Na secdo 6.8.7 observou-se que sempre que a funcao f(z) possui alguma singularidade em
um dado ponto zy, a sua série de Laurent desenvolvida em torno deste ponto possui uma parte
principal nao nula, a qual pode conter um numero finito ou infinito de termos. O numero de
termos contidos na parte principal serve como um critério adicional, alternativo aos critérios
definidos na secao 6.4.7, de classificacao do tipo de singularidade que f(z) possui em zj.

6.8.9.1 PoLos

Se a série de Laurent da funcao f(z) possuir um numero finito de termos na sua parte
principal, entdo esta singularidade € um polo, cuja ordem € dada pela poténcia mais alta na
parte principal.

Exemplo 6.19 (Polos). A funcao

e?? e? 2¢? 2¢? 4 5, 2,
z) = = =+ + +-e“+-e“(z—1)+--- (6.37)
/z) (z—-1°* (:-1° (z-1)* =z—-1 3 3 =1

possui um polo de ordem 3 em z = 1.

6.8.9.2 SINGULARIDADES ESSENCIAIS

Se a série de Laurent da funcédo f(z) possuir um numero infinito de termos na sua parte
principal, entdo a funcao possui uma singularidade essencial.

Exemplo 6.20 (Singularidades essenciais). A func¢ao

1 1
fR)=el =14 -+ 5+

z 2122 3123 o

possui uma singularidade essencial em z = 0.

6.8.9.3 SINGULARIDADES REMOVIVEIS
Neste caso, a série de Laurent de f(z) possui apenas parte analitica.
Exemplo 6.21 (Singularidades removiveis). A funcao

sen z z z z
_ — 142 _Z 4.
1) == TS

possui uma singularidade removivel em z = 0.

7Ver mais detalhes na secdo 5.1.2.1.

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 04/2010 Impresso: 20 DE MARCO DE 2025



cariTuLo 6. Funcdes de Uma Varidvel Complexa | 263

6.9 INTEGRACAO NO PLANO COMPLEXO PELO METODO
DOS RESIDUOS

Nesta secdo, o teorema de Cauchy sera estendido a casos onde o integrando nao € analitico;
por exemplo, se o integrando possui pontos singulares isolados. Cada singularidade isolada
contribui com um termo ao resultado da integral, sendo este termo proporcional ao residuo
da singularidade. Esta propriedade, discutida pelo teorema dos residuos, € muito util para o
calculo de integrais definidas, nao somente no plano complexo, mas também puramente reais.
Em muitas situagdes, o teorema dos residuos consiste no tiinico método conhecido de solucao da
integral. O mesmo teorema também ¢ 1itil na solucao de certas equacoes diferenciais ordinarias
ou parciais.

6.9.1 RESIDUOS

Seja f(z) univoca e analitica no interior e sobre um contorno fechado simples C, exceto em
um ponto z = zy, o qual por hipétese € interno a C. Se o ponto 2z, € uma singularidade isolada
de f(z), entdo existe, de acordo com o teorema 6.22, um numero real R; > 0 tal que para
0 < |z — 20| < Ry a funcgao f(z) pode ser desenvolvida em termos de uma série de Laurent (6.35),

- n C-1 C—2
z) = cn(z—2z9) + + + e, (6.38)
(= enle=m) + =t
onde
. L% f(z)dz
“n o C (Z _ ZO)TL-'rl .
Em particular, para n = —1 obtém-se que

=5 56 f(z (6.39)

O nuimero complexo c¢_1, o qual é o coeficiente de 1/ (z — z9) na expanséo (6.38), € denominado o
residuo de f(z) no ponto singular isolado z,.

Este resultado também pode ser obtido de uma maneira mais formal integrando-se (6.38) em
ambos os lados ao longo de C:

c_2
dz cnygdz z— 2 ygdz +y§dz7+m
§I§ f(z Z 0) PR A ———

n=0
De acordo com o teorema de Cauchy (teorema (6.10)) ou com o exemplo (6.9),

d
% 7zn+1 = 2midno,
c (z — 20)

resultando em

56 dz f(z) = 2mic_q,
C

de onde resulta o residuo (6.39).
E comum usar-se também a notacio

Res f (2o ——&Igf )dz = c_1.

211

A formula (6.39) consiste em um método poderoso para calcular certas integrais ao longo de
contornos simples fechados. Para tanto, basta conhecer o valor do coeficiente ¢_; da série de
Laurent associada a funcao que esta sendo integrada.

Exemplo 6.22. Calcule a integral

% (e_dz sendo Cdefinido por |z| = 2.
c

2
z—1
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Solucdo. O unico ponto singular do integrando € z = 1, um polo simples interior a circunferéncia
|z| = 2. Desenvolvendo e * em uma série de Taylor em torno do ponto z = 1, resulta a série de
Laurent

e ? e ! el L= (=D)" o
= - +e” z2—1D""", (lz—1] > 0),
e oite BT (-0
cujo residuo em z = 1 é c_; = —e~!. Portanto,

§I§ e *dz __@
c(z—1)° e

55 exp (12> dz
C z

ao longo do mesmo contorno do exemplo anterior.

Exemplo 6.23. Calcule a integral

Solucao. O ponto singular do integrando agora € z = 0, a qual € uma singularidade essencial.
Empregando a série de MacLaurin para e®, pode-se escrever

1 1 1 1
exp(z2>:zn!z2n=1+z2+w+--~,(|Z|>O).
n=0

Portanto, o residuoem z =0€é c_; = 0 e, assim,

§I§ exp <12) dz = 0.
C z

Observagdo. Se f(z) for uma funcgao analitica em z = z, o residuo Res f(z) = ¢_; €, obviamente
zero. Contudo, se zy for um ponto singular isolado, o residuo neste ponto pode ou nao ser nulo.

6.9.2 TEOREMA DOS RESIDUOS

Se uma funcao f(z) possui um numero finito de pontos singulares no interior de algum
contorno simples fechado C, a integral de f(z) ao longo deste contorno sera dada pela soma dos
respectivos residuos da func¢ao. Este resultado é garantido pelo teorema dos residuos de Cauchy,
descrito a seguir.

Teorema 6.25 (Teorema dos residuos). Seja f(z) uma func¢do analitica no interior e ao longo
de um contorno simples fechado C, exceto em um nitmero finito de pontos singulares isolados
21, ..., 2n localizados no interior de C. Se b; = Res f (z;) (j =1,...,n) s@o os respectivos residuos
de f(z) nestes pontos singulares, entéo

yﬁ f(2)dz=2mi > by = 2mi (by + by + -+ by) (6.40)
c im1

Demonstracéo. Considera-se o contorno exterior C' representado na figura 6.18. Deformando-
se este contorno com os segmentos de reta e as circunferéncias {C;} ilustradas na figura, o
contorno B = C + }; (—C;) passa a ser simplesmente conexo. Entao, de acordo com o teorema
de deformacéio do contorno (teorema 6.12), resulta

&chf(z)dz = i &chj f(z)dz.

Como f(z) possui uma expansio de Laurent (6.38) em torno de cada ponto singular z;, resulta
a expressao (6.40). O

6.9.3 CALCULO DE RESIiDUOS

Alguns métodos basicos de obtencao dos residuos de uma funcao f(z) serdo agora discutidos.

6.9.3.1 PRIMEIRO METODO: DIRETO DA DEFINICAO
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Figura 6.18: Contorno C wutilizado na demonstragio do teorema dos residuos. Os pontos {z;} (j =1,...,n) sdo
pontos singulares do integrando.

Calcula-se o residuo de f(z) no ponto z, direto da ¥
definicao (6.39),

1
- C
Resf (20) = 3= § S(2)a,
sendo C' o contorno que envolve somente o ponto singu-
lar z). Este método € pouco utilizado, mas pode ser util A
se f(z) tem a primitiva (F'(z) = f(z)) conhecida e possui ) - =

um ponto de ramificacdo em z = z.

Exemplo 6.24. Calcule residuo de f(z) =1/z em z = 0.
Solucdo. Esta funcdo possui a primitiva conhecida,
F(z) = Inz, sendo que o ponto z = 0 € um ponto de
ramificacdo, com a linha de ramificacdo ao longo do
eixo real positivo. No ramo principal, F(z) = Inr + 0,
onde z = re. Para evitar a linha de ramificacio, o con-
torno C deve ser inicialmente desconexo (aberto), sendo
o mesmo fechado por um processo de limite, conforme
mostra a figura 6.19. Assim,

Figura 6.19: Contorno de integrac¢io para o
exemplo 6.24.

1 Pde 1 Lo
Resf(zo—O)—%Bl)linA . ?—%égnA(lnB—lnA)—%l%z@W—e)—1.

6.9.3.2 SEGUNDO METODO: POLOS DE ORDEM m EM 2z = z,

Se f(z) é analitica no interior e ao longo de um contorno fechado simples C, exceto por um
polo de ordem m em z = 2, entao

1 dm— 1

Res £ (20) = =gy A, g

[(z = 20)™ f(2)]-

Demonstragdo. Se f(z) possui um polo de ordem m em 2 = 2, entao da definicao de polo (6.17) e
pela propriedade das séries de Laurent (6.37), segue ser possivel escrever f(z) = g(z)/ (z — 20)",
sendo g(z) uma funcao analitica em R. Entao

Res f (z) = % §é f(z)dz = QL §I§C (g(Z/)Tndz.

i z— 20)
Pela formula integral de Cauchy (6.25), resulta

1 dmfl

9"V (z0) = oy Jim e (e = 20)™ £

1
(m—1)!

Res [ (z0) =

O
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Exemplo 6.25. Calcule os residuos de:

z
@ f(z) = ——.
) (z—1)(z+1)
Solugédio. Os polos sao: z =1 (polo simples) e z = —1 (polo duplo). Entao,
Res f(1) = lim (z 1) ———— = -
(] = 11m (2 — = -,
=1 (z—1)(z+1)> 4
d 2 z 1
Res —1)= lim — Z+1 —_———5 | = ——.
t
) () = =
Solucdo. Ha somente um polo simples em z = 0, pois
lim ZtaI;z = lim Sene lim L =1.
z—0 Zz z—0 2z 2z—0c0sz

Portanto, Res f(0) = 1.

(c) f(z) = cot z.

Solugdo. Os polos sdo z = nw, 0s quais sao de primeira ordem. Entao,
zZ—nm

Res f (nm) = lim (z —nw)cotz = lim cosz lim =(-D"(-D)"=1.
z—=nm zZ—=nm z—=nm  SeNn z

6.9.3.3 TERCEIRO METODO: RESIDUO DE UMA FUNCAO RACIONAL

Este método se aplica quando a funcao f(z) possui um polo simples em z; e pode ser escrita
na forma racional
sendo p(z) e ¢(z) funcdes analiticas, com ¢ (z9) =0 e p(z) # 0. Neste caso,

, desde que ¢ (z0) # 0.
Demonstra¢do. Como zy por hipétese € um polo simples, pode-se escrever

p(z0) +p (20) (2 — 20) + P (20) (z — 20)2 J20 4

q(20) +¢ (20) (2 — 20) + q" (20) (2 — 20)* /21 + - -
g

(2 —20) f(2) = (2 — 20)

_ p(20) + 7' (20) (2 — 20) + P (20) (2 — 20)% /21 + - - -
q (20) +q" (20) (z — 20) /2! + - -

Entao,

. p (20)

R =1 — = .
€s f (ZO) zinzlo (Z ZO) f(Z) q/ (ZO)
O
Exemplo 6.26. Calcule o residuo em z = 0 para
eZ

1(z) = senz’

Solugéo. O residuo € dado por:
Res f(0) = c =1.
CosSz|,_g
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6.9.3.4 QUARTO METODO: PELO DESEVOLVIMENTO EM SERIE DE LAURENT

Quando z = zp € uma singularidade essencial, este € o tinico método disponivel. Deve-se
entdo primeiramente construir a série de Laurent de f(z) a partir dos métodos discutidos na
secao 6.8.7, ou a partir de outro método. Entdo, o residuo sera diretamente fornecido pelo
coeficiente c¢_, de acordo com a definicao (6.39).

Exemplo 6.27. Calcule o residuo de:
(@ f(z) =e'/* em z = 0.
Solugéo. De acordo com o exemplo 6.16,

L R (co1=1)
z 2122 3123 ’ ’
entao Res f(0) = 1.
(b) f(z) =e /% em z = 0.
Solugdo. Aqui pode-se usar novamente o exemplo 6.16, resultando

: 1 1 1
eV =1 =

z2+2!z473!z6+.”7(0_1:0)’

entdo Res f(0) = 0.

6.9.4 CALCULO DE INTEGRAIS DEFINIDAS OU IMPROPRIAS

O teorema dos residuos pode ser usado para calcular uma grande variedade de integrais,
tanto definidas quanto impréprias, reais ou complexas. E necessario, contudo, escolher-se o
contorno integracdo de uma forma adequada. Alguns do procedimentos mais frequéntes sao
ilustrados nas secoes seguintes. As integrais ilustradas podem aparecer em problema fisicos,
particularmente na solugdo de problemas de contorno em equacgédes diferenciais parciais.

6.9.4.1 INTEGRAIS DO TIPO I: FUNCOES RACIONAIS

Aqui serao consideradas integrais do tipo
N
/ (@) 1.
—0o D(2)

onde N(z) e D(x) sao dois polinémios reais que satisfazem as seguintes condicoes:

1. D(z) # 0,Vz € R, isto é, D(z) nao possui raizes no eixo real. Isto implica que o grau do
polinémio € necessariamente par.

2. O grau de D(z) é maior que o grau de N(z) por um fator de 2, no minimo.

A ultima hipétese € necessaria para garantir a convergéncia da integral.
Considera-se entdo a seguinte integral de contorno

R
56 N() dz = / N(z) dx + N() dz,
c D(2) —r D(z) cr D(2)
onde R > 0. As funcées N(z) e D(z) sao as continuacées analiticas® dos polindomios reais para
o plano complexo, obtidas pela substituicdo z — z. A curva simples Cr consiste em um semi-
circulo de raio R localizado ou no semi-plano complexo superior ou no inferior e que fecha o
contorno C com a reta [—R, R] no eixo real, conforme ¢ ilustrado na figura 6.20. Desta forma,
o contorno fechado C' pode envolver parte das ou todas as N raizes de D(z) no semi-plano su-
perior ({z;}, onde j =1,...,N) quando Cp esta nesta regido (figura 6.20a) ou os seus complexos
conjugados ({z,;}, j =1,...,N) quando Cr esta no semi-plano inferior (figura 6.20b). Ao se fazer
R — o0, o contorno C engloba todas as N raizes de D(z) em um dos semi-planos.
Portanto, pelo teorema dos residuos (6.40),

. N(z), . (%N . NGz, o o~ NG
Rlinoo?g D(2) dz = lim /_R D(x) dz + lim . D(2) dz = 27”; ResD(z)

8Ver secdo 6.10.

b

z=z;
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Figura 6.20: (o) Contorno Cr mo semi-plano superior. (b) Contorno Cr mo semi-plano inferior.

sendo {z;} as raizes de D(z) englobadas por C. Portanto,

NG [ NG)
o, Ao /CR D(z)°

> N(z) [ N() e z
D) dz Aim D@ dz m; ReSD(z

Mostra-se agora, por intermédio de um teorema, que a integral ao longo de Cr se anula
quando R — oo, bastando para isso que |N(z)/D(z)| — 1/ |2?| quando |z| — cc.

Teorema 6.26. Seja F(z) uma funcdo analitica ao longo do semi-circulo Cg, de raio R, tal que
|F(2)| < M/R*, sendo z = Re? e onde k > 1 e M sao constantes, entao

lim F(z)dz = 0.
R—o0 Cr

Demonstragdo. Pela propriedade (5) das integrais de linha (secao 6.5.2), sendo A = max (|F(z)|)
ao longo de Cr e L a extensao de Cg, entao

M M
. F(2)dz| < Rkﬂ'R = Rh1
Assim,
lim F(z)dz = lim F(z)dz| =0.
R—o0 CR R—o0 CR
O
O corolario a seguir particulariza o teorema 6.26 para polinomios.
Corolario. Seja F(z) uma fungdo racional,
Fz) = N(z)  apz" Fan 12"+ Farz+ ag
" D(2)  bpz™ b1z b bz by
comm = n+ 2, entao
R~>oo D
Demonstracdo. De acordo com o teorema 6.26, ao longo de Ckg,
N(z) z‘ < |an| R™ 4 |an—1] R":ll—&— o+ |agl <R,
cr D(2) || R™ = [brn—1[ R — -+ — [bo|
Entao o] B o]
. z T la,| R™ o |y, 1 _
A / D(2) | S B b R T A b, R
O
Assim, de acordo com o teorema 6.26, resulta
N
* N(x) . N(z)
dr = 27i Res (6.41)
D)™ 2 e

Z=Zzj5
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Im
Exemplo 6.28. Calcule a integral

< d
I:/,maﬂi—&:ﬁ’ (sendo a > 0).

Solugdo. Como F(z) = 1/ (2?4 a?) satisfaz a condicao
estipulada no teorema 6.26, entao
d —-R +R
 _—o

R—o0 Cr z4 4+ a

Por outro lado, as raizes de D(z) sao z = *+ia. Pode-se Figura 6.21: Contorno de integracio para in-
escolher Cr dentro do semi-plano superior ou inferior. tegrais do tipo I.
Escolhendo-se Cr conforme a figura ao lado, temos de

(6.41),
. 1
I = 27i Res (M)

Pelo método de calculo de residuos para func¢des que possuem polos no plano complexo, apre-
sentado na secao 6.9.3.2,

z=1a

. zZ—1ia o1 T
I =27 lim 5 5 = 2m—
z—ia 22 +q 2ia a

Se o contorno escolhido fosse no semi-plano inferior, o resultado seria o mesmo.

o0 2

feo THH1
Solugdo. A funcao F(z) = 22/ (2* + 1) novamente satisfaz a condi¢ao estipulada no teorema 6.26.
Agora as 4 raizes de D(z) sdo determinadas pela equacio z* = —1 = €', resultando em (ver eq.
6.10) 21 = e™/4, zy = €B7T/4, 23 = 57/* e z, = €/"™/4, Tracando novamente Cy no semi-plano
superior, somente sera necessario considerar as raizes z; € z;. Entao,

Z=22‘|
Pelo método apresentado na secao 6.9.3.3, resulta

2 2 —im/4 —i37 /4 i /4 —im/4
.[227T’L<21+22>:27TZ<6 +e ):ﬂ'e te :7rcos<§):l.
z

Exemplo 6.29. Calcule a integral

2

P 2

I =27i | Res

+ Res

4 4
z P 2441

4 4 2 4 V2
6.9.4.2 INTEGRAIS DO TIPO II: FUNCOES RACIONAIS DE FUNCOES TRIGONO-
METRICAS

Agora serao consideradas integrais do tipo
27
/ F (sen#,cosf)dl,
0

onde F (sen6,cosf) é uma funcao racional de senf e cos.
Realizando a substituicao ‘ ‘
z =€, dz=ie?do

e usando cosf = (' + ) /2 = (2 +1/2) /2 e send = (' — e /2i = (2 — 1/2) /2i, resulta

2m _
/ F(senﬂ,cos&)dﬂzyg dZF<Z 1/Z,Z+1/Z>’
0 c

o 12 21 2

sendo Cj a circunferéncia de raio unitario centrada na origem. Como F (z,y) é uma funcao raci-
onal, a integral complexa acima pode ser obtida a partir do teorema dos residuos, os quais serao
determinados novamente pelas raizes de um polinémio. Portanto, se o polinémio resultante no
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denominador possui N raizes dentro do circulo de raio unitario, determinadas pelo conjunto
{#z} (G =1,...,N),

2m N
: 1 z—1/z z4+1/z
/0 (sen®, cos ) df = 2mi Z Res [zz ( . )]

42
2 72 (6.42)

j=1 z=zj

Exemplo 6.30. Calcule a integral

27
cos 30
I = —df.
/0 5—4cos6‘d9

Solucdo. Realizando a transformacéao z = €', resulta

30 | o—i30 23423
39 = =
cos 5 5

1 [ dz 241 1 241
I=C — =5 dz :
2 Jo, iz 22 (52 — 222 — 2) 2 Jo, 22(22-1)(z—2)
O integrando possui os seguintes polos:
® z =0: polo de ordem 3.
* 2 =1/2: polo de ordem 1.
® 2 =2: polo de ordem 1 (fora do circulo |z| = 1).

Os residuos sao os seguintes:

T21 250 dz2

1 1 20 +1 65
F(z)=1 - _—
Res (2) zirf}z[(z 2) 23(22«—1)(2—2)} 24

1 21 65\
I=——omi(= -2} =T,
2 7”(8 24) 12

6.9.4.3 INTEGRAIS DO TIPO III: INTEGRAIS DE FOURIER

1 d? 20 +1 21
F(0)=—1i 3 ==
ftes F(0) = 5 lim [Z P22 1) (- 2)} 8

Portanto,

Tratam-se de integrais do tipo

I = / F(x)er*dz (k> 0),

— 00

onde F(z) é uma funcao racional que satisfaz as condi¢des do teorema 6.26. As partes real e
imaginaria do integrando determinam as integrais

I.= / F(x)coskxdr e I, = / F(z)senkxdx.

—0o0 —0o0

Novamente, é feita a hipétese de auséncia de singularidades de F(x) no eixo real. Quando é
necessario calcular integrais dos tipos I. ou I,, inicialmente substitui-se a integral em questao
por I, (ou I_, dependendo das singularidades de F(z)) e novamente calcula-se a integral ao
longo do semi-circulo ilustrado na figura 6.20a. Isto €, calcula-se

R
/ F(:L')e“”der/ F(z)e™dz| .

7§ F(2)e**dz = lim
e} -R Cr

R—o0

As condicdes que F'(z) deve satisfazer para que a integracao ao longo de Cr se anule para R — oo
sdo dadas pelo Lema de Jordan.
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Lema 6.1 (Lema de Jordan). Seja F(z) uma funcdo analitica ao longo do semi-circulo Cr, de raio
R, tal que |F(z)| < M/R®, sendo z = Re? e onde a > 0 e M sao constantes, entdo

lim F(2)e**dz = 0.
R—o0 CR
Demonstracdo. Sendo z = Re'?, entdo

/ F(2)e™dz = / F (Rew) exp (ikRew) iRe?df.
Cr 0

Pelas propriedades (5) e (6) da secao 6.5.2,

/ F (Rew) exp (z’kRew) iRewdQ‘ < / fF (Rew) exp (ik‘Rei(’) iRew’ de,
0 0

mas
exp (ZkRezG) _ eikR(cos O-+isen 6) < e—kRsenH’
portanto,
™ ) ) ) ™ ) ] M ™
/ F (Re™) exp (ikRe™) iReZed9’ < / |F (Re™)| e b Rag < Rt / e Msenb g,
0 0 0
20/ Como sen (7 —0) = senf, pode-se alterar o intervalo de
. integracao para [0,7/2]. Além disso, como mostra a fi-
b B v £ gura 6.22, sen > 20/ neste intervalo. Assim,
s sin 6 / F (Re™) exp (ikReie)z’Rewdﬁ‘
/’ 0
d oM [™/? ™
F < 72k39/7rd0: 1— —kR )
v RT ), € wre L7

mi2 Portanto,

Figura 6.22: Demonstracio grifica da ine- Rgnoo Cr (2)e z ’

sen 6 > <0< /2. ~
gualdade senf > 26/ em 0 < 6 < /2 0 que completa a demonstracio do lema.

Devido ao Lema de Jordan, o teorema dos residuos ga-
rante que

oo

I+:Ic+i15:/

— 00

F(x)e™™dx = 2mi Z Res [F (z;) %], (6.434a)
J
sendo {z;} os pontos singulares de F'(z) na regidao delimitada pelo contorno C ilustrado na figura
6.20.
Caso os pontos singulares de F(z) sejam tais que se faz necessario considerar-se Cr per-
correndo o semi-circulo no semi-plano inferior ilustrado na figura 6.20b, deve-se calcular entao
I_. As conclusdes sao similares as de I, salvo que os residuos sio computados no semi-plano

inferior e ‘
I_=1I,—il,=—2miy Res[F(z)e "], (6.43b)
J

Exemplo 6.31. Calcule a integral

I:/OO cosaxdx.
o 1+a?

Solugdo. Pode-se escrever

1 00 eiam
I ==-R ——dx.
2 e/,m1+x2 o

Identifica-se F(z) = 1/ (1 + 2?), e esta satisfaz as condi¢ées do Lema de Jordan, pois ao longo de

Cr,
1 1 Rooo 1

= g _
1+22 SR2—1 R?

|F(2)]

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 04/2010 Impresso: 20 DE MARCO DE 2025



272 | 6.9. Integracdo no plano complexo pelo método dos residuos

Os residuos de F(z) estdo em z = +i, sendo estes polos simples. Assim, de (6.43a),

o] eiom? eiam
/ 3 dx =271 Res | ——
oo 1+ 2 1+ 22

zZ=1

Portanto,

6.9.4.4 INTEGRAIS DO TIPO IV: INTEGRANDO COM POLOS NO EIXO REAL

Seja F(z) uma funcido meromdrfica, ou seja, uma funcao que possui apenas polos em um
dominio finito no plano complexo. Supde-se que F(z) possua, no minimo, um polo ao longo do
eixo real. Supode-se também que |F(z)| — 0 para |z| — co. Deseja-se calcular agora integrais do

tipo
/_Oo F (z)dx = /_00 chfxz):odx'

Devido a presenca do polo no eixo real, para que o teorema dos residuos permaneca valido,
o contorno de integracdo ndo pode passar pela referida singularidade; torna-se necessario, por-
tanto, que o contorno seja deformado nas vizinhancas do polo real. A partir desta situacdo surge
a definicao da parte principal de Cauchy da integral.

PARTE PRINCIPAL DE CAUCHY

Seja F(z) = f(z)/ (z — xp) uma funcao meromorfica que possui, no minimo, um polo simples
no eixo real em z = zy. Ao se considerar a integral f; F(z)dx, com a < xy < b tais que z = x9
é o unico polo de F(z) neste intervalo, a convergéncia desta integral depende da existéncia do

seguinte limite:
To—¢€ . b
Ipp = lim (/ &dZC‘F/ de) .
e—0t a T — X zot+e T — To

Diz-se que [ ' F(z)dx é convergente se e somente se /pp existe e € finito, caso contrario a integral
é divergente. O limite /pp pode existir, em algumas situacdes, mesmo se lim,_,,, f(z) — too. Isto
ocorre, por exemplo, se f(x) € simétrica em uma vizinhanca de z.

Caso Ipp exista e seja finita, esta define a parte principal de Cauchy da integral f(f F(x)dz, a
qual é representada pelos simbolos fab ou f;

P f) " f@) T f(x) " flx)
= dr = lim (/a dx —|—/m de) . (6.444a)

o T— X0 o T— o e—0+ T — X obe T—T

A parte principal de Cauchy no infinito existe se

@ T S e ([ @ * f(@)
fmx.m“:fmx.m“—fﬁ(ﬁm xaﬁmﬁLﬁxm“> (6.44b)

existe e € finito.

CALCULO DE INTEGRAIS DO TIPO IV
Para calcular integrais do tipo IV pelo teorema dos residuos, considera-se o contorno
O:F+V+(—R5IO —E)‘l‘(l‘o—i—é,R)

apresentado na figura 6.23, o qual € composto por um semi-circulo exterior I', dois segmentos
de reta ao longo do eixo real nos intervalos (—R,zo — €) € (2o + ¢, R), € do semi-circulo interior ~.
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Na figura 6.23, a curva I' foi tracada no LYy
semi-plano superior para englobar os polos {z;}
(j=1,...,N) de f(z). Caso estes polos se encon-
trem no semi-plano inferior, a curva I' pode ser
tracada nesta regiao. Supée-se também que € (> 0)
seja pequeno o suficiente para que nenhum dos
polos {z;} se encontre na regido interior da curva z
. :
Assim, pelo teorema dos residuos,

f(z) ARG QTI"LZReS (zf—(zx)o>

Z—X
c 0 =

-

Dividindo o contorno ' nas suas curvas consti- Figura 6.23: Contorno de integracdo para integrais

tuintes, do tipo IV.
R
1) ————dz+ 1) dr+ 1) dz = QTrZZ Res <f(z) > ,
r 2 — 2o _RT —Xo Z—(EO zZ— X0

Jj=1

Toma-se agora o limite R — oo, supondo que F'(z) ao longo de I" satisfaca as condicdes prescritas
pelo teorema 6.26. Neste caso, [, F(z)dz = 0. A integral ao longo de v pode ser calculada,
tomando-se para ela o limite ¢ — 0:

f a: —i—ee ; )
/Z*IO e—>0/ O eeda:_zwf(x0)7
ol

sendo neste caso suposto que f (zp) exista e seja finita. Este valor da integral em ~ é muitas
vezes denominado de semiresiduo de f (x) em xo.
Portanto, obtém-se o seguinte resultado para a parte principal,

][_O; xffwx)odx = 7mif (zo) + zmi Res (Zf(zzo>

j=1

(6.45a)

zZ=zj

Caso a func¢ao F(z) possua mais de um polo no eixo real, o resultado (6.45a) pode ser facilmente

generalizado. Sendo novamente {z;} (j =1,...,N) o conjunto de polos de F(z) fora do eixo real e
{z¢} (¢ =1,...,M) o conjunto de polos ao longo do eixo real, a forma generalizada de (6.45a) é
o M N
][ F(z)dx =mi Z Res F (xg) + 2mi Z Res F' (z;). (6.45b)

> =1 j=1

Exemplo 6.32. Calcule a integral

oo

senx
/ dx.
oo T

e
][ —dx.
oo T

A funcéo e¥*/z satisfaz as condicoes estabelecidas pelo Lema de Jordan, ou seja, ‘1‘ M/R*
(o > 0) ao longo de T'. Portanto, [ (¢*/z)dz = 0 e a equacao (6.45a) pode ser aplicada, de onde

resulta
o] eiw
][ —dx = im.
o T

Uma vez que e = cosx + isen x, obtém-se

o0
sen x
/ dr =m.
foo X
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Observacdo. Nota-se que, neste caso, f = [, pois z = 0 € uma singularidade removivel. E
interessante também que o mesmo resultado fornece

»00
cosx
][ dx = 0,
o T

o que € esperado, uma vez que o integrando neste caso € impar.

Exemplo 6.33. Calcule a integral

Solugédio. Novamente toma-se
&
F(z)= ——<

sendo que F(z) satisfaz as condi¢coes do Lema de Jordan e os seus polos sdo z = 0 e z = *a,
todos ao longo do eixo real. Neste caso, de acordo com (6.45b),

f ey = e 0 e @)+ s P

Calculando os residuos,

e? 1
Res F(0) = ==
es F(0) Zz(aQ—z)z:O a?’
eiz eia
Res F(a) = (z — =—
es F(a)= (z — a) @), 52
eiz efia
Res F(—a)= (z+a) @ =-53

Portanto,
e o resultado desejado fica

Observacgdo. Novamente observa-se também que

][OO cosz dx —0
o x(a?—z2)

6.9.4.5 INTEGRAIS DO TIPO V: INTEGRACAO AO LONGO DE LINHAS DE RAMIFI-
CACAO

Neste caso, o contorno de integracao deve ser construido de forma a evitar tanto os pontos
de singularidades essenciais e polos no eixo real quanto a linha de ramificacao.
Para ilustrar este tipo de integracao, serdao consideradas integrais do tipo

/ 2 1G(z)dx, (sendo 0 < X\ < 1)
0
e a funcao G(z) é racional, analitica em z = 0 e ndo possui polos ao longo do eixo real positivo.
Supode-se ainda que

lim ’z)‘_lG(z)| =0.

|z|]—0
|z|— o0
A funcao f(z) = z*~! é plurivoca, com um ponto de ramificacio em z = 0, o que pode ser

comprovado por uma rotacao do fasor z em torno da origem,

fz) = A1 9—>«9_+27r> ei2m(A=1) JA-1
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Como )\ — 1 nao ¢ inteiro, o valor de f(z) em 6 + 27 difere do valor em 6. A outra singularidade
de f(z) esta no infinito, significando que a linha de ramificacdo deve unir estes dois pontos
singulares. Usualmente, esta linha é tracada ao longo do eixo real positivo. O numero de folhas
de Riemann para f(z) depende da natureza do numero \. Se este numero € racional, entao
ha um numero finito de folhas de Riemann; contudo, se A € irracional, entdo existem infinitas
folhas de Riemann. Devido a este fato, o contorno de integracdo C a ser adotado deve evitar o
cruzamento da linha de ramificacio para evitar a necessidade de se considerar os outros ramos
da funcao 2.

O contorno de integracdo usualmente empre-
gado para resolver uma integral do tipo V € apre- Im
sentado na figura 6.24, a qual mostra também a
linha de ramificacao no intervalo [0,00). Este tipo
de contorno é denominado buraco de fechadura® e
consiste em um arco de circunferéncia exterior Cg,
de raio R e centrado na origem, com uma varia-
¢ao angular dp < 0 < 27 — dg. O numero 0 < 0 < 1
pode ser tdo pequeno quanto se queira, mas nunca
€ nulo, justamente para evitar que Cr toque a li-
nha de ramificacdo. O contorno C contém tam-
bém o arco de circunferéncia interior C,, de raio
r e centrado na origem, com a variacdo angular
0 < 0 <21 —9,, sendo 0 < §, < 1 também tao
pequeno quanto se queira. Finalmente, os arcos
C, e Cr sao ligados pelos segmentos de reta [r, R e
[R,7],1° 0s quais distam da linha de ramificacéo por
uma distancia 0 < ¢ < 1. Obviamente, ¢ = rsen d,.. Figura 6.24: Contorno de integracio para integrais

Como a funcéo z*~! é descontinua ao longo da %o tiro V.
linha de ramificacao, o valor das integrais ao longo
dos segmentos de reta nao se cancelam. Na reta superior, arg(z) ~ 0 e, portanto,

f(2) =221 = (z+ie) .
Na reta inferior, arg(z) ~ 2= e, portanto,
f(Z) _ ei27r(/\71)z)\71 _ ei27r(/\71) (iL’ _ ie))\fl )

Supondo agora que a funcdo R(z) possua N singulares isoladas (polos e/ou singularidades
essenciais) nos pontos {z;} (j =1,...,N), o teorema dos residuos (6.40) aplicado ao contorno
simples fechado C = Cr + C, + [r, R] + [R, r| garante que

R
¢ 2A1G(2) d :/ 271G (2) dz+/ 2A71G(2) der/ (z +ie) ' G (z + ie) d
C Cr C, r

T N
+ / 2O (2 — i)’ G (z — ie) dw = 2mi Z Res [2271G(z)] |
R

zj "
=1

A integral em Cp se anula no limite R — oo, desde que as condi¢cdes do seguinte teorema
sejam satisfeitas.

Teorema 6.27. Seja uma funcdo F(z) analitica ao longo do arco de circunferéncia Cr, de raio R
centrado na origem, tal que |F(z)| < M/R* ao longo de Cg, sendo a > 1 e M > 0 constantes, entdo

lim / F(z)dz = 0.
R—o0 CR
Demonstragdo. Sendo a curva Cr parametrizada pelo angulo 0, o qual varia no intervalo [y, 6],

ta
entdo ), v o (6a )
/ F(z)d= g/ |F(z)|Rd0§7/ df = ——=.
CR 01
9Do inglés keyhole.

o Ra—1 Ro—1
10Rigorosamente, os segmentos de reta percorrem o intervalo [r cos §,, Rcos ], em ambos os sentidos.
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Portanto,

lim
R—o0

:07

/CR F(z)dz

de onde segue o teorema. O

Por outro lado, a integral ao longo de C, pode ser calculada parametrizando-se z = re’ e
tomando-se o limite r — 0:

lim .

r—0

27 —6, ) )
lim 271G (2) dz = lim [ir)‘/ eMa (T@Ze) do
S

r—0 C, r—0

G(0) ( iomx —ins, _ _ire,
{)\(eer A8 7€A5)

d

Como G(z) por hipétese € analitica em z = 0 e A > 0, resulta que

lim 2A1G(2)dz = 0.
r—0 C,

Lembrando também que r — 0 implica em € — 0, restam as seguintes integrais,

)
Zj

s 0 N
/ 271G (x) da 4 2D / 2 1G (z) do = 2mi Z Res [zAflG(z)] |

0 oo j=1

as quais podem ser escritas

oS 0 o)
/ 271G () do 4 2D / 271G (x) do = (1 — 62’”()‘_1)) / 271G (x) da
0

0 e}

= —¢™ (e”)‘ - 67”)‘) / 2A1G (z) do = 2i (—1) ! sen 7r)\/ 271G () da.
0 0

Portanto, resulta

o] N
-1 _ (A1) T A-1
/0 227G () de = (—1) " jgzl Res [2*7'G(2)] ’zj . (6.46)

Exemplo 6.34. Calcule a integral

Oox)\—l
I:/ dz, (0<A<1).
O 1

+x

Solugao. Como 0 < A < 1, o integrando ao longo da curva Cg, para R > 1, pode ser escrito

A—1

z 1
142z R2-A
Entao, de acordo com o teorema 6.27,
A—1
lim dz=0

R—oo CR + z

e o resultado (6.46) ¢é valido neste caso. O tnico polo de G(z) = (1+2) ' estaiem z = —1 e o
residuo do integrando neste ponto é

A—1
Res<z )
1+2

oo A-1
€z —(\+1) T A—1 ™
I= dr = (-1 —F (-1 = .
/0 1+ v=(=1) senﬁ)\( ) sen A

_ (71),\71'

z=—1

Portanto,

6.9.4.6 OUTROS TIPOS DE INTEGRAIS

Existem diversos outros exemplos de integrais que podem ser calculadas usando o teorema
dos residuos por intermédio de uma escolha adequada do contorno de integracdo. Nesta secdo
serdo apresentados alguns exemplos relevantes para a fisica.
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INTEGRAIS DE FRESNEL. DIFRACAO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS. As integrais

C’z/ cos(th)dmeSz
0

/ sen (tx2) dx
0

correspondem aos valores assintéticos das funcodes de Fresnel, as quais descrevem a difracdo de
ondas eletromagnéticas em um unico obstaculo pontiagudo (difracdo de canto).

Para a obtencao dos valores de C' e S, considera-
se a seguinte integral

0
I :/ e dx,
0

cujas partes real e imaginaria fornecem, respecti-
vamente, C' e S. Por conveniéncia, assume-se que
t > 0; para este caso, o contorno de integracao ade-
quado pode ser visto na figura 6.25. Como a fun-
cdo ¢i'** é analitica dentro e ao longo do contorno
C =C,+ Cgr+ Cp, pode-se escrever

itz? itz?
e dz = + + e dz = 0.
C Cy Cr Cr

A integral em Cp pode ser estimada usando
argumento semelhante ao exposto pelo Lema
de Jordan. Ao longo deste contorno, z? =
R%(cos20 +isen2). Como demonstrado grafica-
mente na figura 6.22, sen26 > 40/7 em 0 < 6 < /4,
portanto

2
/ et dz
Cr

/4 o . .
/ eztR (cos 20+ sen 29)Z~R619d9
0

>

Figura 6.25: Contorno de integracio para as inte-
grais de Fresnel.

w/4 .
< / }2671532 sen 20d9
0

Ou se€ja,

Ien e“z2dz‘ — 0 para R — 0.

w/4
< —tR*49/m 39 _ T _ otRY)
\/0 Re df UR (1 e )

Por outro lado, ao longo de C,, z = x € ao longo de Cy, z = re™* (0 < r < R). Assim,

R 0
., 2 ., 2 2 2 .
/ e dz :/ e dr e / e dz :/ et e Adr,
Cu 0 ol R
N ) [e%s) g
/ e dy = 6”/4/ et dr.
0 0

A integral J = fooo et dr pode ser calculada da seguinte maneira:

([ ) ([ ) [ e
0 0 0 0

Portanto, no limite R — oo,

Usando coordenadas polares, resulta

/2 00 . T
J? = de dppetP" = —.
e [ o = 2

0 a2 eim/4 [r T T
e dx = — = (cos— +isen —
O 2

Finalmente, obtém-se

t

Portanto, as integrais de Fresnel valem

)17r
4 4/ 2\ t°

1 /=
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INTEGRAL DE PLANCK E LEI DE STEFAN-BOLTZMANN. A Lei de Planck determina
a intensidade espectral da radiacao eletromagnética emitida por um corpo negro em equilibrio
termodinamico a uma temperatura absoluta 7. Esta intensidade é dada por

2h V3

I(v,T)= Z T

sendo I (v,T) a poténcia emitida por unidade de area da superficie emissora por unidade de
angulo sdlido por frequéncia v. As quantidades h, kg e ¢ sdo, respectivamente, as constantes
de Planck e Boltzmann e a velocidade da luz no vacuo. A Lei de Stefan-Boltzmann fornece a
poténcia total emitida por unidade de area do corpo negro, ou seja,

o orh (kpT\* % 43d
j:w/ du[(u,T)=7;(B) Ip, sendoIp:/ uau
0 0

c h e —1
a integral que se deseja calcular, a qual € obtida por uma simples troca de variaveis de integra-
cao.
Para se obter /p, considera-se a integral

et —1
Obviamente, .
d°f
Ip=—-—= .

dk31,_,
Portanto, pode-se obter /p conhecendo-se f (k).
Im ‘ A integral que define esta funcdo também pode ser

escrita como
o] eik:z
k)=1 dx.
£ =t [
m "J\ < } Este calculo sera realizado utilizando-se o con-
Cs c, torno C' = C4 + - - - + C ilustrado na figura 6.26 e a
G~ integral de contorno
Y G A
ikz
C[ € =
\/ (jz -¢C e* — 1d2 b
€ > ' a qual € nula pelo teorema dos residuos (6.40) por-
Re

que o integrando possui apenas polos simples nos

. pontos z = 2nmi, (n =0,+1,4+2...).
Figura 6.26: Contorno de integragio empregado

, . As integrais nos contorno C4,...,Cs devem ser
para o cdlculo da integral de Planck. Observa-se .
realizadas separadamente. Nos contornos Cs e Cy
que e 1 e R> 1. .
obtém-se

ethkz R etkz
</ +/ > dz = (1 — 67271%)/ dx.
Cs Cy e? —1 € er —1

Ja ao longo dos contornos C; e C5 observa-se que |z| = ¢ < 1, o que permite o uso da série de
Laurent (6.36d). Para a integral I; pode-se escrever z = ee'’, resultando

eikz 1 ) >
I (e) = dz == 2/2gikz h(f)d
1 (€) /Clez_lz 2/016 e cosech 3 ) dz

1 (2 2 18 /2 1 ,
_ - z/2 ikz [ 2 _ < . — - . 10 _ 2
2/016 e (z 12+2880 )dz Z/O exp[<2+zk‘)ee}d9 (’)(e).

. LT
i I = —ig.

Portanto,

Ja para o contorno Cs pode-se escrever z = 27i + e’ e

ikz 1 )
I5 (€) = / ©  dr= f/ e/ cosech <E) dz.
Cs e —1 2 Cs 2
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Neste caso € necessaria a série de Laurent de cosech z em torno de zy = 27, a qual € simplesmente

h 1 +z—27m' 7(2—27ri)3+
cosechz = — —
z — 2mi 6 360 ’
resultando,
1 . 2 — 211 —m/2 1 ,
I5 (e) = 3 /C5 e*/2eik= [_z — o +2 127” +-- } dz = ie_zﬂk/o exp [(2 —|—ik> 667’9:| o+ O ().
Portanto,
T
lim Iy = —i—e 27k,
e—0 2

Ja a integral I3 pode ser escrita

ikz ) 2 —ky
Is(R) = / ¢ 1dz = ie_(l_”“)R/ eidy.
c 0

X er — e — e~ R

Observa-se agora que no limite R — oo a integral € finita, pois o denominador do integrando pode
ser substituido por ¥, o que torna a integracao trivial. Portanto, limg . I , = 0. Finalmente, a
integral Iz pode ser escrita

cikz 2m—c  ,—ky 2=  —ky,—iy/2 1 [27—e o—kyo—iy/2
Is = dz = —1i - dy = —i ——dy = —— —dy.
‘ /06 17 Z/F_ ey — 1% Z/E ez — e—i/2 " 2/5 sen (y/2) 0

Assim, pelo teorema dos residuos,

R ikx 2r—e —ky —iy/2
1 e e
1— e 2k c d:f/ C  dy-IL—Is—I;(R
(1-e )/6 w1907 2 . sen (y/2) y=h -1~ I (R)

e, portanto, f (k) € dada por

R ikx 21 —27k
e 1 Tl+4+e
k) = lim Im dr = ——————— My 4+ - ——
I (k) }fljgo . et —1 v 2(176*2”’“)/0 ¢ y+2176727"k

1 ml4e 27k

™
S = 4T otanh (nk
ox F T oz — g t g cotanh(7k)
2 41.3 61.5
©.36b) Tk Tk Tk 7 Ba,,
N L
6 90 ' 945 T )

2rk)>" . (6.47)

Com este resultado, é possivel finalmente obter-se Ip:
4

™
Ip=—
P 15 )
resultando na seguinte expressao para a constante de Stefan-Boltzmann,
210k
S _ B
j=o0T" sendo o = B2
Como um boénus, o resultado (6.47) pode ser usado para fornecer o valor das integrais
[eS) x2n+1dx d2n+1f B2 1
S = (—1)" 22np2(ntn) 2t —0,1,2,...).
/0 er — 1 ) dk2n+1 k0 ( ) T n+1 s (77, ) Ly &y )

6.10 CONTINUACAO ANALITICA

Com frequéncia, a representacdo conhecida de uma dada funcao é valida somente em uma
regido limitada do plano complexo, como uma série de Laurent com raio de convergéncia finito,
por exemplo. A regido de convergéncia (ou dominio) desta série se estende até a singularidade
mais préoxima, distinta do ponto em torno do qual se realiza a expansao, que pode ou nao conter
uma singularidade. Com frequéncia também é desejavel obter-se uma outra forma matematica
que represente a mesma funcdo em uma outra regido do plano complexo, ou que seja valida
em uma porcao maior do mesmo. O processo de estender o intervalo de validade de uma re-
presentacdo ou, de forma mais geral, estender a regido de dominio de uma funcao analitica €
denominado continuacao analitica.
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Definicdo 6.1. Um elemento de func¢ao analitica (f(z), D) é uma funcao analitica f(z) no interior
de seu dominio de definicao D. Um elemento de funcao (f;, D3) é uma continuacgao analitica de
outro elemento (f;, D) se D1 N Dy # & e se f1(z) = f2(2) em Dy N Ds.

Em outras palavras, seja fi(z) uma funcao anali-
tica da variavel z em um dominio D; do plano com-

/':______\ \\\ plexo. Supode-se agora ser possivel encontrar uma ou-

A pab \\ tra funcao f»(z), a qual € analitica em um outro domi-

; t‘__ 1 t ) \\ nio D,;. Se ocorrer uma interseccido D; N D; nao nula

/ S \ de ambos os dominios, conforme representado na fi-

/ Dy Pk " by \\ gura 6.27, e se fi(z) = fa(z) em D; N Dy, entdo se diz
,’ o /'""'"'-:hlu \\ que f2(z) € a continuacdo analitica de fi(z) em Ds, €
/ P s N vice-versa. Da mesma forma, pode existir uma ter-
( ( 4 D, \‘ } ceira funcao f3(z), analitica em Ds, e se f3(z) = fi(z)
\*--""-..,__\______ _:)l_---’ em D3N Dy e f3(2) = fa(z) em D3 N Dy, entdo f3(z) pode

ser a continuacao analitica das anteriores em D3. Esta
. situacao também esta representada na figura 6.27. Por-
F'Q“’“ 6'.27: li{ep"’ese“,tflg‘io de trés possi-  anto, existe uma funcdo analitica f (z) com o dominio
D?IS continuagdes analiticas da mesma fun- D = D;UD,UD;, tal que f(z) = fi(z) em Dy, f(2) = fa(z)
sio f(2). em D; e f(z) = f3(z) em Ds. Nota-se que basta a inter-
seccao entre os dominios ser composta simplesmente por um arco que a continuacao analitica
existe e € unica, desde que as trés regidoes nao englobem um ponto singular ou um ponto de
ramificacdo de uma funcao plurivoca.

Contudo, a situacdo descrita acima nem sempre ocorre. Somente é garantida a existéncia
da funcao analitica f(z) no dominio D = D; U Dy U D3 se D; N Dy N D3 # &. Caso a interseccao
ocorra somente entre pares de dominios e se a regiao entre os dominios D,, D, € D3 contiver
pontos singulares, como por exemplo, pontos de ramificacao, entdo f;(z) # f1(z), porque a regiao
D1 N D3 sera parte do dominio de diferentes folhas de Riemann para cada fung¢do. O exemplo a
seguir mostra uma situacao onde isto ocorre.

Exemplo 6.35. Considera-se o seguinte ramo da funcao f(z) = /z:
fi(z)=vre??, Dy:(r>0,0<0<m).

Uma continuacao analitica de f;(z) através do eixo real negativo e para o semi-plano inferior é:
fa(z) = Vre®? Dy (7‘ > O,g <0< 271') .

Claramente, em DN Dy : (r >0, 7/2 < § < 7) (segundo e terceiro quadrantes), f1(z) = f2(z). Uma
continuacgdo analitica de f, através do eixo real positivo e para o semi-plano superior pode ser
definida entdao como

) 5
f3(z) = Vre'’?, Ds: <r>0,7r<9< ;)

Claramente, agora, em Dy N D3 : (r >0, 7 < 6 < 27) (terceiro e quarto quadrantes), f3(z) =
mas em Dy N Ds: (r>0,0<0<nx/2) (primeiro quadrante), f5(z) # fi1(z); de fato, f3(z) = —
Isto ocorre porque os trés dominios circundam o ponto de ramificacdo na origem.

f2(2),
fl(Z)

TEOREMAS DE EXISTENCIA E UNICIDADE

Os seguintes teoremas, apresentados sem demonstracdo, mostram quais sdo as condicoes
necessarias e suficientes para a existéncia e unicidade das continuacées analiticas.

Teorema 6.28. Se uma funcdo f(z) é analitica em todo o dominio D e f(z) = 0 em todos os pontos
de uma regido R C D ou de um arco C, interior a D, entdo f(z) = 0 em todos os pontos de D.

Observacdo. Este teorema € muito importante porque, em primeiro lugar, ele garante que todas
as raizes de f(z) sdo isoladas. Contudo, a sua importancia aqui esta no fato de que ele garante a
unicidade das continuacoes analiticas. Sejam as funcoes f1(z) e f2(z) mencionadas na definicao
6.1. Definindo-se agora a funcao g(z) = f1(z) — f2(2) em R = D; N D,, obviamente g(z) = 0 em R;
de onde se conclui que ¢g(z) = 0 em todo o dominio D; U D,. Segue entdo o seguinte teorema de
unicidade.
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Teorema 6.29. Uma funcdo f(z) que é analitica em todo o dominio D é determinada de forma
tinica sobre D pelos seus valores sobre uma regiao, ou ao longo de um arco, contidos no interior
de D.

Exemplo. A funcio inteira f(z) = e* € a unica que pode assumir os valores de f(z) = €%, ao
longo do eixo real. Além disso, uma vez que e * também € inteira e e’e™” =1 (Vz €R), a
funcéo h(x) = ee~® — 1 é nula sobre todo o eixo real e, portanto, a Gnica fungao que representa
a continuacao analitica de h(z) fora do eixo real é h(z) = e*e* — 1 = 0. Segue entdo que a
identidade e=* = 1/e* € valida sobre todo o plano complexo.

Corolario. Como coroldrio a este teorema, qualquer forma polinomial de funcées fi(x) que satis-
faca a identidade

P[fl(x)vf2(z)77fn(x)]:0
tem a sua _forma mantida,
P[fl(z)vf2(2)77fn(z)]:07

ao longo de todo o dominio D.

Exemplo. Dadas as funcoes trigonométricas senz e cosz, estas satisfazem a forma polinomial
sen?z+cos? r—1 = 0. Portanto, a identidade senz+cos? z = 1 é valida sobre todo o plano complexo.

Teorema 6.30 (Teorema da monodromia). Se uma fungdo fi(z), definida no dominio Ry, é
continuada analiticamente a uma regido R,, ao longo de dois caminhos diferentes, entédo as duas
continuagées analiticas serdo idénticas se ndo houver singularidades contidas entre os dois cami-
nhos.

Figura 6.28: Continuacio analitica da fungio fi(z) para a regido R, por dois caminhos distintos.

A propriedade descrita no teorema acima ¢é ilustrada na figura 6.28, na qual um ponto na
regidao R; € ligado a um outro ponto na regiao R,, por dois caminhos simples (C; e C5) distintos.
Os dominios R;, Rs, ..., R,, ... podem ser definidos pelos raios de convergéncia das séries de
Taylor que representam a mesma funcao f(z) em diferentes regides do plano complexo. Se nao
houver pontos singulares na regido interna aos circulos na figura 6.28, entdo a continuacao
analitica de f(z) da regidao R; a R,, pelo caminho C; sera equivalente & continuacéo analitica ao
longo de C>. Portanto,

fi(z), em Ry
fQ(Z), €m R2
fn(z)v €m Rn
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As fungoées fi(z), f2(2), ..., fn(2), ... acima sao denominadas os elementos da funciao analitica
completa f(z).

Exemplo 6.36. Considera-se a funcao f;(z) definida por

oo

fl(Z):Zz”:1+z+22+.‘..

n=0

Sabe-se que esta série de Taylor converge na regiao R; : |z| < 1 para a funcaof(z) = 1/ (1 — z), cujo
dominio € todo o plano complexo exceto o ponto z = 1. Como o dominio de f(z) se intersecciona
com o dominio de f;(z), esta ultima € a tnica continuacio analitica de f;(z) possivel para |z| > 1
(exceto z = 1). Outras possiveis continuac¢des analiticas de f(z) para a regido a esquerda de z =1
(ao longo do eixo real) sao:

2(2) 1§: 21N Regido By |21 1] <2), folz) = — i 240\ Regigo Ry« |2 41 < 2)
Z) == VA zZ) = LR (3 .
29 =52\ 2 gldo Bz BT T giao M
A figura 6.29 ilustra estas trés regioes.
Ly
,"’-/ R, \\\.
II\ ,I’ \ RI / \\‘ x
“\ ‘: ";' II
\-\’\'\-\. \‘\ . - ¥ R3 Jlr

Figura 6.29: Dominios de f(z) = (1 —2)"".
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