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@ Funcées de uma variavel

o Campos no espaco Euclideano de 3 dimensées




Funcées de uma variavel

Transformadas de Fourier: definicoes e teoremas basicos

TRANSFORMADA DE FOURIER

) Seja f (x) : R — C uma funcao absolutamente integravel
em (—o0, 00), a sua transformada de Fourier, denotada por

F (k) =Z {f (x)} : R+—— C ¢é definida pela integral
F{f (x)} =F (k) = / f (x) e”*>dx, (TNI-1a)
J —oo
sendo k € R.

_TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER.

2 Seja F (k) : R — C a transformada de Fourier de f (x),
obtida por (TNI-1a). Entao,
27r /

A operacgdo 7~ {F (k)} é denominada a transformacéo
inversa de Fourier.

F-U{F (k)} =f (x (TNI-1b)
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INTEGRACAO ABSOLUTA

:)Seja a funcao f (x) : R+— C. A funcao f (x) € dita
absolutamente convergente em (—oo, c0) se existir a integral

| reonax.

CONDICOES DE DIRICHLET

2 Seja a funcéo f (x) : R — C e a € R. A funcéo f (x)
satisfaz as condicoes de Dirichlet no intervalo —a < x < a
se

@ f (x) possuir somente um nuamero finito de discontinuidades

em (—a,a).

@ f (x) nao possuir discontinuidades infinitas em (—a, a).

© f (x) possuir um numero finito de extremos em (—a, a).

_TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER
> Seja a funcao f (x) : R — C, que satisfaz as condicoes
de Dirichlet em (—oo, 00) e que € absolutamente integravel
em (—oo, 00). Entdo, se f (x) possuir uma descontinuidade
finita em x e sendo f (x+) = lim+f (xte),
e—=0

lﬂ/jo [/j;f(g) e € qe| e’ de.

(TNI-2)

5 [f )+ S ()] =
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Funcées de uma variavel

Propriedades basicas das transformadas de Fourier

> Sejam f (x),g(x) : R+— C funcbes que satisfazem as condicoes impostas em (TNI-1a), F (k) = Z {f (x)} e
G (k) = Z {g(x)} as suas respectivas transformadas de Fourier. Seja também {a, b} C R. Entao, as seguintes
propriedades sao validas:

F {af (x) + bg (x)} = aF (k) + bG (k) (Linearidade) (INI-3a)
F{f (x — a)} = e*F (k) (Deslocamento) (TNI-3b)

ZF{f (ax£b)} = ﬁeifbk/aF (S) . (a#0) (Escalonamento) (TNI-3c)

FF 0 =Z T 0} (Conjugacao) (TNI-3d)

F {ew ‘f (x)} =F(k—a) (Translacao) (TNI-3¢)

F {f (x) cos ax} = % [F(k — a) + F (k + a)] (Modulacao) (TNI-31)

7 s e = 2% F (k — a) — F (k + a)] (INI-3g)

[ O:o F@GE-xds= [ 0; F (k) g (I) €**dlic (o) (TNI-3h)
F{F (x)} = 2nf (—k) (TNI-3i)
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Funcées de uma variavel

Tabela de transformadas de Fourier e de transformadas de derivadas

TRANSFORMADAS DE DERIVADAS E INTEGRAIS; TABELA DE TRANSFORMADAS
_DERIVADAS DE TRANSFORMADAS
2 Nas formulas abaixo, f (x) : R —s C é suposta S ) F (k)
continua e absolutamente convergente, sendo 1 276 (k) (TNI-5a)
F (k) : R — C a sua transformada de Fourier. = ()
Supée-se também que exista f(M (x) = d*f /dx" % 27i"6t™ (ko) (TNI-5b)
(n>1) eque ‘ l‘im f®x)=0@(]k=1,...,n—1). S(x—a) e ia (TNI-5¢)
X|—0o0
s (x—a) (ik)*e & (TNI-5d)

FA{f' ()} = ikZF {f (x)} = ikF (k) (TNI-4a) o

7™} = @ F (k) (TNI-4b) e (a>0) =g (TNI-5¢)
" " ~alx] M
Ff (0} = 02 F (k) (TNI-4c) xe=%* (a > 0) = (TNL59
F {/ S () dy} = % +7F (0)d(k)  (TNI-4d) (Xz n az)’l (@ >0) ge_“‘k‘ ——
x(x*+a%), (a>0) %e““k‘ (TNI-5h)

e, (a>0) \[Ze¥/ie aNI5)
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Funcées de uma variavel

Teoremas fundamentais

2 Seja a funcdo f (x) : R+—— C continua por partes e
absolutamente integravel e F (k) a sua transformada
de Fourier. Entao:

@ F (k) é limitada em —oo < k < oco.

@ F (k) é continua em —co < k < oo.

LEMA DE RIEMANN-LEBESGUE
D se F (k) = .Z {f (x)}. entdo

lim |F (k)| = O. (TNI-6)
k| —o00

K|
CONVOLUCAO DE FUNCOES

2aA convolucao das fung¢ées absolutamente integraveis
f(x) e g(x), denotada por (f * g) (x), € definida por

(f*g) (x) = /jo fx—€)g(é)de, (TNI-7)

desde que a integral exista.
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TEOREMA DA CONVOLUGAO

2 Sejam f (x) e g (x) absolutamente integraveis e F (k)
e G (k) suas respectivas transformadas de Fourier.
Entao,

FA{U *9g) ()} = F (k)G (k). (TNI-8)
Demonstracgdo: pelas defini¢coes (TNI-1a) e (TNI-7),
9} = [ axe™™ [T px-0g(@)de

= [T deg©e ™ [T axe s (x—g)

n=x—¢§

— [T acg@ e [T ane 1)
F(k)

=F (k)G (k).
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Funcdes de uma variavel Campos no espaco Euclideano de 3 dimensées

2 Sejam f (x), g (x) : R —s C funcoes absolutamente integraveis e F (k) e G (k) suas respectivas
transformadas de Fourier. Entao,

/_°° F)gdx = %/_oo F (1) G (19 dk. (TNIL-9)

Demonstracao: de (TNI-1a) e (Fisica-Matematica, A.6h),

| ruoctmac= [~ ac[[” roe ) [ I e—ik"dx]

[e o) (e o) (e o) .
— [ s [ axg0a [ dieltw
—oo —oo —oo
276 (x—y)

:27r/_o:odyf(y)/_o:odxm5(x—y)

=27r/_°° dxf (X) g ).

rtceezer I e e
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Funcées de uma variavel

A inegualdade de Heisenberg

2 Seja uma funcao f (x) : R —» C. Se |f (x)|P (p € R) LSRRI
for absolutamente integravel, entdo o nimero 2 Sendo {f (x),F (k)} C L? (R) as suas larguras Ax e

HfH p€ R, denominado a LP-norma de f (x), existe e é Ak, respectivamente, sao medidas por

definido por

oo 1 (Ax)* = (¢ = () If ()| dx
I, = [/ [f(x)\de}p. (TNI-10) Ilfllg_[o
‘ A CassE LP (R) pE FUNGOES (Ak)? = —— / (k — ()2 |F (k)| dic.
2E composta por todas as funcoées f (x) : R+— C ||F||2 —&

que possuem LP-norma.

MEDIAS PONDERADAS R

DSejaf(x) € L2(R) e F (k) € L2 (R) sua DSe {f (x),xf (x),kF (k)} C L* (R)
transformada de Fourier. Entao, as médias lim /x|f (x)| =0,
ponderadas (x) e (k) sao definidas por || =00
entao |
=105 [ xf Pdx, (k)= k|F (k)| dk. Ak) > — TNI-11
e / . / (3080 =5 (LY
sendo que (Ax) (Ak) = % se f (x) = Ce— (a>0).
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6 Campos no espaco Euclideano de 3 dimensédes



Transformacao de Fourier espaco-temporal

> Seja E2 o espago vetorial Euclideano de dimensao
3 e r € E2 um vetor deste espaco. Seja %Z° o espaco
vetorial real de dimenséo 3 e k € %2 um vetor deste
espaco. Finalmente, seja R o corpo dos numeros reais
e {t,w} C R elementos deste corpo.!

2 Sejam as estruturas (E3, R) e (%3, R), com (r,t) €
(E3,R) e (k,w) € (%3, R) elementos das mesmas.

2 Dados os campos escalares® a (r,t) : (E3 R) — R
(denotado campo no espago de configuracéo) e

a(k,w) : (%3, R) — C (denotado campo no espago de
Fourier), a transformacado de Fourier espaco-temporal
de a(r,t) ao seu dual a (k,w) e a transformacao
inversa sao dadas, respectivamente, por

a (i, w) :/ dt/dsra(r, t) e-iller—w  (INL-12a)

4 roo
1 ) / dw/dska(k,w) ellier—wi)_

a(r,t)= (ﬂ
(TNI-12b)

1Ver Fisica-Matematica, secao 3.7.1.2 e exemplos 4.3 e 4.5.
2Ver Ibid., defini¢ao 6.1.
3Ver Ibid., exemplo 4.4 e definicdo 6.2.
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2 De forma simboélica, escreve-se

a(kw)=F{a(r,0}, a(rt=7"{alkw)},
chamando a (k,w) a transformada de Fourier
espago-temporal de a (r, t), enquanto que a (r, t) pode
ser denominada a transformada inversa de a (k,w).
> Sejam os campos vetoriais® a (r, t) : <1E3, ]R} —
%% e a(k,w): (%3 R) — €3, com

a‘(r7 t) = (al (T, t) , Az (T, t) , ag (r7 t))

a (kvw) = (al (kvw) , Ag (kv UJ) , a3 (kzw)) )
sendo a; (r, t) (i = 1,2,3) campos escalares no espaco
de configuracgao e a; (k,w) campos no espaco de
Fourier. Entao, dadas as relacoes

ai(l,w) =F{ai(r,t)}, ai(r,t)=F""{a(kw)},
para (i=1,2,3), o campo a (k,w) = Z {a(r,t)} €a
transformada de Fourier espaco-temporal de
a(r,t)=7"{a(k,w)} e vice-versa.
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Campos no espaco Euclideano de 3 dimensées

Propriedades da transformacao de Fourier espaco-temporal

DSendo {r,r'} C E3, ke %3, {tt,

a,B,w} C R e os campos {a(r,t),

b(r,t)}: (E3,R)— Re

{a(k,w),b(k,w)}: (%3 R) —> C, as seguintes propriedades existem:

F{aa(r,t)+ pb(r,t)} = aa(k,w) + Bb (k,w)
ei(k-rlfwtl)a (k, w)

7la(r—r, t—t)} =
F{a(ar, pt)} =

|;6| (k w)

f{%a(ﬁ t)} = ilga (k,w) (i=1,2,3) (TNI-13d)

FA{Va(r,t)} = ika(k,w) (TNI-13e)
F {%a(r t)} = —iwa (k,w) (TNI-13f)

2 De forma operacional, pode-se realizar as
transformacoées de Fourier por meio das substituicoes

0
Vv — ik, 5 (TNI-13g)
4Ver Fisica-Matematica, apéndice A.
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(Linearidade) (TNI-13a)
(Translacao) (TNI-13b)
(Escalonamento) (TNI-13c¢)

TRANSFORMADA DE 6 (r

Dada a distribuicdo delta de Dirac § (r — r’),* a sua
transformada de Fourier € dada por (TNI-12a),
aplicada somente nas variaveis espaciais:

FL(r-r)) = [dre s (ror) —e .

(TNI-14)

Assim, obtém-se as representacoes:
s(r—r)= ket (r=r)  (INI-15a)
s(t—t) = / dw eXi(t=t), (TNI-15b)
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Campos no espaco Euclideano de 3 dimensées

O teorema da convolucao no espaco-tempo (1)

2 Considera-se a situagdo onde o campo a (r,t) é ) Relacoes constitutivas do tipo (TNI-16) sao tipicas
determinado por uma relacao constitutiva com um em meios homogéneos e estacionarios, quando a
outro campo b (r, t), por intermédio de um carogo resposta do meio aos campos € linear.
(Kerne) K (r,t) através da expressao 2 0 teorema da convolugao da transformagao de

o Fourier espaco-temporal mostra qual € a forma da

a(r,t) = / dat’ / d3r' K (r—r,t—t)b(r,t). relacao constitutiva (TNI-16) no espaco de Fourier.

i (INI-16) 2 De acordo com o teorema,

2 Os limites de integracao sao escolhidos de forma a a(k,w) = K (k,w) b (k,w), (TNI-17)

satisfazer os principios da causalidade e da
relatividade restrita nos fenoémenos fisicos.

Demonstracdo: Aplicando a transformacao (TNI-12a) sobre (TNI-16) e empregando (TNI-12b) em b (r, t),

€ t €9 - 14t
alw)=—— [ dt [dreter—o [ gy [@rk(r—r t—t) [ du [ d®Kb(K,u') el T —1)
(27‘(’)4 —o0 —o0 — 00

o t
= 7(21)4 / dt/dSr/ dt’/dsr’K(rfr’,tft’)
s J —oo P J —oo .

y /OO dw’ / d*K' b (K, e iller—wt) Gi(I v —w't')  omi(K-r—w't) Gi(K T —u't)

=1
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Campos no espaco Euclideano de 3 dimensées

O teorema da convolucao no espaco-tempo (2)

') . ot .
a(k,w) = 1 dt [ d®r at’ [ d*r' K(r—r,t—t)
(2m)*
— 00 — 00

x /°° du’ / @K b (o) e~ € (r=r) = (t=)] g~k )-r— (=) ]

Realizando agora as seguintes trocas de variaveis de integracao: t' -7 =t—t' er’ — p=r —r’, a expressao
acima pode ser escrita

a(k,w) = (27[ dw’ /dSk’ ,w') /OOO dT/dSpK(p,T) o i(K -p—w'T) /j:o dt/dsre*i[(k*kl)"*(“’*w/)t},

Definindo agora a transformada de Fourier do caro¢go como
oo :
K (k,w) = / dT/dSpK (p,7) e rp—wr)
0

sendo que os limites de integracao e a condi¢do K (p, 7) = O para p > cr sdo impostos para continuar
satisfazendo os principios acima aludidos.
Empregando finalmente as representacoes (TNI-15a,b) da delta de Dirac, resulta (TNI-17).
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