OSCILACOES ACOPLADAS

UANDO UM SISTEMA DE PARTICULAS € submetido a um agente externo cuja acdo varia de
forma harmoénica tanto no espaco quanto no tempo, o movimento resultante das par-
ticulas é, na maior parte das situacdes, também um movimento harménico. Quando
a ordem de grandeza tipica das forcas internas do sistema for maior ou equivalente a

ordem de grandeza das forcas externas, a oscilacdo induzida em uma determinada particula ira
influenciar o movimento de suas vizinhas imediatas e, possivelmente, também o agente externo.
As oscilagoes resultantes desta interacao coletiva entre o sistema com o agente externo e entre
as proprias particulas do sistema sdao denominadas oscila¢cées acopladas.

Quando as oscilagdes acopladas do sistema sido descritas em termos de coordenadas nor-
mais, as quais sdo definidas de tal forma que cada coordenada oscila com uma frequéncia
unica e caracteristica, a oscilacao do sistema pode ser descrita em termos de modos normais
de oscilacdo, os quais consistem em frequéncias caracteristicas de oscilacdo do sistema. Se as
perturbacées que agem sobre as particulas do sistema sao tais que estas se deslocam ao longo
de oscilacdes de pequena amplitude, em comparacdo com escalas tipicas de distancias entre
as mesmas, entdao o movimento do sistema pode ser descrito como aquele resultante de uma
colecao de osciladores harmonicos acoplados.

Os conceitos de oscilagdes acopladas e modos normais de oscilagcdo sdo importantes em
diversas areas da fisica, tais como matéria condensada, teoria quantica de campos e o eletro-
magnetismo de fluidos ionizados.

4.1 OSCILACOES DE PEQUENA AMPLITUDE EM SISTE-
MAS COM UM GRAU DE LIBERDADE

Para iniciar a discussao, considera-se um sistema conservativo com um unico grau de liber-
dade na coordenada ¢, cuja dinamica € determinada pela Lagrangiana

L{g.d} = 30 (@)@ U 0), @.1

sendo « (¢) > 0 uma funcao arbitraria de ¢ e U (¢) a funcao energia potencial do sistema. Esta
Lagrangiana gera, de acordo com (1.42), a equacao de movimento

1 U d
aj+ o'+ — =0, (o/ = dZ) . (4.2)

4.1.1 CONFIGURACOES DE EQUILiBRIO E CRITERIO DE ESTABILI-
DADE

Para que o movimento do sistema descrito pela Lagrangiana (4.1) constitua-se em um movi-
mento oscilatorio, é necessario que exista pelo menos uma configuracao de equilibrio determi-
nada pelo valor particular ¢ = ¢(¥), definido por

au
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162 4.1. Oscilacoes de pequena amplitude em sistemas com um grau de liberdade

Neste caso, no instante em que o sistema se encontra no ponto de equilibrio a equacao de
movimento se reduz a
. 1 /2
(0% -

Se, adicionalmente, ¢ = 0 em ¢ = ¢(?, entdo § = 0 e o sistema irda se encontrar sempre em
repouso.

Se a condicao de existéncia da configuracao de equilibrio for satisfeita, entdo é possivel que
exista uma classe de solucoes de (4.2) que consistem em oscilagées com amplitudes finitas em
torno de ¢(?). Contudo, para tanto existe uma condicido adicional: o equilibrio em ¢ = ¢(¥ deve
ser estdvel.

A figura 4.1 ilustra distintas configuracoes de equilibrio para o sistema unidimensional des-
crito pela Lagrangiana (4.1). Somente no caso (a) o equilibrio sera estavel, porque entao peque-
nas perturbacées em torno de ¢ = ¢(*) irdo resultar em forcas restauradoras que irdo estabelecer
oscilacdées de pequena amplitude em torno de ¢9. Nos casos (b) e (c), uma perturbacao, por
menor que seja, ira resultar em uma divergéncia exponencial do sistema a partir do estado de
equilibrio.

=0.
4=q(®

E E E
EO +AE \/
EO E0+AE
v o —
v
E() +AE
Ey
PFORE PO PONRE
(a) (b) (©)

Figura 4.1: Diferentes configuragdes de equilibrio. Em (a) o equilibrio é estdvel, mas em (b) e (¢) o equilibrio
é instdvel.

Portanto, de acordo com a discussao acima, deve ser imposta a condicao adicional

d*U

i >0 (4.3b)

a=q(©®

para garantir a existéncia de oscilacoes de pequena amplitude para o sistema.

4.1.2 OSCILACOES DE PEQUENA AMPLITUDE EM TORNO DO PONTO
DE EQUILIBRIO

Sera assumido que o potencial do sistema satisfaz as condi¢des (4.3a) e (4.3b). Deve existir
entdo uma solucdo da equacdao de movimento (4.2) que corresponda a oscilacdbes de pequena
amplitude em torno de ¢ = ¢(°). Escrevendo

¢(t)=¢V+n(t), Q) =i,

sendo 1 = 7 (t) a parte da solucao de (4.2) flutuante em torno de ¢(*), desenvolve-se tanto U (q)
quanto « (¢) em séries de Taylor em torno de ¢ = ¢'*), resultando

0

dU 1 d?U 2
U(q):U(q(O))+ @ (q_q<o>)+,72 (q_qw)) 4o
a=q(® 2 dq g=q(®

——
(4.3a)

1 d*U

—U q(o) 4+ Z 7724,_...7
( ) 2 dq2 q:q(g)
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d
(q_q(O))+...:a(q<o>)+£ N4
dgq a=q©®

alg)=a (q“”) - CC%

a=q(®

Como se deseja uma solucao correspondente a oscilagoes de pequena amplitude, assume-
se que |7 (t)| seja sempre pequeno o suficiente para justificar o truncamento das séries acima,
mantendo-se somente os primeiros termos. Este procedimento visa a linearizacdo da equacao
(4.2), o que permite uma solucao analitica simples. Com este intuito, serdo mantidos somente
os dois primeiros termos na série de U (¢) e somente o primeiro termo na série de o (¢), as quais
ficam escritas

1
U (q) = Up + §k(0)n2, a(q) ~ o9, sendo

20

Uy =U <q(°>) B ACNES 7

>0, o =aqa <q(0)) .
a=q®

Com as aproximacoes acima, a Lagrangiana (4.1) se reduz a Lagrangiana equivalente

) 1 .
L{q,q} = 504(0)712 — k2,

1
2
a qual leva a equacao de movimento de um oscilador harmoénico

] ) (0
1+ wn =0, sendo w = NOR (4.4)
(0%
Nesta equacio, w é a frequéncia angular de oscilacdo, sendo que k(*) corresponde a uma cons-
tante elastica, enquanto que o(?) desempenha um papel semelhante a uma “massa” do sistema.

Exercicio 4.1. Uma conta de massa m desliza sem atrito ao longo de uma barra horizontal fixa.
A conta esta presa a uma mola com constante elastica k£ e comprimento natural ¢ e sua outra
extremidade esta presa a uma distancia vertical a do centro da barra. Esta situacao € ilustrada
na figura 4.2. Determine as posicoes de equilibrio e determine a estabilidade das mesmas nos
casos { >ael <a.

GHA

Figura 4.2: Sistema mecinico do exemplo

Sl

Resolucgdo. de acordo com o sistema de coordenadas ilustrado na figura, a Lagrangiana do

sistema € 1 ) )
L= -mi?— §k (\/@2 + 22 —6)

2
As posicoes de equilibrio sdo determinadas pelas solucées de:

1 2 aUu
U(m)zik(\/cﬂ—i—x?—() = M@zk(y/az—&-x%—o 7;%%:0

Portanto, ha trés posicoes de equilibrio:
l‘QOZO, Z‘Oi:i EQ—CLZ.

Nota-se que as posicoes x4+ correspondem a pontos equidistantes do centro da barra e que esta
solucdo somente existe se a < /.
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Para determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio, calcula-se o sinal de (4.3b) nos
mesmos. Como
2 2
U T
dx? (a2 +12)3/2

temos as situacédes: (i) a > ¢. Neste caso somente x = xg9 = 0 € ponto de equilibrio € 0 mesmo ¢€
d*U

estavel, pois
14
—_— =k(1-- 0.
dxz? 20 ( a) >

De acordo com (4.4), a conta realiza oscilacées de frequéncia

k 14
w= X (1 - )
m a
em torno de zqg.

(ii) a < £. Neste caso, os trés pontos de equilibrio (zg, zo+) existem. Contudo, agora z = xgy €
ponto de equilibrio instavel, ao passo que

a2
ZTo+

Ou seja, ¢ = zp+ sao pontos de equilibrio estaveis. A frequéncia das oscilagdes em torno destes

pontos €
k a?
=4/—(1—-—=].
“ m ( €2>

Por fim, é importante mencionar que se a = ¢, resulta xgg = xg+, mas k© = 0. Ou seja, a
dinamica do sistema nao pode ser reproduzida por uma aproximacao linear.

d*U

dx?

4.2 OSCILACOES EM SISTEMAS COM VARIOS GRAUS DE
LIBERDADE

Agora serao considerados sistemas cuja dinamica € tal que a Lagrangiana pode ser escrita em
termos de seus n graus de liberdade. Por exemplo, uma particula se movimentando sob vinculos
no espaco, ou um sistema com poucas particulas realizando o mesmo tipo de movimento. Poste-
riormente sera considerado de forma explicita um sistema composto por um numero arbitrario
de particulas interagentes.

Com um numero n > 1 de graus de liberdade, o conceito de configuragao de equilibrio discu-
tido na secao 4.1.1 nem sempre é o mais adequado. Em seu lugar, sera introduzido o conceito
de movimento estaciondrio, o qual ocorre quando o sistema de coordenadas adotado é tal que
existe pelo menos uma coordenada nao ciclica constante. O conceito de movimento estacionario
serd caracterizado com os exemplos a seguir.

Exemplo 4.1 (Movimento planar sob forca central). Retornando aos exemplos 1.19 e 2.1,
onde foram derivadas a Lagrangiana e a Hamiltoniana de uma particula submetida a uma forca
conservativa central, sabe-se que a coordenada azimutal ¢ € ciclica, sendo sua equacao de
Euler-Lagrange

_ P
mr2sen? §’
e que a equacao de movimento para a coordenada polar # admite uma solucao constante 6 (t) =
%77 = cte.; isto €, o movimento da particula ocorre sempre sobre este plano. Neste caso, a
Lagrangiana (1.66) se reduz a

= (pp = cte.)

1
L{r,i, ¢} = om (7% + 1% = U (r).
Neste caso, a equacao para a coordenada radial fica

2
mf—mrng—!—d—U:Oﬁmf—p—w—l—d—U:O.
dr mr3  dr
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Esta equacao de movimento admite uma solucdo estacionaria r = ry = cte. (6rbita circular),
desde que
dU

awl  _ p
dr

= =
pmrg T

Este € um exemplo de movimento estacionario. No caso do potencial gravitacional, U = U, =
—A/r, sendo A = cte. > 0, temos 7y = p},/mA.

Exemplo 4.2 (Péndulo esférico). No exercicio 2.4 foi obtida a Lagrangiana de um péndulo
esférico,

L {9, 0, gb} = %méQ (92 + % sen? 0) + mgl cos 0.

A coordenada ¢ ¢é ciclica, com equagdo de movimento ¢ = p,/mf*sen?6 (p, = cte.). Com isso, a
equacao para 6 fica escrita

0 — ¢? sen b cos O + %sen@zo.

Esta equacao admite uma solucgao estacionaria 6§ = 6,, onde

cosfy = é, desde que |¢| > \/gw Ipy| > /m2£3gsen® 0.

Em ambos os exemplos acima, os sistemas fisicos sdo conservativos e as condigbes esta-
belecidas na secdo 1.9.2.3 para que a funcao de Jacobi corresponda a energia mecanica sdo
satisfeitas. Ou seja, energia mecanica pode ser identificada a partir da funcéo h (g, q,t).

Os exemplos sdo também simples o suficiente para que exista somente um grau de liberdade
associado a variavel nao ciclica e, neste caso, a energia mecanica pode ser escrita de uma
maneira genérica como

1 .
E=3a(q)d +Ue (),

sendo ¢ a coordenada nao ciclica e a funcao U (¢), denominada potencial efetivo, é uma
quantidade que tem dimensao de energia, contém a energia potencial do sistema, mas contém
também termos adicionais que dependem da coordenada ¢. O potencial efetivo € obtido apéds a
eliminacao das coordenadas ciclicas em prol das demais. Para os exemplos discutidos,

vy
2mir?
I
© 2mi2sen2d

Uef (7’) =

+ U (r) (for¢a central)

Ut (9) — mgf cos (péndulo esférico).
Nestes casos, os movimentos estacionarios obtidos consistem nas configuracoes de equilibrio

obtidas por

d

— Ut q = 07

dq @ ©
sendo que essas configuracées de equilibrio novamente novamente serao estaveis se U/} (¢?) >
0.

Exercicio 4.2. Investigue a existéncia e a estabilidade do movimento estacionario planar de um
sistema planetario.

Resolucdo. Dada a Lagrangiana obtida no exemplo 4.1, para um sistema planetario U (r) = —A/r,
sendo A = GmM > 0 (G: constante gravitacional, m: massa do planeta, M: massa da estrela).
Entao, o potencial efetivo e a configuracao de equilibrio resultante sao:

2 2 2

P A d P A p
U = £ - - = £ _ = O = — -
et (1) 2mr? dr () v mrg 13 iy

o qual € justamente a orbita circular obtida no exemplo.
Por sua vez, o critério de estabilidade permite concluir:

3p2 24 A

7 @
)
of (o) mry  rg g
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Ou seja, uma orbita circular € estavel frente a pequenas oscilagées. De acordo com (4.4), qual-
quer pequena perturbacao aplicada a uma orbita circular ira gerar um movimento harmoénico
em torno da mesma com frequéncia angular

A GM
W=, — =] —.
mrg rs

. . P -3/2
Nota-se como essa frequéncia se reduz com o raio da 6rbita por um fator w « r 2,

Exercicio 4.3. Investigue a existéncia e a estabilidade do movimento estacionario de um pén-
dulo esférico.

Resolucédo. Agora, a Lagrangiana do exemplo 4.2 e o potencial efetivo associado resultam em:

d 2 cos Oy P
— Ut (0 =——f fsenfy =0
do £(0) 80 m#?2 sen3 0 +mgtsenfo

»=pme? sen® §

(4.5)

cosfy = ;é,

como ja havia sido obtido e a estabilidade desse angulo frente a pequenas perturbacdes resulta

pf, 3pi cos? b mgl

cos by

CHES + mgl cos by = (14 3cos*by) >0,

ml2sen? 0y  ml?sent Oy

onde foi empregado (4.5). Ou seja, o movimento é estavel. Pequenas perturbacoes em torno de

0y terao a frequéncia angular
14 3cos26yg
W=y —>".
cos g /

4.3 OSCILACOES ACOPLADAS DE PEQUENA AMPLITUDE

Considera-se agora um sistema conservativo de particulas interagentes em uma situacao
onde ha n graus de liberdade, com todos os vinculos holonomos. Generalizando a discussao
realizada nas se¢oes anteriores, supoe-se que a Lagrangiana para esse sistema possa ser escrita
na forma

L{a.a) = 3 > Mie(a)uic — U (a), 4.6
k=1
onde o potencial U (q) pode ser um potencial efetivo, obtido apés a eliminacdo das coordenadas
ciclicas, e as funcdes My, (q) sdo supostas ser exatamente as expressdes obtidas em (1.73),
segundo as quais a matriz M = [My,] é simétrica (M, = My;). Nesta hipétese, a energia cinética
nao possui contribui¢cdes de ordem zero ou de primeira ordem nas velocidades generalizadas.

Supde-se que esta Lagrangiana admite configuracdes de equilibrio ¢(© = (q§0)7 e 7q7(LO )), de-
terminadas pelas solucdes das equacoes
ou
— =0, (k=1,...,n). (4.7a)
g, q©®

Assumindo entdo que uma pequena perturbacao € aplicada ao sistema inicialmente na configu-
racao de equilibrio, escreve-se

qk:q,(co)—i—nk, (k=1,...,n),

onde os |n;| sdo supostos “suficientemente pequenos” para que o desenvolvimento em série
abaixo,

0
n n 2
o) 3 (2T b s (2
k=1 1

4k | g0 folm

1 n
mne+-- = Ug+ Z Ukenrne
q® 2 k,e=1

possa ser aproximado conforme ilustrado, sendo Uy = U(q\?) e

02U

Un, =
M dgr0q

(k,¢=1,...,n), (4.7b)

)
q©®
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sendo que U = [Uy/] (a matriz potencial) é suposta ndo nula e simétrica (U, = Uyy).

Neste ponto, sera também suposto que existe pelo menos um subconjunto das possiveis
configuracées de equilibrio que sao estaveis frente a essas perturbacdes. A condicdo necessaria
e suficiente para tanto pode ser obtida considerando-se o fato do sistema ser conservativo. Com
isso, a integral de Jacobi (1.70) fica dada por

1 & 1 &
hiq,§)=FE=Uy+ ~ E Myeieie + = E U, .
(g.q) oJrQH_1 kmkarQH_l KONk

Para que a perturbacao produza oscilacoes de pequena amplitude em torno da configuracao
de equilibrio, € necessario que tanto o termo cinético quanto o potencial permanecam limitados.
Como a energia cinética é sempre positivo-definida e a energia mecanica deve ser conservada,
isto implica que o termo potencial também deve ser positivo-definido, de tal forma que possa
existir uma configuracao instantanea onde a energia potencial € maxima e a energia cinética é
minima, com pelo menos parte das velocidades generalizadas sendo nulas em algum instante
de tempo. Em outras palavras, o ultimo termo na integral de Jacobi deve gerar uma barreira
de potencial em um espaco de configuracdo n-dimensional. Assim, a condicdo necessaria e
suficiente para que uma configuracao de equilibrio seja estavel é

Z Ureni (t) me (t) = 0, para todo ¢t > 0. (4.7¢)
k=1

Desenvolvendo também a matriz M em torno de ¢(* e realizando uma aproximacio equiva-
lente na energia cinética, obtém-se

n

T:% Z Mk@(Q)C]k‘CH:% Z T’“Z+Z<aéw‘1;d

k,e=1 k=1 j=1

T
mit e ke ™ 5 > Teoiwiie,  (4.7d)
q® k,e=1

com
Tk:@ = Mkf (q(0)> 5 (k’,ﬁ - 1, e ,n) 3 (476)

sendo T = [T}¢] a matriz cinética.
Por meio deste procedimento, obtém-se a forma aproximada da Lagrangiana (4.6), escrita
como

L1 $ N
Linn} =3 > Treinne — 3 > Ukenkne, (4.8a)
k=1 k,e=1
ou, na forma matricial, como ) )
L= 5777Tr'] — 577U17, (4.8b)

sendo n = (771 Mo« nn)T a matriz coluna que contém os valores instantaneos das coordenadas
generalizadas.
As equacoes de Euler-Lagrange para esta Lagrangiana sao

d OL oL
*7._7:07 (.7:11 777‘)
dt on;  On;
Mas,
OL 1 & 0 ong 1 [« - 2 eq: Ik
—_—— = UkeﬂTMvLUkﬂlkﬂ == ZUkjnk+zUjme LZUM’W
onj 2 k=1 ‘8773‘{ Onj’ 2\ =1 Uie=Uri 3=

OL 1 ¢ ( O, . . O - )
== Thom—¢ + Thee 5 | = TNk,
on; 2 ,g::l on; on; ,; !

de onde resultam as equacdes de movimento
> Tyt + 3 Upne =0, (j=1,....,n). (4.9)
k=1 k=1

Este sistema de equacdes descreve as oscilagdes de n osciladores acoplados. Na préoxima
secao sera realizada uma solucao deste sistema de equacdes de movimento.
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4.3.1 OSCILACOES ACOPLADAS: MODOS NORMAIS DE VIBRACAO

Sera descrito agora um método geral de solucdes das equacdes de movimento (4.9). Outros
métodos de solucao, relacionados a este, serao descritos em secoes posteriores.

Como as solucoes esperadas de (4.9) sdo do tipo oscilador harménico, as funcées 7, = 1 (t)
(k=1,...,n) devem ser func¢des periodicas no tempo. Com base nesta hipétese, € conveniente
entao representar as solucoes de (4.9) em termos de séries de Fourier; ou seja, supoe-se que

[ee]
me(t) = Y k€™, (4.10a)
S5——00
onde as quantidades 7,5 (k = 1,...,n; —00 < s < ) € ws podem ser complexas, mas que estao
sujeitas a condicao de realidade
e (6) =k (1), (4.10Db)

onde z* = Rez —iIm 2z € a operacdo de conjugaciao complexa.
Se as solucdes do sistema (4.9) podem ser expressas pelas séries (4.10a), entdo, primeiro
derivando,

o0
i (8) = = D winpse™!

S§—>—00
e depois introduzindo estas séries em (4.9), as mesmas podem ser escritas,

oo n

Z Z (Ujk — wiTji) ks | €°F =0,

s——o0 Lk=1

sendo que as somas podem ser permutadas porque as equacoes sao lineares.
Como as equacgoes resultantes devem ser satisfeitas em qualquer instante de tempo, dado um
conjunto de frequéncias angulares {w;} ainda nao determinado, resulta que, necessariamente,

n
Z (Ujr, — w2Tj) ks =0, (j=1,...,m5 —00 < s < 00). (4.11a)
k=1

Além disso, o conjunto das amplitudes {7} também é indeterminado, mas nao pode ser vazio;
caso contrario a solugao seria trivial. Por isso, interpretando-se as expressoes acima como um
conjunto linear de equacdes para as amplitudes, as suas solu¢cdes somente serdo nao triviais se

det (U — w’T) =0, (4.11b)

sendo U e T respectivamente as matrizes potencial e simétrica, dadas por (4.7b) e (4.7¢).
Como U e T sao ambas matrizes n x n, o desenvolvimento do determinante em (4.11b) resulta
em uma equacado caracteristica do tipo

n—1

oy, (w2)n + a1 (wz) 4+ 4 aq (w2) + ag =0, (4.11c)

a qual é um polinomio de grau n para w?. Em consequéncia, existem, no maximo, n valores

possiveis para w? em (4.10a), o que implica no trucamento da série de Fourier para |s| > n. Além
disso, como as raizes de (4.11c) sado

w? = w?, resulta entdo que w = Fw,;
ou seja, as quantidades w,, denominadas frequéncias caracteristicas ou autofrequéncias,
ocorrem sempre aos pares. Por isso, o termo n = 0 em (4.10a) também ¢é nulo.! Na secao 4.3.3
sera mostrado que as autofrequéncias sao sempre reais e positivas.
Portanto, as solucdes das equacoes de movimento (4.9) devem ser escritas como

me(t) = Y ket (k=1,...,n),

(n##0)

INa verdade, é possivel que exista um sistema para o qual wy # 0, mas, neste caso, o termo n = 0 ndo estara
associado a um modo de oscilacao do sistema.
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onde, necessariamente, w_; = —w;. Impondo-se agora a condicao de realidade (4.10b) a essas
solugoes, resulta

n
M (t) — ;: Z nkb wst Z 771: efuu *t 8% s Z nk( 5)6 zw_st,

S=—n S=—n S=—n

0 que permite estabelecer as seguintes relacoes,

_ . *
NMks = M(—s)» Ws = —W_g.
Como w_; = —wjs, a condicao de realidade sobre as autofrequéncias implica que —w* , = w} = ws;
ou seja, as autofrequéncias sao reais.
Com as relagoes acima, pode-se manipular 7 (¢) da seguinte maneira,

ans s t+ Z nks

s=—1
—_———
S——S

[
NE

(Tles€™*" + sy €™")

@
Il
a

NIE

e (1) = ) (Tkse™ " + ge™ ") .

Il
_

S

Como as amplitudes 7, ainda estdo indeterminadas, pode-se escrever, sem perda de genera-
lidade,

csprs, (k,s=-n,...,n), onde
Cs = Esei(bsv (pkm Esu ¢8 € R) P

sendo as quantidades {¢;} e {¢s} determinadas pelas condicoes iniciais do sistema. Ja as quan-
tidades {pys} sdo organizadas na forma de matrizes-coluna

Pls

,023
ps=1 .|, (s=1,...,n), (4.12a)

Pns
denominadas de vetores caracteristicos ou autovetores. Os vetores caracteristicos sao deter-

minados quando as expressdes das amplitudes ;s em termos dos mesmos sio introduzidas de
volta nas equacdes (4.11a), as quais se tornam

n

U-k—wak Prs = 0, J,s=1,...,n); ou,
kZ:l( ) i) ( ) @ 12b)

(U—w?T) ps =0, (s=1,...,n).

Ou seja, uma vez determinadas as autofrequéncias como as solucdes da equacao caracteristica
(4.11c¢), para cada w; resulta um vetor caracteristico p;.

Em outras palavras, o problema da determinaciao das frequéncias e vetores caracteristicos
€ equivalente a solucao de um problema de autovalores envolvendo as matrizes U e T. Como o
sistema (4.12b), € subdeterminado, os autovetores sempre resultam com uma ultima constante
indeterminada. Mas, como as solugdes ainda dependem das condicdes iniciais, estas constantes
podem ser absorvidas dentro do conjunto {c;}.

Com as definicoes recém realizadas, as solucdes das equacdes de movimento podem ser
escritas como

n

1

n
ZEQ prs€@etel®s 4 ppemWste” “1’5) =3 Zéspksei%teid’s + C.C,

s=1 s=1

l\D\»—t

. ()
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onde C.C. significa “complexo conjugado”. Organizando as solucgdes 7 (t) também na forma de
uma matriz coluna 7 (£) = (n1 72 - - - nk)T, pode-se escrever

nt) =y (;csem) pse’t =" <;csei¢5> Gs (1),

s=1 s=1

onde o termo complexo conjugado nao foi escrito. Esta expressao € interpretada da seguinte
maneira. Em um determinado instante ¢, o vetor 7 (f) com as solucdes de (4.9) € sempre de-
terminado por uma combinacao linear (dependente das condi¢des iniciais) dos diversos modos
normais de oscilacdo ou vibrag¢do do sistema, dados por

(s () = psemt, (s=1,...,n).

Finalmente, com os desenvolvimentos realizados acima, as solucoes de (4.9) podem ser escri-
tas como

Nk (t) :ZEspkscos (wst + ¢Ps) (k=1,...,n), (4.13)
s=1
sendo que as frequéncias caracteristicas {ws} (s=1,...,n) sao determinadas pelas raizes de

(4.11c¢), enquanto que os vetores caracteristicos {ps} sdo determinados por (4.12b). Finalmente,
as quantidades {c¢;} e {¢,} sdo determinadas pelas condicdes iniciais impostas ao sistema.
Alguns exemplos de aplicacdo deste formalismo serdo agora discutidos.

Exercicio 4.4 (Péndulos acoplados). A figura 4.3 mostra dois péndulos idénticos acoplados por
uma mola com constante elastica x. Assumindo oscilacées de pequena amplitude, determine os
modos normais de vibracao e as solucoes das equacdes de movimento se, no instante ¢t = 0,
ambos os péndulos partem do repouso, com um destes deslocado da posicao de equilibrio por
uma quantidade 0 < a < 1.

7

Figura 4.3: Dois péndulos idénticos acopla-
dos por uma mola com constante eldstica k.

m Up)

Resolugdo. A configuracao de equilibrio para este sistema obviamente corresponde a 6, = 6y =
0. Como as oscilagdes sdao supostas de pequena amplitude, pode-se desprezar o movimento
vertical dos mesmos para o termo cinético, considerando somente o movimento horizontal. Se
no equilibrio a separacao entre os péndulos € dj, entao,

x1 (t) = m (t) = £senby () =~ 00, (1), 2o (t) =do+m2(t), mn2(t) =Lsenby (t) ~ 05 ().

Com isso, a energia cinética do sistema fica

1 1
T = om (43 +43) ~ om (0 +n3) .
Para a energia potencial, € necessario considerar o deslocamento vertical dos péndulos para
o computo da energia potencial gravitacional. Ja para a energia potencial elastica, que depende
do deslocamento relativo dos péndulos em relacao a distancia dy, pode-se considerar somente o
deslocamento horizontal. Escreve-se entao

1
U=mgl[(1—cosb)+ (1 —cosby)] + 2k (29 — 21 — do)?
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mg 1 2
~ o0 (77%+77§) + 5"6(772 —m)”.

Desta maneira, a Lagrangiana do sistema fica

1 . . mg 1 2
L=cm (i +n3) — |5, (0 +n3) + 56 (2 —m)”|.
2 20 2
Comparando a mesma com a forma genérica (4.8a), identificam-se as matrizes cinética e poten-
cial como
m 0 e -k
= =7
= () o= ("Xt
Com estas matrizes, a equacao caracteristica (4.11b) fornece as autofrequéncias
29+ K — mw? —K mg N2 o s g KEkK
Z _— — — —_ = = -
det( e ™4 —O:>(£ +K mw) K =0=wi g+ o

Ou seja, as autofrequéncias sao

_ /g ]9 2
TN e LNt
Para cada autofrequéncia, os vetores caracteristicos sdo dados por (4.12b). Ou seja,
mg 2
2 _ T+f$—mw1 —K piry _ K —K P11\ _
(V-wlm=0= ( -k s +"‘3—mw%) <le> <_"”” “) (P21> ’

a—»Cq

1
:>011=p21:>P1=04<1>:> p1

A k= mws —K P12 —K =K\ [p12
(U= wiT) o2 ( —K Ttk —mws ) \ p22 —k =K/ \p22
]. B—ca ].
= pr2=—pa = p2=10 1 — P2 = 1)

De acordo com as autofrequéncias obtidas (w; 2) € os vetores caracteristicos associados (p1,2),
os modos normais de vibragao do sistema sao

G (t) = pre™, o (t) = pae™?.

I
7 N\
—_ =
~

O modo normal com frequéncia w; = \/g/¢ corresponde a oscilacido em fase dos dois péndulos,
separados sempre pela distancia de equilibrio da mola dy, conforme ¢ ilustrado na figura 4.4(es-
querda). Ja o modo com frequéncia wy = \/g/¢ + 2r/m corresponde a uma oscilacao em oposicao
de fase, com um dos péndulos se deslocando sempre o oposto do outro. Este comportamento é
devido aos valores dos componentes do vetor caracteristico: ps; = —pao € esta ilustrado na figura
4 4(direita). O movimento geral do sistema sera, portanto, uma combinacao linear de ambos os
modos normais, dependente das condig¢des iniciais.

“Z Vo

-_ = —_—= =

Figura 4.4: Modos normais de vibracdo para dois péndulos acoplados por uma mola.

Com os resultados obtidos, de (4.13) conclui-se as solugdes gerais sao:

m (t) = Elpll COS (wlt —+ gf)l) + Egplg COS (wgt —+ ¢2)
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72 (t) = ¢é1p21 cos (wit + ¢1) + Capag cos (wat + ¢2) .
Dadas as condicoes iniciais
m (0) =0, n2(0) = a, m (0) =12 (0) = 0,

resulta o sistema

11 (0) = €1 cos 1 + o oS g =0
12 (0) = €1 cos 1 — Ca COS P =a
m (0) = —wicy sen ¢y — wacosen ¢ = 0
72 (0) = —w1¢1 sen ¢ + waca sen ¢o = 0

Somando-se as duas primeiras e as duas ultimas, resultam
_ _ a _ _
C1 COS 1 = —Co COS g = 5 C1sen ¢ = ¢ sen ¢g = 0.
Estas equacodes sao satisfeitas se
¢1 =2 =0, €1 =—C= .

Portanto, resulta finalmente
a w1 + w2 W2 — W1
m(t) = 3 (coswit — coswat) = asen 5 t ) sen 5 t

N2 (t) = % (coswit + coswat) = a cos (w1 ;w2t> cos (wz ;wl t) .

A figura 4.5 mostra as oscilacdes deste sistema para dois casos do parametro de acoplamento
e = 2kl/mg: casos de acoplamento fraco (¢ <« 1) ou forte (e > 1). Observa-se como o valor do
parametro de acoplamento altera a taxa de transferéncia de energia de um oscilador para o
outro.

4.3.2 COORDENADAS NORMAIS

Como os exemplos discutidos sugerem, a dinamica de qualquer oscilador acoplado a um
conjunto de n osciladores, conforme descrita pelas equacées (4.9), pode ser decomposta em uma
combinacao linear de n» modos normais de vibracao.

A ideia subjacente a definicdo das coordenadas normais esta em definir um novo sistema de
coordenadas no qual cada modo normal vibra como um oscilador harmoénico independente ao
longo de uma das coordenadas normais. Em outras palavras, a transformacédo do sistema de
coordenadas n = (1,72, ..., 7,) para o novo sistema de coordenadas normais desacopla os graus
de liberdade e o sistema passa a evoluir como um sistema de n osciladores independentes.

Dada a notacdo matricial 7 (t) = (771 N2« ?7n)T, a Lagrangiana pode ser escrita na forma ma-
tricial (4.8b),

1. 1.
L=_nTn— gnUn,

2
em termos das matrizes potencial U (4.7b) e cinética T (4.7¢). Definem-se agora as coordenadas
normais ¢ = ((1,(2,...,(n), as quais estao relacionadas com as coordenadas originais {7 (¢)}

pela transformacéo ¢ — n dada por
n(t) =AC(t), (4.14)

onde A € uma matriz n x n a ser determinada. Substituindo esta transformacao na Lagrangiana,
resulta

1~ /-~ . 1~ /-~
L=5¢ (ATA) (-3¢ (AUA) . (4.15)
Para que a Lagrangiana, escrita em termos das coordenadas normais, descreva um sistema de
n osciladores desacoplados, é necessario que as matrizes ATA e AUA sejam diagonais. Ou seja, a

matriz A deve ser tal que a mesma ira provocar a diagonalizacdo tanto da matriz cinética quanto
da potencial.
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0.5

nla
S
S
—

-0.5

T T
——

nla

-0.5

w1

Figura 4.5: Oscilagoes de péndulos acoplados para diferentes valores do pardmetro de acoplamento. (Superior)
Caso de fraco acoplamento (e = 0.15). (Inferior) Caso de forte acoplamento (e = 2).

Para determinar a forma da matriz A, considera-se o espaco vetorial &, cujos vetores sdo as

matrizes n x 1 do tipo ¢ = (§1 ITREE §n)T sobre o corpo dos reais.? Dados dois vetores ¢ e 1 deste
espaco, define-se o produto interno dos mesmos como

(€0) =ETY = Y &, (4.16a)
k=1

envolvendo a matriz cinética T.2

Seja agora o conjunto 1" = {p;} (¥ C &, sendo s = 1,...,n), formado pelos vetores caracte-
risticos definidos por (4.12a) e determinados por (4.12b). Estes vetores claramente pertencem
a este espaco vetorial, mas na sua determinacido um de seus elementos sempre permanece in-
determinado. Supondo que o problema de calculo das frequéncias e vetores caracteristicos seja

nao degenerado, impde-se entdo sobre 1" a condicdo de formar um conjunto ortonormal frente
ao produto interno (4.16a); ou seja,

(pry ps) = prTps =0Ops, (rys=1,...,n). (4.16Db)

A demonstracao de que os autovetores siao de fato ortogonais frente ao produto interno (4.16a)
sera realizada na secao 4.3.3.

2Ver, por exemplo, Apostila de Fisica-Matematica, capitulo 4.
3A demonstracdo de que (4.16a) realmente constitui um produto interno sera realizada na secdo 4.3.3.
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Com esta imposicao, define-se a matriz A como a matriz modal

PLP2 " Pn P11 P12 *° Pin

P21 P22+ P2n
A= =TT (4.17a)

Pnl Pn2 **° Pnn

ou seja, A, = p,s, Observa-se que se (4.16b) for satisfeita, entao

(Prsps) = P Tps = D preThepes = Y AeTreArs = Y (A), TheAes = (ATA) = ps.
k=1 k,f=1 k=1
Ou seja, a matriz modal é tal que 3

ATA =1,. (4.17b)

Como os vetores caracteristicos devem satisfazer ao mesmo tempo (4.16b) e (4.12b), entao
ﬁrUps = w?ﬁers = wgars-

Definindo a matriz diagonal

wiy 0 -0
0wl 0

W= . . <:>I/V’r's:qu-fsrs (7‘,821,...,7’1),
00 - w?

e introduzindo a definicao (4.17a), conclui-se entdo que
prUps = W, = AUA = W. (4.17¢)
Portanto, introduzindo os resultados (4.17b) e (4.17c) na Lagrangiana (4.15), resulta
1 - ) 2 -2
L=3%" (gk - wk(k) . (4.18a)
k=1
Aplicando a mesma as equacoes de Euler-Lagrange
4oL oL
dt aCk 8<k ’

resultam as equacdes de movimento de n osciladores desacoplados,

(k=1,...,n),

o+ Wi =0, (k=1,...,n), (4.18b)
cujas solucdes gerais podem ser escritas
Ck (t) = cg cos (Wit + @) , (k=1,...,n), (4.18¢)

com ¢ € ¢, determinados pelas condicées iniciais. Esta solucao mostra que a k-ésima coorde-
nada normal vibra com a frequéncia angular wy;, pura.

A determinacado das coordenadas normais possibilita entdo transformar um problema de
n osciladores acoplados que vibram nas coordenadas 7; (t), 72 (¢), ..., 7, (f) em um problema
de n osciladores independentes que vibram nas coordenadas ¢ (t), (2 (¢), ..., (. (). Uma vez
determinadas as solugodes (4.18c), as solug¢des para as coordenadas originais sdao obtidas a partir
de (4.14).

Finalmente, a transformacao inversa n — ¢ € realizada partindo-se de (4.14), multiplicando
ambos os lados pela esquerda por AT e usando (4.17b), de onde resulta

ATy = ATAC = ¢ (t) = ATy (). (4.19)

Sempre € possivel escolher um conjunto de condi¢oes iniciais de modo a excitar uma oscilacao
acoplada “pura” ao longo de uma dada coordenada normal. Isto corresponderia a uma oscilacédo
pura em um unico modo normal. Contudo, para uma condicdo inicial arbitraria, em geral a
oscilacao resultante sera uma justaposicao linear de modos normais de oscilacao.
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Exercicio 4.5. Determine as coordenadas normais para o sistema com dois péndulos acoplados
estudado no exercicio 4.4.

Resolucdo. Dados: a matriz cinética e os vetores caracteristicos (escritos em termos das cons-
tantes arbitrarias) obtidos no exercicio,

T:(ngl)’ p1=a<i), /)22»3(1)7

a aplicacao da condicao (4.16b) resulta:
(pr,p1) = a® (11) (73 r?) G) =1 a=(m
0 1 _
(p2.p2) = 5% (1-1) (?m> (—1) == 8= @mT

(pr,p2) = 0B (11) (’gg) (_}) —0.

Ou seja, a condicao de ortogonalidade entre p; € p; € cumprida.
Assim, de (4.17a), a matriz modal para este sistema fica

A_ (PriP2) _ 1 11
p21 P22 Vem \1-1/"

Com isso, de (4.19) as coordenadas normais resultam

@ - ﬁ (1 _}) (737?1) (Z;) - ﬁ(i_i) (Zé) L )es \/zwl +172)
\/;(771 —n2),

Observa-se também que

G =

enquanto que as relacoes inversas sao dadas por (4.14),

- (&1 +¢2)

(Zl) = 75 G—D @) - :: _ \/\z(cl ).

Dadas as solucoées (4.18c), observa-se que, de fato, as expressoes para 7 (t) € 12 (t) concordam
com as solucodes gerais obtidas no exercicio 4.4. De acordo com as soluc¢odes (4.18c), o modo
normal 1, que oscila ao longo da coordenada normal ¢;, o faz na frequéncia w,. Mas, de acordo
com o exercicio 4.4, este modo normal oscila sempre com 7; = 75, isto €, com (; # 0 e (3 = 0. Por
outro lado, o modo normal 2 oscila com frequéncia w,; ao longo da coordenada normal (;. Mas,
nesta situacao, 7 = —ny; ou seja, de fato (; =0 e (s # 0.

Exemplo 4.3 (Um par de osciladores harménicos acoplados). O sistema ilustrado na figura
4.6 pode ser empregado para modelar oscilagoes longitudinais de uma molécula diatomica con-
finada, onde as for¢as entre os ions sdo representadas por molas. Neste modelo, as massas sio
conectadas por uma mola com constante elastica x;2 € por molas com constante x afixadas a
paredes rigidas.

De acordo com a figura, o comprimento de equilibrio das molas laterais €é ¢;, ao passo que o
respectivo comprimento para a mola central é ¢;,. Neste caso, € conveniente escrever as posicoes
das massas ao longo do eixo x como

€ (t) =l +m (t) s X9 (t) =Ly + L1z + 12 (t) .
Com isso, as energias cinética e potencial resultam

1, . 1., .
T:iM(a:f+a:§):§M(nf+n§)

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 03/2017 Impresso: 7 DE JANEIRO DE 2025



176 | 4.3. Oscilacoes acopladas de pequena amplitude

Figura 4.6: Duas massas sdo co-
nectadas por trés molas afixadas
4 b1y a paredes rigidas. O sistema exe-
cuta oscilagdes horizontais.

U= Uml + U/-i2 + UKlQ?

1 1

Uer = 5/{@1 - EO)2 = 5&7]?
1 1

UEQ = 5%(1‘2 — fo — 512)2 = 5/17]%
1

Uk12 = PIRE (g — a1 — l12)” = k12 (2 —m)?.

Desta forma, as matrizes potencial e cinética (4.7b,c) ficam, respectivamente,
(Kt K12 —Ki12 . M 0
U<—H12 K+f€12)’ T<0M>'

De (4.9), as equacdes de movimento (para n = 2) ficam entao

2 .
Mijy + (k + K12) M1 — K122 = 0

Z i+ Y Ujpre = 0 = "
— Mty — Kk19m1 + (k + K12) 2 = 0.

De acordo com a equacao caracteristica (4.11b), as autofrequéncias ficam entao

K+ K12 —M(.U2 —K12
det
—K12 K+ K12 — Mw

/Ii+2/€12 )

Os autovetores sdo dados por (4.12b). Para cada autofrequéncia, resultam
—K12 —K12 P11 1
( wl ) P1= (MQ le) (le) p1L=« <1>

— 1
U— 2T 0 — K12 —Ki12 P12\ _ 0 —> _ .
( Wa ) P2 <—;‘€12 K19 P22 P2 ﬂ 1

Portanto, de acordo com (4.13) as solucdes das equacdes de movimento sao

2) 20:(/€+/€12—Mw2)2—/1%2:0,

n (t) = Acos (wit + ¢1) + B cos (wat + ¢2)
N2 (t) = —Acos (w1t + ¢1) + B cos (wat + ¢2),

onde A = ac, e B = 8¢c,.
Para a determinacao das coordenadas normais do sistema, € primeiro realizada a normaliza-
cao dos autovetores de acordo com (4.16b), de onde resulta « = § = (2M )71/ 2 Assim, de (4.17a)

a matriz modal deste sistema fica
_ (Piipi2) _ 1 11
p21 P22 VoM \—-11)°

Com isso, de (4.19) as coordenadas normais resultam

- G = %(71* 2)
ORI i
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As equacoes de movimento das coordenadas normais sao dadas por (4.18b), cujas solugoes
sdo dadas por (4.18c); ou seja, os modos normais evoluem como

<1 (t) = C1 COS (wlt + ¢1) s (2 (t) = Cg COS (WQt + ¢2) .

Se as condicdes iniciais forem determinadas como 7, (0) = —n2 (0) = dy € 7, (0) = 72 (0) = 0,
entdo (; (0) = vV2Md;, ((0) = 0, (1 (0) = (2(0) = 0, de onde resultam ¢; = vV2Md;, co = 0 e
¢1 = ¢2 = 0. Ou seja,

(i (t) = V2Md, cos (wit), G (t) =0,

e a oscilacao do sistema ocorre puramente no primeiro modo normal, com frequéncia w;,. Este
modo de oscilacao € denominado modo antissimétrico, onde as massas oscilam sempre fora de
fase e todas as molas siao deformadas, como pode ser observado no painel esquerdo da figura
4.7.

Modo antissimétrico “Modo simétrico
(fora de fase) (em fase)

Figura 4.7: Oscilagoes nos dois modos normais do sistema. (Esquerda) oscilagio no modo antissimétrico (fora
de fase). (Direita) oscilagio no modo simétrico (em fase).

Por outro lado, se as condigdes iniciais forem 7, (0) = 72 (0) = d2 € 11 (0) = 72 (0) = 0, entao
¢1(0) =0, (2(0) =+v2Mds e (1 (0) = (2(0) =0, de onde resultam c¢; =0, co = V2Mds € ¢1 = ¢ = 0.
Ou seja,

G (t) =0, o (t) = V2Mds cos (wat)

a qual consiste na oscilacdo do sistema no modo simétrico, ilustrado no painel direito da figura
4.7. Neste, as massas oscilam sempre em fase, de modo que a mola central permanece sempre
no comprimento de equilibrio.

O exemplo a seguir ilustra uma situacao onde uma autofrequéncia é nula, correspondendo a
uma translacao rigida do sistema por completo.

Exemplo 4.4. A figura 4.8 ilustra um modelo simples para o estudo das vibracées longitudinais
que ocorrem em uma molécula triatémica linear livre, composta por dois ions idénticos dispostos
simetricamente. A molécula CO, € um exemplo deste tipo de molécula.

M

[
| |
| |
| |
| X, X, x5 x

Figura 4.8: Modelo simplificado para o estudo das vibragdes longitudinais de uma molécula triatéomica linear.

Se ambas as molas possuem a mesma constante elastica x e as mesmas extensodes de equili-
brio ¢, entao

x1=x10+m (t), vy =w10 + L+ M2 (1), 3 =x10 + 20+ 13 (t).
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As energias cinética e potencial ficam

T = (mm + Mn2 + mn3)

U=

M\HM\H

1 1
flaa == 07+ or (e =22 = O = ox [ = m)* + (s — )]

Com isto, as condicdes de equilibrio (4.7a) resultam em

oUu

783;1 :7}{(,I27.'L’1*£):O:>x271'1:£’
8—(]:H(xg—xl—ﬁ)—fz(a:g—xg—ﬁ):0:>x3—x2:€.
8%2

As matrizes potencial e cinética (4.7b,c) ficam, respectivamente,

k —k 0 mO0 0
U=|—-k2k—K|, T=|10MO
0 —k K 00m

A equacéo caracteristica (4.11b) fica escrita (com \ = w?)

K—Am —K 0
det —K 2k—AM —k =0,
0 —K  K—Am

resultando na equacao polinomial
Ak —2dm) [k (M +2m) — dmM] =0,
cujas solucées resultam nas autofrequéncias

K K m
w1:0 Wo = - w3z = 7<1+27)
’ m’ m M
A solucao w; = 0 parece estranha a principio, mas ela corresponde ao movimento de transla-
cao livre o centro de massa do sistema, como sera visto a seguir.
Para cada autofrequéncia, temos os autovetores correspondentes a partir de (4.12b), sendo
estes normalizados de acordo com (4.16b), resultando entao

1 1 1 (1 1 1
= 1], P e A S— YV
v2m+ M \ ¢ va2m \ 4 2m (1 +27) 1

A mesma relacao (4.16b) mostra que os autovetores sao ortogonais, isto €, (p1,p2) = (p1,p3) =

(p2,p3) = 0.
Tendo sido determinados os autovetores ortonormais, a matriz modal (4.17a) é dada por

P1 P2 P3 P11 P12 P13
A= l J l = | p21 p22 P23 |,
P31 P32 P33
permitindo assim a obtencao das coordenadas normais, de acordo com (4.19); ou seja,

mm + M + mT}s

G = W 2 <t>=ﬁ<nl—ng>

-2 —
1/ 1+2 N2 + 13) 1/ 1+2 (2 —n3)]-

Observa-se que, a menos de um fator constante, o modo normal (; (t) = v2m + Mzcum (8), Le., G
€ proporcional a posicao do centro de massa da molécula.

Finalmente, de acordo com (4.18b), as coordenadas normais satisfazem as equagoes de mo-
vimento

(=0, (o +wiC =0, (3 +wiG=0.
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OH000_H 50000

Modo 1
<~ Modo2 Modo 3

Figura 4.9: Modos normais de oscilagio de uma molécula triatémica linear.

Ou seja, a solucao para (; mostra que o centro de massa da molécula se move com aceleracao
nula e a molécula sofre uma translacao rigida, com 7; = 2 = 3 # 0, para a qual U = 0; ou seja,
nao ha forca restauradora atuando sobre o sistema nesta situacdo. Este tipo de movimento esta
identificado como o Modo 1 na figura 4.9.

Ja o movimento do modo (,, identificado como “Modo 2”, consiste na vibracido dos ions de
massa m em relacao ao ion central de massa M. Finalmente, o modo (5 ("Modo 3”) consiste na
vibracao alternada do ion central em relacdao aos ions laterais.

4.3.3 PROPRIEDADES MATEMATICAS RELACIONADAS AOS MODOS
NORMAIS

Nesta secao, algumas propriedades matematicas do formalismo de modos normais serao
apresentadas.

4.3.3.1 O PRODUTO INTERNO ENTRE OS AUTOVETORES

Nas relacoes (4.16a,b), foi definido o produto interno entre dois vetores do espaco &, que

contém as matrizes n x 1 do tipo £ = (51 & §n)T sobre o corpo dos reais. A demonstracao de
que (4.16a) constitui em uma definicdo valida de produto interno parte do fato que a energia
cinética total de um sistema de particulas é sempre positivo-definida, isto €, T (q,q,t) > 0 em
(1.73a). Como ¢é suposto que a Lagrangiana do sistema de osciladores acoplados esta na forma
(4.6), resulta da definicao (4.7d) que

D Tbrée=0e > Trbele =0 & ==& =0, (4.20)
k=1 k,t=1

sendo T uma matriz simétrica, i.e., Ty, = Ty.

Com esta propriedade, a regra (4.16a) realmente satisfaz a definicao de um produto interno
no espaco &, como um espaco real positivo-definido;* ou seja, para ,9,0 € & € o,3 € R, a
definicao (4.16a) é a_forma bilinear

(€0) =ET9 = Y &Tuds = B,

k,£=0
a qual satisfaz

(i) Linearidade: (¢, av) = a (£, 9).

(ii) Distributividade: (¢ + o,9) = (£,9) + (o, 9).

(iii) Simetria: (¢, 9) = (,¢).

(iv) Positividade: (£,¢) > 0, com (&, &) = 0 se e somente se & = 0.

4Apostila de Fisica-Matematica, secio 4.8.
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4.3.3.2 POSITIVIDADE DAS AUTOFREQUENCIAS

As autofrequéncias (ou frequéncias caracteristicas) {w;} sdo as raizes da equacao caracteris-
tica (4.11c¢), a qual € uma equacgio polinomial de grau n para w? (s =1,...,n).

Dado um vetor &, € & (& # 0) e escrevendo )\, = w?, as equacgoes (4.11a) podem ser escritas
na forma matricial como

(U - )\ST) 55 =0= ASTES = U£S

Multiplicando pela esquerda por &,, obtém-se entdo

) _&UE
TATe

pois, de acordo com (4.7¢c) e (4.20), ésUES =>0e §~ST§S > 0. Portanto, w; € real e positivo-definida.

As =w ,

4.3.3.3 ORTOGONALIDADE DOS AUTOVETORES

Na determinacado dos modos normais de oscilacdo, a relacao (4.16b) assume que distintos
autovetores sao ortogonais frente ao produto interno (4.16a). Isto sera agora demonstrado,
desde que o problema de autovalores seja ndo degenerado; ou seja, se todas as autofrequéncias
forem distintas entre si.

Para n > 2, sejam entdo os pares (p,,w,) € (ps,ws) (w, # ws) determinados por (4.12b):

{)\TT,OT = Upr {)\T‘ﬁSTPT’ = ﬁsUpr (4.16a)
— >

)\r_/\s sy Ps :~SU T_~’I‘U ER
ATpe = Up. ( ) {prsps) = psUpr — prUp

AsprTps = prUpg Propriedade (iii)
onde )\, = w?. Como a matriz potencial (4.7b) também € simétrica (Uy, = Uy ), resulta que
psUpr — prUps = 0.

Portanto, para um problema de autovalores nao degenerado (), # \;), os autovetores sio
ortogonais,
<Pmp8> = prTps = 0.

Suponha agora que o problema seja degenerado. Seja um sistema com n > 2 de osciladores
acoplados, com os os conjuntos Y, = {ps} (s=1,...,n) de autovetores e (2, = {w,;} de auto-
frequéncias associadas, como solugdes de (4.12b). Suponha que exista pelo menos um par de
subconjuntos Y, € T, e Q,, C Q, (m < n) tais que ¥, = {p,} r=1,...,m) e Q,, = {&}. Ou
seja, o conjunto Y,, € organizado de tal forma que os primeiros m autovetores sido degenerados

a autofrequéncia w. Neste caso, ndo necessariamente (p,, ps) = 0,5 (r,s =1,...,m).
Emprega-se entdo um processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt, o qual ira resultar no
conjunto Y,, = {p,} (r =1,...,m), com os vetores p, dados por
p1=p1
Gy = py — PLL2) 5

J— 1
<p17p1>

m—1 ,_
<Phpm>l—),
<ﬁraﬁr>

Pm = Pm —
r=1

Os vetores de T,, sao todos ortogonais entre si. Para normaliza-los, basta dividir p, € T,, pela

sua norma /{p,, pr).

4.4 OSCILACOES LONGITUDINAIS EM UMA REDE PE-
RIODICA UNIDIMENSIONAL

Nesta secao sera desenvolvido um método capaz de descrever oscilacdes longitudinais de
pequenas amplitudes em uma rede periédica unidimensional.
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SUPOSICOES

O sistema fisico em estudo esta representado na figura 4.10.

1. Rede periddica unidimensional composta por n+2 (n > 1) particulas idénticas (com a mesma
massa m).

2. Interacées somente entre vizinhos imediatos.
3. Forcas internas restauradoras lineares, todas com a mesma constante elastica «.

4. Forcas externas: conservativas e atuando somente sobre as particulas extremas da rede
(em zp e/ou z,41).

5. Perturbacédes que excitam oscilacoées de pequena amplitude em torno da configuracdo de
equilibrio.

Em Equilibrio

Figura 4.10: Rede periddica unidimensional.

De acordo com as suposicdes, a configuracao de equilibrio deste sistema é:
ZOj:dl+ja7 (3:07177n+1)7

onde a € a distancia de equilibrio, denominada parametro de rede, entre qualquer par de
particulas do sistema.

Dada entdao uma perturbacao sobre esta rede periodica, a qual excita oscilacoes longitudi-
nais (ao longo do eixo z) em torno da configuracido de equilibrio, as posi¢cdes instantaneas das
particulas passam a ser escritas como

zj(t) =205 +m; (t), (=0,1,....,n+1),

sendo que pela suposicdo de pequena amplitude das oscilagoes, |n; (¢)| < a para qualquer j.

ENERGIA CINETICA

A energia cinética total deste sistema € dada simplesmente por

1 n+1 1 n+1
_ 2 _ -2
T—ﬁmgzj—imgnj.
Jj=0 Jj=0

A matriz cinética T fica entao

100---00
010---00
T=m[:ri-. o =ml o,
000---10
000---01

sendo que agora, por conveniéncia, o elemento 7;; €

T;; =mbij, (i,j=0,1,...,n+1).
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ENERGIA POTENCIAL

Divide-se novamente a energia potencial total do sistema em parte externa mais parte interna.

ENERGIA POTENCIAL EXTERNA. De acordo com as suposicoes iniciais, este termo origina-
se de forcas externas (conservativas) ao sistema que atuam somente sobre as particulas nas
extremidades do mesmo. Escreve-se entdo

UEXt = UO (ZO) + Un+1 (Zn+1) 5

mantendo-se estes potenciais arbitrarios.

ENERGIA POTENCIAL INTERNA. De acordo com a suposicio de forcas internas restaura-
doras lineares, com constantes elasticas todas iguais a «, atuando sobre uma rede periédica em
equilibrio, a energia potencial interna do sistema €

1 n
int 2
U —oF E (Mj+1 —mj)" -
J=0
Para a construcao da matriz potencial, é util escrever a expressao acima em extenso:

: 1
Ut = 3k (16 — 2mno + 205 — 2mom + 205 + -+ + 201 — 20071 + 20 — 20pg1in + Tayy) - (4.21)

Identifica-se a matriz potencial U a partir de (4.8a) ou (4.8b),

int 1 ~ 1 =
um = 577UTI =3 Z Ujknini
J,k=0

= Uoong + (Uor + Uro) mno + (Uoz + Uzo) 2o + -+ + (Uon + Uno) 7o + (Uont1 + Un41,0) Nt 170
+ Unni + (Urz + Ua1) momy + -+ + (Utn + Un1) e + (U1 + Ung1,1) g

+ Usans + (Uzs + Us2) naz + -+ + (Uzn + Un2) iz + (Uz,nt1 + Uni1.2) ntaii

+ e

+ Un—1n-1M2—1 + (Un—10 + Unn—1) Datin—1 + (Un—1,n41 + Un1,0-1) Mt 17n—1

+ Unnn + (Unns1 + Uny1,n) Mng1in + U7L+1,n+177721+1'

Comparando-se o resultado deste produto matricial com (4.21), conclui-se que a matriz potencial
deve ser

1-1 0 0--- 0 0 O
-1 2-1 0--- 0 0 O
0-1 2—-1--- 0 0 O
U=« T o, (4.22)
000 0--- 2-10
000 0----1 2-1
0 00 0--- 0-11
isto €, U € uma matriz tridiagonal.
A LAGRANGIANA E AS EQUACOES DE MOVIMENTO
A Lagrangiana deste sistema de osciladores acoplados fica escrita entao
1. 1.
L= 50T — 5iUn = Uo (20) = Unt1 (zn41) 5
1 n+1 1 n+1
L=_ 72— = ikTlj - —Un n ’
L=T-U— Qm; Ty j;o Uik = Uo (20) = Uns1 (2n41) (4.23)
1 n+1 1 n
L= §mz i — §HZ (i1 —nj)° = Uo (20) = Unt1 (2n11) -
j=0 =0
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As equacgoes de Euler-Lagrange para este sistema sao

d 0L  OL
— 22 2, (j=0,... 1).
aog, on " (j=0,....n+1)

As equacoes de movimento resultantes sao agora obtidas. Presta-se particular importancia a
aplicacao das derivadas sobre o termo de energia potencial interna. Estas ficam:

annt annt annt
87] =0, 8770 = (7’ 7’1) 877 o ( Nn + 77n+1)
J mn
outt 1 - ,
an; Za (M1 — ) Z Met1 — M) (05641 — 0jk), (J=1,...,n)
j o
—k(Mj—1 =20 +n41), (G=1...,n).

Entao, para as particulas nas extremidades da rede,

oL .
- = Mo,
o) - Ono
(=0 oL ( ) O
- =—kMo—mMm)— 75—
o 0 ! o
oL .
W = MMn+1,
. n+
j=n+1):
= —K(—"n n - a5 -
ONng1 7 Tt M1
Ja para as particulas internas da rede (j = 1,...,n),
oL
= _ 5 - _ _ _ —0:2) = —k(—n._ M —n. .
o1, mmnj, 877] ”Z M1 = k) (85,41 — Gjk) K (=nj—1 + 205 — 1j41)
Portanto, as equacdes de movimento ficam:
. oUy . 9 1 90Uy
mijo — K — +-—=0 +w — +——=—=0
fio — # (1 — o) o ijo +wo (M0 —1m) + — o
mnj — R (773;1 — 277]‘ + 7]j+1) = 0, — 77J - w% (nj—l — 2771 + ’I]J‘_;,_l) =0 (424)
. U, 11 . 9 10U, 41
. nt1 — 7 =0. n ntl — — =0,
Mijn 1+ 6 (M1 — ) + Dnin T+ (s = 1) + — FrRT
sendo que no sistema acima, j =1,...,n e wy = y/k/m.

SOLUCAO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO

Para resolver o sistema de equacoes (4.24), o método desenvolvido anteriormente pode ser em
principio aplicado; isto €, dadas as matrizes T e U, determinam-se primeiro as autofrequéncias
de oscilacdo como as raizes da equacao caracteristica

det (U — w?T) =0,

e, para cada autofrequéncia w;, determina-se o correspondente autovetor p; pela equacado de

autovalores
(U — wJQ-T) pj =0.

O problema pratico em aplicar este método para um sistema com n+2 osciladores esta no fato
de que a equacio caracteristica é sempre uma equacao polinomial de grau n + 2 para w?, a qual
somente tera solucao analitica para n < 2, isto €, para até 4 osciladores. Na pratica, mesmo para
3 (n = 1) osciladores a formula de calculo das raizes® gera expressoes algebricamente longas e
de dificil aplicacdo. Para 4 (n = 2) osciladores, a correspondente formula® gera resultados ainda

5A conhecida férmula de Cardano-Tartaglia.
8A férmula de Ferrari.
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mais extensos. A partir de entdo, para 5 ou mais (n > 3) osciladores nao existem férmulas que
fornecam expressodes analiticas para as raizes, restando entdo o calculo numérico das mesmas.
Portanto, embora este método a principio permita obter as soluc¢des analiticas do sistema (4.24),
a sua aplicacao pratica esta restrita a sistemas com um numero pequeno de osciladores.

Para encontrar a solucao analitica do sistema de equacées (4.24) para um numero arbitrario
de osciladores, um novo método sera agora desenvolvido. Este método € valido para as suposi-
¢coes descritas no inicio da sec¢ao.

No desenvolvimento do método anterior, foi realizada a suposicdo de que o movimento de cada
oscilador € periédico no tempo, de modo que a solucido da equacéo para o j-ésimo oscilador pode
sempre ser escrita na forma de uma série (truncada) de Fourier

Tm
n®)= 3 et (G=0,...,n+1).

r=—rm

Esta suposicao foi verificada a posteriori, sendo que a condicdo de validade da mesma leva
justamente a equacao caracteristica para as autofrequéncias {w;}.

Supoe-se agora que além da periodicidade temporal, o movimento de cada particula da rede
possui uma periodicidade espacial, originaria da equidistancia entre quaisquer pares de par-
ticulas no equilibrio. Esta suposicao de periodicidade espacial também sera demonstrada a
posteriori e, para impor a mesma, escreve-se

o i=0,...,n+1
_ ikrja J ’ ’
b , 4.25
K (70:_rmy_rm"’_la'"ao""”rm_1’rm> ( )

sendo «a, uma amplitude (complexa) a ser determinada, a o parametro de rede e k., denominado
o numero de onda, descreve a periodicidade espacial da rede. Assim, a solugido proposta para
a equacao de movimento da j-ésima particula € agora

n; (t) = Z arei(krja—wrt), (] =0,...,n+ 1) .

T=—7"m

Para explorar a implicacao da hipétese de periodicidade espacial, denomina-se a quantidade
Ojr (1) = krja — wyt

a fase do r-ésimo modo normal da oscilagdo da j-ésima particula, de tal modo que
n; = Zar6i¢f"(t).
T

Entao, periodicidade espaco-temporal implica que se a fase do r-ésimo modo da j-ésima particula
no instante ¢ € ¢;, (¢), entdo a mesma fase parcial ocorrera no instante t+At para a j+Aj (Aj > 0)
particula a direita da primeira; ou seja,

¢47‘+Aj,r (t + At) = kr (j + A]) a4 — Wr (t + At) = d)jr (t) )
o que implica que
(Aj) ak, —w,At = 0.
Este resultado pode ser interpretado da seguinte maneira. As oscilagdes das particulas ocorrem

de tal forma que existe uma perturbacao que se propaga a partir da j-ésima particula para a
sua direita e que se desloca ao longo da rede periédica com uma velocidade igual a

(Aj)a _ W

“r 4.2
At K, (4.26)

Ur (kra wr) =

para o r-ésimo modo normal de oscilacao.

Porém, a mesma periodicidade espaco-temporal pode ocorrer também via perturbacdes que se
propagam para a esquerda da j-ésima particula. Neste caso, trocando-se Aj — —Aj, observa-se
que estas perturbacoes viajam com a velocidade
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Portanto, a onda (perturbacao) pode se deslocar em ambos os sentidos em qualquer ponto da
rede. Assim, uma expressio mais correta para 7; (t) em (4.25) é

Tm
7; (t) = Z a+rei(k7»ja—w7»t) + airei(k%ja-i-wrt) ) (] =0,....,n+ 1) ’

r=—7"m

para direita para esquerda

sendo que foram identificados os termos que descrevem perturbacées deslocando-se sobre a
rede para a direita ou para a esquerda, com suas respectivas amplitudes.” Uma expressao mais
compacta para esta proposta de solucao €

T'm

()= 3 D gl (=0, nt ). (4.27)

r=—ry, s=+x1

A funcao 7, (t) dada por (4.27) é uma proposta de solugao, a qual deve ser ainda posta a
prova pelas equacbdes de movimento. Esta solucdo depende dos conjuntos de parametros {ay, },
{k,} e {w,}, 0s quais sdo ainda independentes entre si e arbitrarios. Os seus valores especificos
devem ser determinados agora por diversas imposicoes tais como (i) equac¢oes de movimento, (ii)
realidade das solucdes, (iii) condi¢des de contorno impostas as bordas da rede e (iv) condi¢oes
iniciais. Essas condi¢des serdo agora aplicadas e discutidas.

RELACAO DE DISPERSAO

A proposta para 7, (t), dada por (4.27), sera agora testada frente as equagdes de movimento
(4.24). Mais especificamente, as solucdes serdo testadas nas equacdes de movimento para as
particulas internas da rede periddica (1 < j < n), ou seja,

i = wp (j—1 = 2nj + 1j41) = 0.
Define-se agora o simbolo
(’rhj? 8) = k‘l'ja - SLUT»t,

o qual sera empregado para compactar a notacdo, quando nao houver ambiguidade. Entao, de
(4.27),

T'm

B DI SERERCE

r=—rm, s==+1

Tm

M1 ( Z Z gt MI18) = Z Z RGO Py

r=—rm s=+1 r=—rm, s==+1
Tm
nj+1 (t Z Z QapelMiT1s) — Z Z (g€’ (75:9) gikra,
r=—rm s==+1 r=—rm s=+1

Inserindo estas expressoes na equacao de movimento (4.24), obtém-se

Tm Tm
E { 2 ’ w2l (Ts) — ;2 } 4 E: Qer [efzkra —24 ezkra} ei(rds) = (),

r=—rm s==+1 r=—rms==+1
Tm

Z Z Qar {WE + w(Q) [efik:,.a —924 eik,.a} } ei(krjafswrt) =0.

r=—ry s==+x1

Para que a identidade seja satisfeita para quaisquer condi¢des iniciais e em todos os instantes
de tempo, € necessario e suficiente que

wZ 4wl (e*ik"‘“ -2+ eik"“) =0, Vr,s.

Mas,
2

2isenz = e —e " = (e“‘ — e_m) =2 _ 94 7% — _4gen?x.

“Note que em a—,, —r # —1 % r. As amplitudes o, e a_, sdo, a principio, independentes.
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Portanto,
1
w? = 4w? sen? <2k7,a> ,

de onde resulta a relacdo de disperséao

wr (kr) = 2wy

sen (;kzra> ’ . (4.28)

A forma (4.28) da relacao de dispersao somente é valida se k. € R (r =1,...,n). Neste caso,
ela mostra que a frequéncia do r-ésimo modo normal de oscilacao é também uma quantidade
real e ndo ¢é independente, mas sim depende do respectivo nimero de onda k,, sendo que ambos
se relacionam por (4.28).

Por outro lado, a relacao de dispersdao apenas nao determina quais sao os valores que k,
deve assumir. Para todos os fins, o numero de onda ainda ¢ uma quantidade (real) arbitraria.
Contudo, a relagao (4.28) mostra que o intervalo efetivo de variacao de k, € finito, pois qualquer
transformacéao

2
kr — k. + ﬁ, sendo £ =0,+1,+2,...,
a

sen (;kra> — sen (;kra + €7r> = (—)f sen (;kra> .

Ou seja, o intervalo de valores distintos de w, esta restrito a

ira resultar em

0<kr <

213

'\)ngr<2w07

(i)
e wy (—ky) = w (k).

A relacao de dispersao (4.28) também determina a velocidade de fase, a qual consiste na
velocidade de propagacdo do r-ésimo modo normal de oscilacdo. Esta velocidade é obtida a
partir de (4.26) e é definida por

pois

wr(k}:ﬁ—e):wr(kzrzg—i—e):Qwo

a

™
,para0 <e < —
a

. wy (ky sen (k.a/2
cr (k) = ‘U’r' (W, k)| = k( )' = 2wy (k/)‘ .
Escrevendo
B sen (k.a/2)
¢r (kr) = woa Fea2 ‘ ,

observa-se que no intervalo 0 < k, < 7/a, a velocidade da onda varia por

2
Woa = ¢ = —woa.
s

Este resultado mostra que as oscilacoes desta rede periddica apresentam o fenémeno da
dispersdo. Suponha que uma determinada perturbacao é aplicada em uma regido da rede, de
tal forma que as condic¢des iniciais consistem na superposicao de diversos modos normais de
oscilacao, cada um com a sua intensidade inicial. Para ¢ > 0 esta perturbacao inicial comeca a
se propagar em ambos os sentidos, sendo que cada modo normal se desloca com a sua prépria
velocidade de fase ¢,. Isto significa que diferentes modos normais irdo se deslocar pela rede com
diferentes velocidades, o que ira deformar o perfil inicial da perturbacdo. Se o sistema for linear
e conservativo, a mesma energia cinética inicial ira se distribuir por regidoes cada vez maiores da
rede, devido a dispersao, levando a consequente reducao nas intensidades dos modos normais.
O fendomeno da dispersdo é comum a todos os sistemas periédicos oscilantes e é a razdo pela
qual a maior parte dos materiais s6lidos sdo opacos a luz (radiacao eletromagnética).
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CONDICAO DE REALIDADE

A proposta de solucao (4.27) devera também satisfazer a condi¢cao de realidade, isto €,

;) =n;t), (G=0,...,n+1).

Ou se€ja,

T'm T'm

()= D Y aleT V=3 ) eI = (1),

r=—ry s==+1 r=—ry s==%1

onde ja foi empregado o fato de que {w,, k,} C R. Mas,

Tm Tm Tm
r—> r ,' —rd i(r.q
E E o, e i) § E of et i) = E E Qe 775)
r=—ry, s==+1 r=—rm, s==+1 r=—ry s==+1
ou seja,
Tm Tm
—ilk_rja—sw_,(k_, krja—sw,(k,)t
S ar e = Y Y aypeilhriamsartion,
r=—rm s==+1 r=—rms==+1

Para que a identidade seja satisfeita, é suficiente que
Qg = O

S ky = —k_,, wr (k) = —w_p (k=) = —w_p (—k;) . (4.29)

Impondo estas relacoes a (4.27), escreve-se primeiro®

Tm —Tm
nt)= <Z+ > ) e’

s==+1 r=—1
- Z 3 (a”eum,s) I asﬂez‘(—r,j,s)) ’
r=1s==+1

onde foi realizada a transformacido r — —r no segundo somatério. Mas, de acordo com as
relacoes (4.29),

(=14, 8) = k_rja—sw_y (k_,)t
= —krja+ sw, (k.)t
=—(r74,s).
Portanto, as solucgdes das equacoes de movimento podem ser escritas como

T'm

7; (t) = Z Z [asrei(krja—swr(kyw)t) 4 Oézre_i(krja_SWT‘(kr)t) ) (] =0,....,n+ 1) , (4.30)
r=1s==+1

de forma que a condicdo de realidade e é automaticamente satisfeita.

CONDICOES DE CONTORNO PARA A REDE FINITA

A solucio (4.30) foi escrita de modo a mostrar que a solucao 7; (t) € sempre real e que a
frequéncia do r-ésimo modo normal w, depende do numero de onda k, através da relacao de
dispersao (4.28). Contudo, até este momento os nimeros de onda continuam sendo arbitrarios
(dentro do intervalo 0 < k. < w/a). O que irda determinar quais sio os valores fisicamente
corretos para o conjunto {k,} sado as condicdes de contorno impostas as particulas extremas da
rede periodica.

As condicgdes de contorno empregadas na maior parte dos problemas fisicos sao:

(A) Extremos fixos. As forcas externas aplicadas as particulas j =0 e j = n + 1 sdo tais que as
mesmas permanecem sempre imoveis, ou seja,

70 (t) = N1 (1) = 0.

Esta situacao pode ser visualizada estando estas particulas presas a paredes paralelas,
quando entao a rede somente pode executar oscilacoes entre as mesmas.

80 termo r = 0 continua sendo inexistente.
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(B) Extremos livres. Quando U, = U,;; = 0 nas equacdes de movimento (4.24). Neste caso, o
centro de massa da rede desloca-se livremente pelo espaco.

(C) Extremos absorventes. Quando nao sao permitidas reflexdes das ondas nos contornos, isto
€, quando as intensidades dos modo normais com v, >0em j=0e v, <0em j =n+ 1 sao
impostas nulas.

Estas condi¢cdes emulam redes periddicas infinitas.

(D) Condicoes de contorno periddicas. Sao obtidas pela imposicao
Mo () = Nn+1 (¢) (#0).

Isto implica que as particulas j = 0 e j = n + 1 sdo, na verdade, a mesma particula.

Estas condicdes de contorno sao empregadas para descrever oscilacdes em redes fechadas
ou circulares. Por exemplo, oscilacées longitudinais ao longo do anel aromatico da molécula

de benzeno (CgHg).

Serao consideradas aqui somente as condi¢des de contorno (A), ou seja, extremos fixos. Neste
caso, somente n (j =1,...,n) particulas realmente oscilam. Inicialmente, escreve-se (4.30) da

seguinte maneira,

n; (t) _ sz [Z asrei(krja—swr(kr)t) + Z azre—i(k,\ja—swr(k,\)t)‘|

r=1 Ls=%1 s==*1
~——
S — —S
1
T'm
;i (t) _ Z {asrez(k,.]afsw,.(k,.)t) + a*_srefz(k,ga+swr(k:,.)t):| )

r=1s==+1
Impondo as condi¢oes de contorno (A) sobre as solucdes para j = 0,n + 1 em (4.30), € neces-
sario que

T'm

"o (t) = Z Z (aST + a*fsr) e—iSwr(k,\)t =0

r=1s==+1

Tm
Mgt () =Y > [asy-e"kr(”“)“ + a*_sre_ikr("“)“] ekt — .,
r=1s==+1

Estas condi¢des sao cumpridas em qualquer instante ¢ > 0 se:

1. a5 = —a’ .. Impondo agora esta condicao de contorno, resulta
n; (t) = 2i Z Z g sen (kpja) e 5okt (5 =0 n41). (4.31)
r=1s==+1

Fica agora evidente em (4.31) que
o (t) =0.

2. Valores de k,. Escrevendo agora 7,41 (¢) a partir de (4.31) e impondo a condicao de contorno,
resulta

Tm

i (1) = Z Z oy (eik,‘(n+1)a - efikr(nJrl)a) e—iswr(en)t —
r=1s=+1

0 que implica que

eihr(ntla _ o—ikr(ntha — () — gen [kr (n+1)a) = 0.

Para 0 < k, < 7/a, esta condicdo é cumprida se

' (r=1,...,n). 4.32)

ky(n+1)a= R i —
(n+1l)a=rr= mt1a
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Por fim, como as amplitudes «a,, ainda sdo indeterminadas, escreve-se inicialmente

_Bs e
Qg = 2% (557“ - 5-57«) )
0 que permite escrever a solucéo (4.31) como
U (t) = Z Z ﬂsr'pj’r'eiiSWTL = Z p_j’rgl (t) ’ (.j =1,... an) ) (4.33a)
r=1s==+1 r=1
sendo que ,
& (t) =Re ('yTe“"Tt) = Wy cOSw,t — vy sen wi t, (4.33Db)

onde {v. € C} ou {u,, v, € R} sdo constantes ainda a ser determinadas pelas condic¢ées iniciais.
Em (4.33a) foi empregada a expressao (4.32) para os autovalores de k, e foi também definido
o autovetor p;, cujos componentes sao dados por

P1j
P25

pj = : (E}prjiFjsen<T>, (jyr=1,...,n).
. n

Pn—1,5
Pnj

Também devido a (4.32), as autofrequéncias {w,}, de acordo com a relacdo de dispersao (4.28),
ficam dadas por

rm
2(n+1)

Na solucao (4.33a), nota-se que as condi¢des de contorno 79 = 7,41 = 0 sdo automaticamente
satisfeitas e, portanto, o nimero total de autovalores {k,,w,} é r,, = n, 0 que corresponde ao
numero de particulas que realmente oscilam na rede periédica.

Impde-se também a condicdo de que os autovetores {p;} satisfazem a condicdo de ortonor-
malidade

wT:2wosen< ), (r=1,...,n). (4.33c)

(pj»pr) = Pl Pk = Zpe]ﬂzk = ks
=1

a qual fornece também o valor da constante de normalizacao F; = /2/(n + 1). Ou seja,
sen 7%%1 jm

. 2 5
sen ( S7J7

[ 2 TiT 2
i = S — p; = . . 4.33d
Prs n—l—lben(n—i—l) bi n+1 : ( )

n—1,
sen m]ﬂ'

sen ( A Jm
Pode ser demonstrado que, dadas as condigoes iniciais 7.0 = 7, (0) € 90 =7, (0) (r=1,...,n)

as constantes {u,,v,} sdo dadas por

n

n
1 )
Wy = ;ﬂermo Vp = —w—r ;phneo_ (4.33€)

Uma ultima observacao importante € que as funcoes ¢; (t) dadas por (4.33b) sao, na verdade,
os modos normais de oscilacao da rede, pois substituindo (4.33a) na Lagrangiana (4.23) (com
Uy = Up41 = 0), a mesma pode ser escrita como

n

L:%Z<5?—W?fj)>

j=1
cujas equacoes de movimento resultantes sao

ou seja, equacoes de osciladores independentes.
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4.5 OSCILACOES ARBITRARIAS DE PEQUENA AMPLITUDE:
A CORDA CARREGADA

SUPOSICOES

1. Rede unidimensional formada por n + 2 osciladores acoplados, com as particulas de borda
fixas.

2. Interacdes somente entre vizinhos imediatos.
3. Forcas internas centrais e restauradoras para oscilagdes de pequena amplitude.

Uma maneira de descrever oscilacoes de uma rede unidimensional tanto na direcao longitu-
dinal quanto nas dire¢oes transversais seria retornar a um modelo semelhante ao ilustrado na
figura 4.10, onde as particulas interagem por forcas restauradoras lineares (as “molas”).

De acordo com este modelo, no equilibrio as posi¢cdes das n + 2 particulas sdo dadas por

roj = (di+ja)k, (j=0,...,n+1),
sendo a o parametro de rede. Quando a rede € perturbada, as posicoes instantaneas das parti-
culas passam a ser dadas por

ri(t)=mro; +m; (), (j=0,...,n+1), sendo
3

Ny, + njyd + 05k = Z nji &i, com ng =mn,,, = 0.
i=1

n;

A figura 4.11 ilustra um caso particular de oscilagées possiveis em uma rede deste tipo,
quando o deslocamento das particulas € puramente transversal.

Figura 4.11: Oscilagdes transversais de pequena amplitude em uma rede 1D e as forcas internas atuando sobre
a j-ésima particula.

Embora este modelo seja realistico para diversos sistemas, ha algumas dificuldades. A ideia
€ que oscilagdes genéricas, que ocorrem tanto na direcao longitudinal quanto na direcédo trans-
versal, possam ser desacopladas de tal forma que, independente da direcdo, a estrutura formal
das equacoes de movimento seja a mesma e semelhante as equag¢des para o caso puramente
longitudinal discutido na secao 4.4.

Considerando somente as particulas identificadas por 1 < j < n, a forca sobre a j-ésima
particula devida a k-ésima particula deve ser

Fji, = f(rjk) ?jk, sendo f(rj;) >0e 7, = :%:, COm T, =T} — T;.
J
Mas,
Tjk = Tok — Toj + T — 1;-
Como as interacdes ocorrem somente entre vizinhos imediatos, entdo sobre a j-ésima particula
atuam as forcas
Fjj=[f(rjj-1)7i-1€Fjjn=f(rj) e,

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 03/2017 Impresso: 7 DE JANEIRO DE 2025



CariTULO 4. Oscilacées Acopladas | 191

quando entao
Tij—1="N1—M;—aker;j1=mn;, —n;+ak,

conforme esta ilustrado na figura 4.11. Em coordenadas Cartesianas,

rije1 = (Mjx1e — M) 8+ Mjx1y — Mjy) I+ (M1, —nj. —a)k

2 2 2
Tjjt1 = \/(77j:|:1,z = Mj2)” + M1y = M) + M1, — M — )"
De acordo com o modelo, a forga restauradora é elastica, i. e.,
N Tk
flrig) =r(rjr—a) (k=cte.) = Fjp =6 (rjr—a)Tjr =k (rjr—a) i
IR

Esta suposicao leva a uma dificuldade conceitual. Definindo

5 . Nixte; — N,
ta; —

a
pode-se escrever
Tjj+1

NESE

= Ka (\/5:2,[1 + 0%, + (04 £ 1)% - 1)

Fjjsx1 = k(rjj+1 —a)

~

Otapd + 5iyj + (6iz + 1) k
V% + 02, + (02 £ 1)

Se forem assumidas oscilagoes de pequena amplitude, tais que |§..,| < 1, observa-se que

A

741 Ot +04yJ+ (0. £ 1)K

= A O4qd + 5:|:yj + I%v
FRES] \/51” 0%, + (0es & 1)?

Tjj£1 =

onde a ultima expressao corresponde a ordem mais baixa na expansao em poténcias de ¢,.
Neste caso, uma expansao de F; ;+; em mais baixa ordem na perturbacao resulta

Fjjan ~ ki (£0100020 4 0aydig + 01k

Ou seja, as componentes transversais da forca sobre a j-ésima particula nao sio lineares; em
consequéncia, as equacoes de movimento na direcdo transversal serdao formalmente distintas
das equacdes na direcao longitudinal.

Para que a componente transversal da forca restauradora seja linear, € necessario que a forca
de tensao da “corda” seja constante, isto €, f(r;;) = 7;, sendo 7; o médulo da forca de tensao
da corda sobre a j-ésima particula devida a uma de suas vizinhas. Este novo modelo ira gerar
as equacoes de movimento desejadas na direcdo transversal, mas nao pode ser aplicado para
oscilacdes longitudinais, uma vez que o mesmo prevé uma componente longitudinal constante
da forca sobre a j-ésima particula, ao invés de uma forca restauradora.

Portanto, nenhum dos modelos de interac¢oes se aplica tanto a oscila¢des longitudinais quanto
para oscilacdes transversais. Ou as forcas sio do tipo elastico na direcao longitudinal ou do tipo
forca de tensao constante na direcao transversal. Devido a isto, o modelo a ser adotado dora-
vante para a corda carregada somente serve para oscilagcdes puramente transversais.

Escreve-se entao

Tjj-1

Fjj1=775;-1=1; = Fj 1,=—F;; 1 =7;Tj-1;

Tjj-1
Mas, fazendo j — 7 + 1,
Fjj=7m41701 = —Fjjrn = Fjj1 = 74175541,

onde
Tjd1 A 04l + 04y].

Assim, resulta como forca total sobre a j-ésima particula,

Fj = Fj,j—l + Fj,j+1 ~ (Tj(s_r + Tj+15+z) 7 + (Tj(s_y + Tj+15+y)j;

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 03/2017 Impresso: 7 DE JANEIRO DE 2025



192 | 4.5. Oscilacdes arbitrdrias de pequena amplitude: a corda carregada

T; Tj+1 Ti+1 5
F; = {EJ (Mj—1,2 — Mjz) + ]T (Mj+1,2 — Wm)] 1+ { (Mj-1,y — Mjy) + JT (M1, — nj,y)} J

paraj=1,...,n
Esta aproximacéo para F; ;11 € equivalente a uma aproximacao por tangentes. Por exemplo,
na figura 4.11 observa-se que, para 7;, = 0 € com 7; = 7,4, a for¢a resultante sobre a j-ésima
particula €
Fj = *Fj,j—l sen o — Fj,j+1 senﬂ = —Tj (sena + SGHB) .

a, 8| < 1, o que permite aproximar

i — Mj+1

i —MNj—1
! 2 = _(Sfm = _6+w7

sena <~ tana = —— =
a

sen ff ~ tan 3 =
resultando -
Fj~ 7 (0-5 + 04a) = Ej (Mj+1 — 2n; +nj-1) .

Para a derivagao da energia potencial interna associada as oscila¢oes transversais em uma
corda carregada, retorna-se as propriedades (1.12) e (1.13), segundo as quais

Fjj1==-VUjjaeFjjn=-V;Ujjn=-V;Uj;
Para que estas expressoes sejam validas, € necessario que

1 2 2 1 2 2
207 [(%’—Lm =)+ (Mj—1,y — Njy) } v Ujgrr = o Tt (410 = M) + (i = i) -

Portanto,, a energia potencial interna total € obtida a partir de (1.14), segundo a qual,

Ujj—1 =

in T.
U Z Ujj+1 = Z ;721 [(773‘+1,x —ja)? + (Mgry — le,y)z} ; (4.34)

lembrando que 19 », = Mn+1,2, = 0.
Por sua vez, a energia cinética total das mesmas particulas €

1 n
==Y m;? sendor; =7
=3 3T i =My
j=1

Assim, a energia cinética total para oscilacdes puramente transversais € simplesmente

IS 2 o
=3 > m (e 4715y -
j=1
Portanto, a Lagrangiana do sistema de osciladores acoplados que executam oscilagdes pura-
mente transversais no modelo da corda carregada é

n

1 & . . 1 2 2
=3 > omy (5. +13,) — % D T [(%‘H,x —j2)" + M1y — Njy) } : (4.35a)
i=1 i=0

Observa-se que esta Lagrangiana corresponde a forma generalizada de (4.23).
Uma forma particular para (4.35a) consiste em assumir que todas as particulas sao idénticas
e que a forca de tensao da corda € uniforme. Neste caso,

m " . . T - 2 2
=5 > (e +iy,) ~ % > [ Nit1,e = M) + M1,y — Njy) ™| - (4.35Db)
j=1 Jj=0

Esta é a forma usualmente empregada para oscilagdes transversais em uma corda carregada.
Para ambas as Lagrangianas, as equacoes de Euler-Lagrange correspondentes sao
d OL oL
At Oje Oy
d OL oL
dt 0njy  Onjy

=0

paraj=1,...,n. (4.35¢)
= 07

Para ondas transversais com polarizacao linear (isto €, para oscilacoes onde 7;, #0 e n;, =0
ou vice-versa), a solucao das equacoes de movimento resultantes de (4.35a) seguem exatamente
o mesmo procedimento detalhado na secao 4.4. A figura 4.12 mostra os oito primeiros mo-
dos normais de oscilacdes transversais lineares de uma corda uniforme carregada com n = 3
particulas idénticas, como solucao do exercicio a seguir.
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Figura 4.12: Modos normais de oscilagoes transversais para uma corda carregada com n = 3 particulas. Somente
os modos r = 1,2,3 sdo distintos, porque os modos 7 =4,8,... sdo nulos e 0os modos r = 5,6,7 sdo reproducgdes
dos primeiros.

Exercicio 4.6. Considere uma corda carregada composta por trés particulas de massa m re-
gularmente espacadas sobre a corda, a qual exerce a mesma forca de tensao sobre todas as
particulas. No instante ¢t = 0, somente a particula central € deslocada por uma distancia trans-
versal h e liberada do repouso. Descreva o movimento subsequente.

Resolugao. Sem perda de generalidade, pode-se assumir que o deslocamento inicial € realizado
ao longo da direcao y. Como os movimentos transversais sao desacoplados, de acordo com
(4.35¢), resulta que 7, , (t) =0, parat >0 e j = 1,2,3. Assim, as condi¢odes iniciais ficam

N0 = N30 = 0, M2 = N, njo =0 (j =1,2,3),

onde o subscrito “y” é suprimido. Da mesma forma, de (4.35a) a Lagrangiana do sistema fica

3 3
777L .9 T 2
L*gglnj*%E (Mj+1—mi)"
]:

=0

a qual é formalmente idéntica a (4.23) com a condicdo de contorno (A) (extremos fixos: 1y =14 =
0) e onde se identifica x = 7/a.
Portanto, as solucdes das equacées de movimento sdao dadas por (4.33),

3 .
1 jrm
(t) = ir&r (t), & (t) = pr cosw,t — vy senw,t, = —=sen | =— |,
w0 =3t (0. &0 = =5 (4)

rm T
wr =2wpsen | — |, wg=4/—,
8 ma

para (j,r = 1,2,3). De acordo com as condic¢des iniciais, conclui-se que v, =0 (r =1,2,3) e

h h
11 = p21M20 = ﬁ’ f2 = paanog = 0, 13 = p23n20 = _\ﬁ'
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Por sua vez, os possiveis valores de \/ipjr sao mostrados na tabela abaixo:

r=

) 1 2 3
J=
T 1
L1z 17
2 1 0 -1
1 1
s 1 ' »
Portanto, as solucgoes sao:
h
t) = ——= (coswit — cos wst
m (1) 2\/5( 1 at)

h
N2 (t) = B (coswit + coswst)

h
N3 (t) = —= (coswit — coswst) ,

2V/2

sendo

/ 3 /
w1—2woben<8) 2—\[w0, WQ:\/iwo, w3—2w05en(8> 2—|—\wa

Observa-se que as condicoes iniciais sdo satisfeitas. Nota-se também que o segundo modo
normal nao é excitado. Os modos normais sao ilustrados na figura 4.12.

4.6 A CORDA CONTINUA: INTRODUCAO A UMA TEORIA
DE CAMPOS CLASSICOS

Sera realizada nesta secao a transicdao de uma corda carregada, discutida na secao 4.5, para
uma corda continua, modelada como uma distribuicdo unidimensional continua de massa.

O procedimento tradicional consiste em impor, sobre as quantidades definidas na secao 4.5,
os limites m — dm, a — dxr e n — oo, de tal forma que ndx — ¢, sendo ¢ a extensao da corda,
e m = [dn = [Adz finita, sendo A\ a densidade linear de massa. Contudo, ao invés desse
procedimento usual, sera aproveitada a oportunidade para se realizar uma breve introducao a
uma teoria classica de campos, a qual descreve a evolucao dinamica de um sistema classico
continuo composto por um numero infinito de graus de liberdade. A transicado discreto —
continuo sera realizada sobre a Lagrangiana da corda carregada (4.35), de onde entdo sera
obtida a equacdo de movimento de uma corda continua. Este procedimento alternativo servira
de modelo para a introduc¢ao dessa teoria de campo classica.

4.6.1 A DENSIDADE LAGRANGIANA

Parte-se do sistema ilustrado pela figura 4.13, o qual representa uma corda carregada com
N particulas, regularmente espacadas ao longo da corda que possui extensao ¢. Todas as supo-
sicdes que levam a Lagrangiana (4.35a) sdo supostas validas; ou seja,

N

N
1 . 1 2
L=35 > myi - % > e (i —my)”,

j=1 =0

com 79 = ny+1 = 0 e onde, por simplicidade, foram assumidas oscilacdes somente ao longo de
uma direcao transversal.

A transicao discreto — continuo sera agora realizada sobre esta Lagrangiana. Escrevendo
Az = a e a posicdo de equilibrio da j-ésima particula como z; = jAz (j=1,...,N), sendo
(N + 1) Az = ¢, realiza-se a troca de notacao

m (6) =0 (a5.0), iy (6) = 9on (23,1),

de tal forma que a Lagrangiana passa a ser escrita

L= Z ”’LJ[ ] ZA TJH{ 0 (@ + Az t) =1 (x;,)]

Az
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Ni-1

/
ﬁ X X X1

Figura 4.13: Oscilagdes transversais em uma corda carregada com extremos fixos.

Agora, o numero total de particulas agregadas a corda passa a crescer de tal maneira que,
a medida que N aumenta, as massas individuais das mesmas, que passam a ser identificadas
por Am;, se reduzem na mesma proporc¢do, mantendo a massa total da corda constante. Como
a extensao da corda também permanece constante, isto implica que Az deve se reduzir também
na mesma propocao. Considera-se entdo os seguintes processos de limite:

Am—0 Az o dz o N—o00 . Axz—0 Az
Az—0 Ax—03j=0,1

. N Z . — .
lim am; _dm . Ax), lim Z Ax :/ dz, lim 0 (@j + Az, t) = n(2),1) = %n (x,t),
0

onde as posi¢des discretas z; (j =1,...,N) passaram a ser referidas pela varidavel continua 0 <
x < £ e a quantidade A (z) = dm/dx é a densidade linear de massa da corda. De acordo com este
processo de limite, a densidade linear de massa da corda pode nao ser constante ao longo da
mesma. Da mesma forma, a tensao também pode nao ser constante, quando entao € realizada
a transicao 741 — 7 (z).

Com este processo, a Lagrangiana passa a ser escrita

Y
an On
L= — =
/0 da:,,?{n, £ at,x,t},

on o 1 0 2 0 ? (4.3
an 9. —— ‘. _Z 7
2 {0 5L Gt} =300 | 0] —gr@ |t
onde o funcional .Z {n,n,,n:;z,t} é denominado densidade Lagrangiana, sendo introduzida
também a notacao

7’]:@ 7]:@
T B T

4.6.2 A INTEGRAL DE ACAO E A EQUACAO DO CAMPO

Com a introducao da densidade Lagrangiana em (4.36), apds um processo de transicdo de
um sistema discreto de particulas para uma distribuicdo continua de massa, a Lagrangiana
deixa de conter a dinamica de um sistema com um numero finito de graus de liberdade para in-
cluir a contribuicdo de um numero infinito de coordenadas, através da integracdo da densidade
Lagrangiana.

Ao final do mesmo processo, a quantidade 7; = 7, (t) deixou de descrever o valor da coorde-
nada da j-ésima particula no instante ¢ e passou a ser escrita como a funcao de duas variaveis
n=mn(xz,t), a qual descreve a amplitude da oscilacdo transversal da corda na posicao x e no ins-
tante . A quantidade x ndo mais € uma variavel dependente que varia com o tempo, passando
a ser também uma variavel independente. Diz-se entdo que n = n(x,t) € o campo de oscilacées
da corda continua e o formalismo teérico que resulta na densidade Lagrangiana & {n, ., n:; x,t}
é denominado uma teoria de campo.

Introduzindo agora a Lagrangiana (4.36) na integral de acdo (1.37), obtém-se

o an 9
S = . dt /a;1 d;v.,iﬂ{max,at,x,t}7 (4.37)
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onde mudou-se os limites (0,¢) — (z1,22) para que a integral (4.37), escrita como um funcional
da densidade Lagrangiana % {n,n.,n:;x,t}, descreva de forma genérica a acéo realizada pelo
campo 7 = 7 (x,t) dentro do intervalo espacial z; < = < z2 € do intervalo de tempo ¢; < t < ¢s.
O formalismo responsavel por este funcional visa descrever um campo com 1 + 1 dimensées (1
dimensao espacial mais o tempo), o qual é uma variavel dependente no funcional, juntamente
com suas derivadas primeiras. Dependendo do sistema fisico, o funcional . também pode
depender explicitamente das variaveis independentes x e t.

Dentro do formalismo de uma teoria de campos, o Principio de Hamilton originalmente apre-
sentado na secao 1.4, deve ser ligeiramente modificado. O Principio agora afirma que a condicao
de extremum §S = 0 ira determinar a forma do campo 7 (z,t) dentre todas as variacoes possiveis
naregido z; < z < 22 € {1 < t < t2 € que mantém os extremos desta regiao fixos, i. e., tais que

on(x,t1) =on(x,ta) =0e on(x1,t) = on(x2,t) =0.

Procedendo entdao com o calculo de 65 em (4.37),

tz ZTo
0S8 = dt/ dx 6% {n,ne,n; x,t}

tz T
/ dt/ dz —(57]4— 835 x—&-%ént .
0Ny ony

Lembrando que én = 1, — 7, resulta

_s(O\ _0n _Om _0 . 0 _9
577””_5((%)_81: or oz T = 5p0m, e = 7o

0% 0 0Z 0

0S8 = /t1 dt /I1 dx (5 + an, 91 —on+ — o, 81%577)
Integrando por partes os dois ultimos termos,
/ 2 0Z 8 0%
dz
o Nz 8x 8:r 817z

t2 aza 0L az

/h "\ o ot M / 5 )5"'

Introduzindo estes resultados de volta na expressdo completa para 4.5 e impondo a condicédo de

extremum, resulta
b2 2 0% 0 (0¥ o (0%
=, ‘”/M o bfm(%)‘&(amﬂé"—o’

o que leva por fim a equac¢cdo do campo

0 (0% 0 (0% 0L
5 ()5 (52) -5 =0 (4.38)

Portanto,

4.6.3 A EQUACAO DA ONDA PARA UMA CORDA HOMOGENEA

Considera-se agora o caso particular de uma corda homogénea, para a qual A = cte. € 7 = cte.
Introduzindo a densidade Lagrangiana da corda continua (4.36),

1
f{mﬂ?t} )\nt - 57-77:1:7

na equacao de campo (4.38), observa-se que

0 (0z\_ o 0 (02\_, o
o \om, ) e T T at \on, ) =T Vg
de onde resulta a equacdo da onda
02 0?
AaTg - 7672 =0. (4.39)

As solucoes desta equacao e diversas generalizacées da mesma serdo consideradas em secoes
posteriores.
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4.6.4 GENERALIZACOES PARA UMA TEORIA DE CAMPOS CLASSI-
cos

Diversas generalizacoes para a densidade Lagrangiana (4.36) sao possiveis. Esta Lagrangiana
contém a dinamica de um utnico campo classico em um sistema com 1 + 1 dimensdes. Uma
generalizacdo imediata para a mesma ocorre quando ha N campos que evoluem em um espaco
com 3+1 dimensodes (espaco 3-D + tempo). Este tipo de generalizacao € util para uma formulacao
Lagrangiana do eletromagnetismo, por exemplo.

Para tanto, considera-se o conjunto de campos {n,72,...,nn}, tais que

Na = Mo (r,t), (a=1,...,N).

Se a densidade Lagrangiana associada a estes campos depender, no maximo, de suas derivadas
primeiras, entdo a generalizacio de (4.36) fica

om onn
=% — .., ——r,t
{711, aanvnla 7V7)Na ot ’ ) ot 3T )

onde os campos existem em um volume V' (possivelmente ilimitado) de espaco.
O Principio de Hamilton aplicado a . € formulado entdo como

8771 6"7N. t} —0

3
0S = / dt/dréf{m,...,nN,an,.. VN, — 5 Bt T,

Calculando a variacao §.%, resulta

t N
2 0.L 0.L 0.L
65:/ dt/d3r {6na+ Mot + <5 (V1 }:0,
W W) 2y ety et gy 0 (T

onde foram empregadas as notacoes 1, = 01, /0,

onde 7y, 5, = ONy/0xy.

Nos dois ultimos termos, pode-se realizar integracdes por partes, sendo que as variacdes
dos campos sdo, como sempre, assumidas nulas sobre o contorno; ou seja, se Q € R® € uma
superficie Gaussiana que delimita o volume V dentro do qual os campos existem, entao

Ma (7,t)]q =0, bem como 61 (r,t1) = 6 (r,t2) =0, (a=1,...,N).

Adicionalmente,

0 0
677a,t - & (57705) € 6 (na,mk) - ai.fk (677(1) .

Assim, para cada campo,

9 0%
dt —— 5 o, dt — Mg -
/tl D" M / Ot Oy

Dada também a identidade V- (fA) = fV-A+ A-Vf,

0L 0L
d3r ~5Va:/d3r -V (61
/v g(vn V) = | Ay Y )

= [ [aféa)én} J @ v %5%

W /d3rV >5
0.
=— | &r Ve ————n,,
/v 2(Via) !
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onde foi empregado o teorema da divergéncia, sendo 7 o vetor unitario que € ortogonal a cada
ponto sobre a superficie 2 e dS o elemento de superficie.

Portanto,
t N
2 0¥ 0 0% 0¥
55:/ dt/d3r {— —v. }5(,:0.
R A U R T N

Neste ponto deve ser retomada a discussao a respeito da existéncia de vinculos entre os diversos
campos. A situacao mais simples € quando nao ha vinculos, em cuja situacao todas as variacoes

sdo independentes, resultando dai o sistema de equac¢des de campo
0 0 0% 0L
— V. ——=0 =1,...,N). 4.40
TN T ZN (a=1,...,N) (4.40)

Outras generalizacoes possiveis, dependendo do sistema fisico em estudo podem ser:

e Campos vinculados; neste caso, a discussao sobre vinculos deve ser retomada.
* Densidades Lagrangianas que dependem de derivadas de mais alta ordem, e. g., %7, /0t

* Integrais de acado com extremos nao fixos: 07, (r,t1) # 0, etc. Este tipo de consideracao é
importante na analise das propriedades de simetria dos campos e suas leis de conservacao
(teorema de Noether).

* Teorias de campos nos formalismos da relatividade especial e geral (campos eletromagné-
ticos, gravitacao).
® Teorias de campos quanticos.

O exemplo a seguir esta relacionado com a ultima generalizagdo e mostra como seria uma den-
sidade Lagrangiana para a mecanica quantica nao relativistica.

Exemplo 4.5 (Formulacdo Lagrangiana da mecdnica quantica ndo relativistica). Seja
Y = (r,t) € C a funcao de onda de uma particula de massa m sob um potencial U = U (r,t).
Assumindo que os campos ¢ (r,t) e ¢¥* (r,t) sdo independentes, a densidade Lagrangiana

h2
Z {wa¢*a¢ta quv V?/)*,'I",t} = Zh¢*wt - %V¢ * V¢* -U (’I", t) ¢1/)*7

sendo /i = h/27 onde h é a constante de Planck, com as equacdes de campo dadas por (4.40),
tem como resultados

YA RY 0. R, . R
50 ion, '6(Vz/)) f0:>7%v W'+ U (r,t) " = —iliy)
0 0 0% 07 B, .

aw* — ETM _V-W = 0 — —%V 1/}+U(r,t) '1/) == Zh'[/)t-

Ou seja, as equacdes de campo geram a equacio de Schroedinger e o seu complexo conjugado.

4.7 SOLUCOES DA EQUACAO DA ONDA PARA A CORDA
HOMOGENEA

Nesta secao alguns exemplos de solucdoes da equacao (4.39). Esta equacgdo sera repetida
abaixo, juntamente com as condi¢oes de contorno e com condi¢des iniciais,

?n 0%

o “ a2
7(0,t) =0, n(4,t)=0 (Condicoes de contorno) (4.41)
7 (z,0) = (z), % (z,0) =¥ (x) (Condicdes iniciais).

onde ¢ = /7/)\ € uma constante com a dimensao de velocidade e, nao por coincidéncia, € a
velocidade de propagacao de uma perturbacao transversal qualquer ao longo da corda.

O sistema (4.41) é um tipico problema de Sturm-Liouville, onde a equacao diferencial parcial
¢ hiperbolica com condicdes de contorno de Dirichlet. A solucdo deste problema de contorno
pode ser obtida com o emprego de varios métodos conhecidos, alguns dos quais serao discutidos
abaixo.
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4.7.1 METODO DE FOURIER

O método de Fourier consiste em primeiro realizar uma separacao de variaveis na equacao
parcial, obtendo-se assim equacdes diferenciais ordinarias, cujas solucdes serdo obtidas via
séries de Fourier. Os coeficientes das séries de Fourier serdo finalmente determinados com a
imposicoes das condi¢oes iniciais e de contorno.

Propde-se a seguinte forma de solucao para a equacao parcial,

n(z,t) = x @)y (1)

Inserindo esta proposta em (4.41), resulta
7 7
X — X" =0 = 2i =% - &,
X

onde ) = dy/dt, x' = dx/dz, etc. Seguindo o procedimento usual do método de separacido de
variaveis, na ultima expressao, como o termo do lado esquerdo é uma fun¢ido somente do tempo
e o termo no centro somente depende de x, entdo a igualdade somente sera valida para todos os
valores de x e t se ambos os lados forem iguais a uma constante, identificada por —k2. Resultam
assim as equacoes diferenciais ordinarias

b+ kY =0

X// + k2X =0.
Realizando a mesma separacao das condi¢des de contorno, resulta
x (0) =0, x(£) =0.

Isto ja é o suficiente para se obter a solucao da parte espacial da equacido da onda. A solucéo
geral da equacéo para x (z) €
X (z) = Acos (kx) + Bsen (kz) .

Impondo as condic¢ées de contorno, resultam
x(0)=A=0, X (¢) = Bsen (kf) = 0.
Para que a solucao nao seja trivial (quando B = 0), € necessario que
sen (k) = 0 = k, = %T (r=0,+1,+2,...).
Portanto, ha uma infinitude de solugdes possiveis para a parte espacial,
Xr () = Brsen (kyx), (r=0,£1,£2,...).

As constantes {B,} ainda devem ser determinadas.
Considera-se agora a parte temporal. A solucéo geral da equacéo correspondente é

¥ (t) = C cos (ket) + D sen (kct) Ll U (t) = pyrcos (kpct) — vpsen (kect), (r=0,%1,...),

onde foi levada em conta a existéncia de infinitos valores possiveis para k, o que implica que
existem também infinitas solugées possiveis para a parte temporal.

Absorvendo as constantes indeterminadas {B,} nas constantes da parte temporal, a solucao
mais geral possivel do sistema (4.41), a qual satisfaz tanto a equacao diferencial quanto as
condicoes de contorno resulta

n(x,t) = Z [y cos (krct) — vy sen (krct)] sen (kyx) . (4.42a)

r=1

A esta solucido serdao impostas finalmente as condic¢oes iniciais, obtendo-se assim o sistema

7 (x,0) = ZMT sen (k,.x) = @ (z)

n (2,0) = — ch,,z/,. sen (kyx) = ¥ (x).

r=1
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Sabendo que
¢ ¢
1
/ dx sen (kyx) sen (kpx) = / dx cos (kyx) cos (kpnx) = 565”,“ (4.42Db)
0 0

os coeficientes da série de Fourier resultam

2 [* 2 [*
e = = / dx ® (x) sen (k,x), vy = — / dzx U (z) sen (k,z) , (4.42¢)
Y/ 0 gwr 0

onde

sdo as autofrequéncias dos modos normais de oscilacao da corda.

Exercicio 4.7. Encontre o deslocamento 7 (z,t) de uma corda de extensado L que € “dedilhada”,
isto é, deslocada transversalmente de sua configuracao de equilibrio no centro da mesma por
uma distancia h e liberada do repouso, conforme ilustrado na figura 4.14.

— L/2 —

Figura 4.14: Uma corda de ex-
tensdo L é deslocada transversal-
mente a partir do seu centro por
uma, distdncia h e liberada do re-
PoOUSO.

Resolugédo. Para se obter o deslocamento 7 (z,¢) emprega-se o método de Fourier. Para tanto, é
necessario determinar primeiro as condi¢des iniciais, de acordo com a ilustracao da figura 4.14.
Estas condic¢oes iniciais sao

2h L

L 0Lz 3

x,o:(pl': L ) X \27
n(z,0) (@) {QLh(L—x), L<r<<L

N (2,0) = W (z) = 0.
De acordo com (4.42c), v, =0 e

_ 4

Hr =73

Lz L 8h rm
x . L _ x . = ——g] — ).
l/o dx xsen (k.x) + s dx (L — x)sen (k,x)] = pr = 55 sin ( 5 )

Ou se€ja,

0, r par
Hr = (—1)(r=1/2 Sh . r impar.

Portanto, de acordo com (4.42a), o deslocamento subsequente da corda é dado por
8h = (—1)" ((27“ +1)7
r,t) = — sen
77( ) 71'2 ; (2T + 1)2 L
8h m 1 37 1 5T
= — {sen (Zx) cos (w1t) — g sen <Lx> cos (wst) + o5 sen (Lx> cos (wst) + - } ,

™

x) cos (war41t)

(&)

onde as autofrequéncias sao dadas por w, = rmc/L.

A solucao mostra que somente o modo fundamental (com frequéncia w; = w¢/L) e harmoénicos
impares (ws,ws,...) sdo excitados, mas nenhum harmoénico par (ws,wy,...). Isto ocorre porque
a corda foi deslocada no seu centro de simetria e, portanto, o movimento subsequente também
deve ser simétrico, resultando que nenhum harmeénico par sera excitado. Em geral, se a corda
€ deslocada em um ponto arbitrario, nenhum dos harménicos com nodos nesse ponto sera
excitado.
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4.7.2 A ENERGIA DE UMA CORDA OSCILANTE

Como nao ha forcas dissipativas nem motrizes no modelo adotado para a corda homogénea
em (4.41), a energia total de uma corda em oscilacao deve permanecer constante. Para de-
terminar a energia total, parte-se da expressao (4.42a) para o deslocamento da corda, escrita
como

Z ¥y (t) sen (krx), sendo ¥, (t) = p, cos (wyt) — vy sen (w, t) .

A energia cinética total da corda em cada ponto = € em cada instante ¢ pode ser determinada
pela energia cinética de um elemento infinitesimal de massa dm = Adxz no ponto z e no instante
t, ou seja,

on
dT_f)\d (815) . (4.43a)

Integrando esta expressao ao longo da extensao da corda, resulta a energia cinética total
T—l)\/é @ / Zw ) sen (k,.x) dm—Azww/esen(kx)sen(km)dx
- 2 0 8t T R ! TY¥Ss T S M
A integral remanescente ¢ dada por (4.42b), de onde resulta entao
t) = 1/\650:1/}2 = lAéin [0 sen (wyt) + vy cos (wit)]?
4 — T 4 ~ T T T T s M

Para derivar a expressao da energia potencial elastica da corda, retorna-se a expressao (4.34)
para a corda carregada uniforme, restringindo o movimento para somente uma direcdo trans-
versal. Neste caso, pode-se escrever

n 2

Z L (141 =1y

U= . OU]'$]'+1, sendo Uj,j+1 = 57’ (Jaj a.
j=

Realizando o processo de transicdo discreto — continuo, escreve-se a = Az, n; = n(z,t) €
Uj.j+1 = AU (z,t) e realiza-se o processo de limite Az — 0 e n — oo, de onde resulta

1 _(0n 2 1 ¢ o 2
dU = o7 (&C) de — U = 57/0 <8x d, (4.43b)

onde novamente foi assumida uma corda homogénea. Ou seja,

¢
77' Z krksi), %/ cos (k,x) cos (ksz) de ——= (44%) T€Zk‘2¢

r,s=1

a qual pode ser escrita como
1 (oo}
U(t) = Z)\Ewa (11 cOs (wyt) — vy sen (wyt)]” .
r=1
Portanto, a energia total da corda oscilante €
2 2
E=T()+ f)\éz:w { o sen (wit) + vy cos (wrt)]” + [pr cos (wpt) — vy sen (wit)] } .

Expandindo os quadrados e simplificando, resulta finalmente
= lAéin (u2 +v?)
4 o T T )"

Ou seja, a energia total é constante e dada em pela soma das contribuicdes de todos os modos
normais de oscilacao.
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Em muitas situacoes, € conveniente calcular-se as médias temporais das energias cinética
e potencial, obtidas pelo calculo do valor médio destas quantidades ao longo de um periodo
fundamental de oscilagado T} = 27 /w;. Estas médias ficam entao

27 [wq 1 27F/w1
(T) = ﬂ/ dtT () = w1 )\ZZw / t [ sen (wyt) + v cos (wyt)]?
0

1 27‘|’/b.)1
(U) = 2—/ dtU (t) = wl )\EZw / [0 cOs (wyt) — vy sen (wyt)]® .
T Jo

Uma vez que

27 w1 27 w1 - 27 w1
/ dt sen” (wyt) = / dt cos? (wyt) = —, / dt sen (w,t) cos (wt) =0,
0 0 w1 0

resulta
R 1
(T)=(U) = g)\f E: wy (ur +v7) = §E-

Ou seja, os valores médios das energias cinética e potencial da corda oscilante sdo os mes-
mos, € ambos equivalem a metade da energia total. Este resultado € um caso particular do
teorema do Virial, discutido na secao 2.3.1, para um sistema de particulas em um poco de
potencial elastico, ou seja, com U (1) oc Ar? (n = —2).

4.7.3 SOLUCAO GERAL: METODO DE CAUCHY

Como se sabe, de acordo com a teoria das equacodes diferenciais parciais de segunda ordem,
a equacao da onda (4.41) é uma equacao hiperbédlica. Empregando o método das caracteristicas,
as curvas caracteristicas desta equacgao sao determinadas pelo sistema

dr—cdt=0=x—ct=¢
dx +cdt =0 = x + ct = (,

onde ¢ e ¢ sao constantes ao longo das caracteristicas.
Isto significa que ao se realizar a troca de variaveis (z,t) — (£, () em (4.41), resulta

On _0§0on 9Con _9on  On
Or Oz 0t ' dxdC  9E o’
on _ 0€0n L a¢on 877 Yo on
ot otoE  otoC 85 BC

8277 0 (0n On d (0n On 0%n 0%y  0%n
R (a§+ac)+8<<as+ac) 56+ 2eac + e
P _ 20 (00 _On\ _ 20 (On _ 00\ _ »0%n _, . 0% 0%
oz ae\oE o ac \oe ~“ac) ~© oe 9€0¢ a¢?
Substituindo na equacéo, resulta
0%n
= O7
0€0¢

a qual é a forma canédnica da equacao da onda.
A solucao geral da forma canoénica é

n( ¢ =1 +9(),

sendo f (£) e ¢g(¢) fungdes quaisquer das caracteristicas. Portanto, a solucao geral de (4.41)
sempre pode ser escrita como

n(x,t)=f(xr—ct)+g(x+ct). (4.44)

A solucéo geral (4.44) mostra que, independente das condicées de contorno ou das condicoes
iniciais, qualquer oscilacao transversal que ocorra ao longo de uma corda continua homogénea
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pode ser decomposta em dois sinais que se propagam ao longo da corda com a mesma velocidade
¢ = 4/7/A; um dos sinais se propaga no sentido positivo e o outro no sentido negativo.

Para melhor compreender essa solucdo, toma-se o caso particular onde as condicdes de
contorno e iniciais sdo tais que em uma fracdo Ax < ¢ da corda somente ocorra a solucao
f (z — ct), durante um certo intervalo de tempo A¢. Para um determinado par (zo,%y) contido
neste intervalo, se & = zy — ctg, a amplitude da perturbacado possui um certo valor f = f,
dado por fy = f(£). Percebe-se entdo que se a quantidade &, permanecer constante, entao a
perturbacao tera sempre o mesmo valor fy. Isto ocorre porque para um instante ¢t = t; > ¢, 0
mesmo valor para ¢ = & ira ocorrer no ponto =z = z; > z, desde que & = z; — ct;. Ou seja, a
perturbacao fy, = f (&) ira se deslocar ao longo da corda no sentido positivo com uma velocidade
tal que ¢, = cte. Esta velocidade € obtida derivando-se no tempo d¢/dt = 0 = dz/dt — ¢; ou seja,
Usinal = C. A mesma interpretacao vale para qualquer outro valor da constante £ e, portanto, a
solucao f (z — ct) corresponde a um certo pulso com forma arbitraria que se propaga no sentido
positivo com velocidade vgn, = ¢. Esta interpretacdo pode ser repetida para a funcao g (x + ct),
porém, neste caso, o pulso se propaga no sentido negativo com velocidade vgipa1 = —

Portanto, a solugcdo geral da onda, em qualquer
ponto da corda e em qualquer instante de tempo, sem-
pre pode ser escrita como uma combinacao de dois pul-
sos contrapropagantes que se deslocam com a mesma
velocidade. A figura 4.15 ilustra esta conclusao.

Pode-se mostrar facilmente que a soluciao de ondas
estacionarias (4.42), obtida apés a imposicao das con-
dicoes de contorno e iniciais, pode ser decomposta em
dois pulsos contrapropagantes. Empregando as identi-
dades

senasen 3 = % [cos (a — B) — cos (a + B)],
sen o cos 3 = ; [sen (o — B) + sen (a + B)],

observa-se que, de fato,

1 o0
=3 E [ursenk, (x — ct) — vy cosk, (x — ct)]
r=1

Figura 4.15: Propagacio de um pulso ao

fla=et) longo de wma corda em distintos instantes.

R Em (a), f (z —ct) = g (z +ct). Em (b) - (d),

2 [t senky (€ + ct) + vy cos by (a + ct)] . os pulsos individuais f(x —ct) e g(z+ ct)

r=1 gradativamente se tornam distinguiveis, a
g(xz+ct) medida que o tempo passa.

Também ¢€ interessante observar que

1 1
0,t) == r krct — vy krct s r krct T kpct] =0,
n(0,1) ; — - sen ky.ct — vy cos c]—|—2E [y sen k.ct + vy cos k.ct]

r=1

[\

—
N |

n(f,t):fz wrsenk, (0 — ct) — v cosky (£ — ct)] +
-1

5 ZMT senk, (¢ + ct) + v cosky. (£ + ct)] = 0.
r r=1

Ou seja, as condicoes de contorno sio sempre satisfeitas.

4.8 MOVIMENTO FORCADO OU AMORTECIDO DA CORDA
HOMOGENEA

As solucoes discutidas na secao 4.7 prevéem que, dada uma perturbacao inicial, a oscilacao
resultante permanecera ocorrendo para todos os instantes posteriores. Em um sistema mais re-
alistico, isto em geral nao sera verdade; € muito provavel que ocorra a acao de algum mecanismo
dissipativo que ira gradativamente reduzir a amplitude das oscilagdes até a corda retornar ao
equilibrio. Um exemplo comum ocorre quando uma corda oscila em um fluido ou no ar.
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Nesta secdo sera apresentado um modelo que permite uma descricao um pouco mais realis-
tica da oscilagdo de uma corda homogénea. O mesmo formalismo pode ser empregado quando
existe também um agente externo que serve como forca motriz atuando sobre a corda.

Retornando a Lagrangiana da corda carregada homogénea (4.35b), considera-se a situacao
onde as particulas oscilantes (j = 1,...,n) sdo submetidas a forcas motrizes e/ou dissipativas,
conforme discutido na secao 1.7.2.

Desta forma, supbe-se que a j-ésima particula é submetida a uma forca generalizada (nao
potencial)

Q; = Qj (nj,mj,1) .

Neste caso, de acordo com (1.51), as equacdes de Euler-Lagrange (4.35c) sdo transformadas
para

d OL 0L

%Tm_ainj:@j(nﬁﬁj’t)v (jzlv""n)v
onde, por simplicidade, considerou-se somente oscilacées em um plano.

A forma final das equac¢des de movimento depende da forma das forcas generalizadas (). Para
obter expressodes representativas de situacdes realisticas, supde-se agora que cada particula
ao longo da corda pode ser submetida tanto a uma forca motriz, que depende da posicao da
particula ao longo da corda e que depende explicitamente do tempo, e também que o sistema
oscila em um meio viscoso homogéneo, o qual gera uma for¢ca de resisténcia proporcional a
velocidade de cada particula; ou seja,

Qj = Fj (t) — gy,

sendo Fj (t) a forca motriz aplicada a j-ésima particula e ¢ uma constante. Assim, resultam as
equacoes
d OL 0L
ﬁa—ﬁj—a—%:Fj(t)—gﬁj7 (j=1,...,n). (4.45)
As equacoes de movimento acima descrevem corretamente a dinamica das particulas, mas
esta formulacdo do problema nao é adequada para se realizar a transicao de uma corda car-
regada para uma corda continua executando oscilacdes (possivelmente forcadas) em um meio
viscoso.
Uma maneira equivalente de se formular a descricdo Lagrangiana deste problema e que per-
mite a transicdo discreto — continuo parte da Lagrangiana de Bateman associada. De acordo
com esta formulacao, a Lagrangiana (4.35b) é modificada para a forma

_ m n . n .
L= 5;_117;3 QQZ(nk+l ) +kzlnka )| est/m, (4.46)

onde para simplificar restringiu-se ao movimento planar das particulas. Percebe-se que nesta
formulacao as acoes das forcas motrizes e dissipativas sdo incorporadas a Lagrangiana.
Aplicando entao as equacoes de Euler-Lagrange a Lagrangiana de Bateman (4.46),

d OL 9L _
dton; - on;
resultam as equacdes de movimento
. LT :
milj + g0 =~ (j—1 = 20 +m541) = F; (1), (G=1,...,n),

as quais se reduzem a (4.24) no caso particular g = 0 e Fj (t) = 0. Verifica-se facilmente também
que as mesmas equacoes de movimento sao obtidas a partir de (4.45).

Para realizar agora a transicdo discreto — continuo na Lagrangiana (4.46), procede-se as
transformacodes usuais

dn

m — Am, a— Az, ja — x, n; (t) = n(z,t) e n; (t)%a,

com A = Am/Ax = cte. Além disso, devem ser realizadas as seguintes consideracoes:
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1. Forca resistiva f.isc; = gn;: a constante g deve ser proporcional a secao reta da j-€sima
particula durante o seu movimento no fluido viscoso. Assim, & medida que Am — 0, essa
secao reta também deve tender a zero. Por esta razdo, escreve-se g — Ag, de tal forma que

L A
S im 29— cte.
2 Am—0 Am
Ag—0
€ uma constante de amortecimento, resultante do movimento da corda em um meio resis-
tivo.

2. For¢a motriz Fj (t): novamente, como Am — 0, a for¢a motriz sobre cada particula também
deve possuir o mesmo limite. Substui-se entdo F; (t) — AFj (t), de tal forma que existe o
limite AF (1

i (T
)= 1 I\
Fot) = = Am
sendo f (z,t) uma forca motriz por unidade de massa aplicada a corda.

A partir das consideracoes acima, escreve-se inicialmente a Lagrangiana (4.46) como

ZASC)‘W**ZA (7]k+171k> ZA . ) oAgt/Am.
k=0
Aplicando os limites Az — 0, Am — 0, Ag — 0, AF, — 0, resulta entédo
— Z —
L= / dx L {n, Nz ez, 1} (4.47a)
0
sendo . )

a densidade Lagrangiana da corda continua em um meio viscoso e submetida a uma forca
motriz.
As equacoes de campo resultam entao em:

007 00FL 0L

o om T oxon,  og
levando a o2 5 e
(o] n_ 29 _
52 +2D— 5 92 = f(x,t), (4.48a)

sendo esta ultima a equacao da onda para oscilacées transversais da corda com amortecimento
e forca externa.
Para se resolver a equacao (4.48a) com as condicdes de contorno/iniciais

n(0,1) =7i(€7t) =

’ (4.48b)
n(z,0) =@ (x) mn(z,0)="¥(z),

propoe-se a solucao
rm
Zm )sen (k.x), sendo novamente k, = A

a qual automaticamente satisfaz as condi¢des de contorno. Inserindo essa solucido na equacao,
resulta

Z (r‘jr + 2D, + wfnr) sen (k.x) = f (z,t), com w, = kc.
r=1
Multiplicando ambos os lados por sen (ksx) e integrando, resulta

00 ¢ ¢
Z (i + 2D, + w2ny) / dx sen (k,x)sen (ksx) = / dx f (z,t)sen (ksx),
r=1 0 0

Ors fS(t)

[VEN

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 03/2017 Impresso: 7 DE JANEIRO DE 2025



206 | 4.8. Movimento forcado ou amortecido da corda homogénea

2
fiy 4 2D, + wn, = 7 fr (@), (4.49)

sendo f, (t) a componente de f (x,t) que atua como um agente motriz sobre o r-ésimo modo
normal de oscilacdo. A equacdo para 7, (t) pode ser resolvida com os métodos usuais para
EDOs.

Exercicio 4.8. Descreva o movimento de uma corda homogénea de extensao ¢ que parte do
repouso e € submetida a uma for¢a motriz sinusoidal com frequéncia angular w, aplicada no
ponto x = ¢/2.

Resolugdo. O primeiro passo consiste em resolver a EDO (4.49). Para tanto, primeiramente, a
forca motriz por unidade de massa f (x,t) deve ser escrita

F(2,t) = fosen (wt) (x - g) .

Neste caso, a forca por modo normal resulta

£ (t) = /O o f (z,t)sen (kya) = fosen (wt) sen (k:é) .

Nota-se que f, (t) = 0 para r = 2,4,6,.... Portanto, a EDO (4.49) fica

2 14
By 4 2D, + w?n, = Zfo sen (kzr2> sen (wt) .
—_————

Cr
A EDO acima ¢€ resolvida empregando-se o método de variacdo de parametros. Em primeiro
lugar, a equacao homogénea associada tem como solucao

ﬁ’r,h + 2D7.77',h + w72-777',h =0~ Thr,h (t) = (Arei D2-wit + BT'e szw?.t) eiDt-

Observa-se que ambas as solucoes LI sao amortecidas, com os trés tipos possiveis de amorteci-
mento,

Subamortecimento: D < w,;
Amortecimento critico: D = w,;
Superamortecimento: D > w,;
ocorrendo para diferentes modos normais; ou seja, o regime passa de subamortecido para su-
peramortecido no modo normal 7 dado por
¢D

wp=kce=D=71r=—.
e

Entao, com o método de variacao de parametros, pode-se mostrar que a solucao geral da
EDO acima €

0 (t) = Ape= (PPt L B e=(P=70)t 4 @) (1) sendo v, = /D2 —w?Z e

C., t— O 2wD
nP) (t) = sen (wt — ¢r) , com tan ¢, = 72&} 5
\/(wg — w?)? 4+ 4D22 oo

Observa-se que os dois primeiros termos correspondem a oscilacoes transientes amortecidas

e, apo6s um intervalo suficientemente longo de tempo, a oscilacdo do r-ésimo modo normal é

dada simplesmente por m(,p ) (t). Portanto, apos esse intervalo de tempo, a oscilacao da corda sera

dada por

rm\ sen (k,.z)sen (wt — ¢,
n(x,t) = fozscn(2) (,z)sen { ).
Vi —w?)? 4 4Dz
Observa-se também que ha uma dependéncia complicada no denominador, o qual pode se
aproximar da ressonancia para o modo normal 7, tal que

(w% — w2)2 +4D%w? = 0.

T

Mesmo que a ressonancia nao ocorra, somente um numero finito de modos normais, situados
proximos ao minimo do denominador, sdo os que dominam o movimento da corda.
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4.9 EQUACAO DA ONDA EM MEIOS DISPERSIVOS

Uma outra maneira de se obter a solucdo geral da equacdo da onda consiste no emprego de
transformacébes integrais, em particular as transformacées de Fourier ou Laplace. O método das
transformadas integrais € muito poderoso, pois permite resolver o problema da corda continua
em situacoes onde os métodos discutidos na secao 4.7 nao sao validos. Um ampla classe de
situacoes onde os métodos anteriores nao podem ser aplicados, mas que podem ser abordados
empregando transformacoées integrais ocorre quando a corda ou o ambiente que rodeia a corda
sao modificados de tal forma que a mesma se torna um meio dispersivo. Alguns casos de
interesse empregando este método serao discutidos nesta secao.

4.9.1 MEIO NAO DISPERSIVO; METODO DAS TRANSFORMADAS IN-
TEGRAIS

Retornando a equacao da onda no vacuo,

P*n 9%

— =0
o2~ a2 T
a sua solucao empregando o método de transformacdes integrais sera discutida como introducao
ao assunto.
Dada a solucao 7 (z,t), define-se a funcao dual no espaco de Fourier

n(k,w) = / dx / dtn (z,t) e ke—wt) (4.50a)

desde que estas integrais existam. A correspondente transformacao inversa €, portanto,

2
n(x,t) = <21ﬂ_) // dkdwn (k,w) e'ke=wt) (4.50b)

a qual também € suposta existente. Os limites de integracao na expressao acima dependem das
consideracdes que serdo realizadas abaixo.

A solucao da equacio da onda escrita na forma (4.50b) permite uma generalizacdo do conceito
de modos normais de oscilagao introduzido na secdo 4.3.1 para um conjunto finito de osciladores
acoplados. Agora, a solucido da equacao da onda da corda continua sera composta pela soma de
(em principio) infinitos modos normais

Nkw (.’II, t) =n (ka w) ei(km—wt)’
distinguidos pelas quantidades k e w. A funcdo 7y, (z,t) descreve a propagacdo de um modo
normal em particular, onde a quantidade 7 (k,w) € a amplitude do modo normal, & € o nidmero de
onda, o qual se relaciona com o comprimento da onda A pela relacao A = 27 /k e w é a frequéncia
angular da onda, relacionada com a frequéncia f e o periodo 7' da mesma por f = w/27 e
T =27/w.
Algumas propriedades importantes da solucao (4.50b) serdo agora discutidas.

As RELACOES DE DISPERSAO

Aplicando a transformacéo dupla de Fourier na equacio da onda, observa-se que

o) ) 82 o0 )

/ dt e’“t—at;] = —w2/ dte™'n
— 00 — 00

0o 2

Lw dxefikx% = —k? [m dz ey,

ou seja, realizam-se as seguintes substitui¢cées na equacao:

= — —t 3—>k
ot w, o K.
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Com a transformacéo dupla, a equacao da onda se reduz a equacao algébrica
(w? — k*c*) n (k,w) = 0.

Para que a solucao desta equacio nao seja trivial, i. e., n (k,w) = 0, € necessario que a equacdao
de dispersdo
W=k =0

seja satisfeita. As solugdes desta equacdo sdo denominadas as relacées de dispersdo das
ondas propagando-se no meio; tratam-se de relacoées envolvendo a frequéncia angular w das
ondas com o numero de onda k. Essas solugdes podem ser escritas como w = w, (k) ou k = k, (w),
onde o indice ¢ distingue as diferentes solucdes possiveis para a equacao de dispersdo. Nesta
Apostila sera adotada a primeira forma.

A existéncia das relacoes de dispersdo mostra que o meio (no caso, a corda) somente po-
dera sustentar ondas que possuam relacoes bem determinadas entre a frequéncia e o nimero
de onda. Outras relacoes entre estas duas quantidades nao sao suportadas e, portanto, nao
existem.

Para o caso particular da corda homogénea, as relacdes de dispersao resultam, simplesmente,

w=w] =w, (k) =0cke, (c==1). (4.51)

Ou seja, a frequéncia das oscilagées do meio sera diretamente proporcional ao nimero de onda
k.

A existéncia da relacdo de dispersao implica que na transformacéao inversa (4.50b) a ampli-

tude espectral 7 (k,w) somente sera ndo nula para frequéncias que satisfacam a relacdo w = wy.
Devido a isso, € necessario que

n(k,w)=> nkwy)d(w—wf)=2rY Uy (k) (w—wf),
onde
Uy (k) = (2m) "' (k,wf)

sendo que a soma em o deve refletir todas as solucodes possiveis da equacao de dispersio. Com
isso, a transformacao inversa (4.50b) passa a ser escrita

n(z,t) = % Z/ dkU, (k) e“”/dwé (w—wf)e ™t

1 e ) o
n(z,t) = %Z / dke Uy (k) etkz=wit), (4.52)

Observa-se que na expressao acima, o numero de onda k foi suposto ser real.

CONDICAO DE REALIDADE E PROPRIEDADES DE SIMETRIA

Como a solucao 7 (z,t) da equacao da onda descreve um fenémeno fisico mensuravel, esta
funcéao deve ser necessariamente real,

n* ($7t) = 77(33at)-

Impondo-se esta condicao de realidade a forma (4.52), resulta
[ mup yeitem o — [ v, (i ettt

onde foi assumido que o numero de onda k € real. Fazendo k¥ — —k na integral da esquerda,
resulta

oo . o % e . o
| akug my et — [ aky, (et

—00 —00
Para que esta igualdade seja sempre satisfeita, impoe-se as relacdes de simetria

o __ o
Rewy = —Rew?,,

Uy (k) =U (=k), wf = —wT = { (4.53)

Imwf =Imw?,.

Ou seja, em geral a amplitude espectral U, (k) e as relacdes de dispersao w{ podem ser fung¢oes
complexas do numero de onda. Isto sera determinado pela equacao de dispersao, que depende
das propriedades do meio onde ocorrem as oscilagdes e das condicdes iniciais e de contorno.
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CONDICOES INICIAIS E A AMPLITUDE ESPECTRAL

Dadas agora as condicoes iniciais
W(Iao):q’(z), nt(z70):\p(‘r)7

de (4.52) vem
N (x,t) ——Z/ dk WU, (k) e'ke=wit),

Portanto,

1 (z,0) ZWZ/ dkUy (k) €™ = & (z)
_ f?z/i dk wiUy (k) €™ =W (z).

Estas relacées irdo fornecer a intensidade espectral U, (k) dos modos normais de oscilacao.
Multiplicando ambos os lados das relacoes acima por e~ *** e integrando em =z,

%Z/jodx/:mdk’ua(k’) / dz @ (z) e
Z/ dx/ k' Wl Uy (k') e'(F =) :/_Oodmlll( z) ek,

Dada agora a identidade

/ da (M ~F)T = 21§ (K — k),

obtém-se entao o sistema de equacodes

> U, (k) = /_ h dz ® (z) e~
Zwku i/jO dx W (z) e~

o qual normalmente é suficiente para fornecer a forma da intensidade espectral.
Para a equacdo da onda em uma corda homogénea, a relacdo de dispersao € (4.51), o que
implica que

(4.54)

U (k) +U_ (k / dx ® (z) e

witdy (k) +wp U (k)—z/ da U (z) ek,

— 00

cuja solucao pode ser escrita

1 o —iks 10
Uy (k) == dee "™ In(x,0) + —n (2,0)|, (o==1), (4.55)
2 J)_ Wk
a qual sempre é valida quando ¢ = +1 e w;, = —w;” = —wj,. Este resultado fornece a intensidade

espectral da perturbacao que se propaga sobre a corda.

A VELOCIDADE DE FASE

A solucéao formal (4.52) mostra que um determinado modo normal de oscilagdo sera dado por
Mo (.13, t) =U, (ki) ei(km—wgt) =U, (]42) elmwgtei(km—Rewgt).

Para k e wj nao nulos, esta expressao mostra que com o transcorrer do tempo, o modo normal
ira se deslocar ao longo do meio como uma onda senoidal, com a sua amplitude modulada por

max g o (t) = Uy (k) @it
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Usualmente, Imwj < 0 e isto implica que a amplitude do modo normal se reduz a medida que
este se propaga no meio. Diz-se entao que ocorre um amortecimento deste modo normal.

A amplitude do modo normal € multiplicada por uma funcao harmoénica que varia com z e ¢
devido ao deslocamento do modo. Esse deslocamento pode ser quantificado determinando-se a
condicado para que a _fase ¢ do modo normal permaneca constante, onde

¢ (z,t) = kz — Rew(t.
As variacées instantaneas de z e ¢ que mantém a fase constante sio determinadas por

%‘f = k% —Rew] =0 = vy, (k) = Rek“k . (4.56)
A quantidade vy, (k) € a velocidade de fase do modo normal (identificado pela quantidade o).
Como esta depende da relacdo de dispersao do modo normal, a velocidade de fase também ira
depender das propriedades fisicas do meio pelo qual a onda se propaga.

Uma definicdo importante que resulta da expressao (4.56) para a velocidade de fase é a de um
meio dispersivo. Um meio dispersivo € aquele cuja velocidade fase dos modos normais depende
do valor do numero de onda (ou seja, depende do comprimento da onda); em contrapartida, um
meio ndo dispersivo é aquele no qual a velocidade de fase é uma constante.

A importancia de um meio ser ou nao dispersivo consiste no fato de que, uma vez que a
solucao completa da equacdo da onda, dada por (4.52), € escrita como uma superposicao de
modos normais, i. e., n(z,t) « [dkng (x,t), as condi¢oes iniciais e de contorno usualmente irao
resultar em uma distribuicao de amplitudes para um numero (possivelmente infinito) de modos
normais no instante ¢ = 0, como solucgoes de (4.54). Se o meio for ndo dispersivo, a forma inicial
do pulso ira se propagar ao longo do meio sem deformacao, pois todos os modos normais irdo
se deslocar com a mesma velocidade de fase. Por outro lado, se o meio for dispersivo, entao
diferentes modos normais irdo se deslocar com diferentes velocidades de fase e o pulso inicial
sera gradativamente deformado, & medida que se deslocar no meio. Este tipo de comporta-
mento € muito importante na dptica, por exemplo, porque os meios materiais normalmente sao
dispersivos para ondas eletromagnéticas.

SOLUCAO PARA MEIO NAO DISPERSIVO

Retornando finalmente a equacido da onda para a corda uniforme, como a sua relacido de
dispersao (4.51) € simplesmente wj = okc (¢ = £1), a solucao (4.52) pode ser escrita

n(x,w:;ﬁ{/ dkUy (k) e*@=et) 4 / kU (k) @) | = £ (0 —ct) + f_ (2 +ct),

onde s
fo(x —oct) = o / dkU, (k) e*@=e) (5 = +1)
™ —0o0
sendo que f,_) descreve um pulso se propagando no sentido positivo (negativo) da corda sem
deformacao, com o médulo da velocidade igual a ¢ € com a amplitude espectral dada por U, (k).
Nota-se também que a velocidade de fase dos modos normais, dada por (4.56), neste caso se
torna "
_ Y

Vg0 (k) = e = oc.

Isto é, a velocidade de propagacao do pulso é exatamente a velocidade de fase.

Esta é exatamente a forma geral da solugdo para a corda homogénea, obtida pelo método de
Cauchy apresentado na secao 4.7.3. O exemplo a seguir apresenta a solucdo completa para a
propagacao de um pulso Gaussiano.

Exemplo 4.6 (Pulso Gaussiano). Seja uma corda infinita com as condicdes iniciais
0 (x,0) = he™/o, e (2,0) =0,

as quais descrevem uma deformacéo inicial na forma de uma funcao Gaussiana com largura .
De (4.55) obtemos a amplitude espectral da perturbacao

I : 1, [® ,
Us (k) = 5/ dx e—zkxn (1}70) = §h/ dx e—kae—xz/a27

— 0o — 00
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resultando
U, (k) = gahe*az’*/‘*;

ou seja, a amplitude espectral também € Gaussiana.
Portanto, de (4.52) resulta entao

_ ah > dk —a?k?/4 jik(z—oct)
n(x,t) = e Z e e

2
ah 2, 2 o 1 2
_ = —(z—oct)*/a - o
4\/%2;6 /_Oodkexp{ 4[ak az(z Jct)] }
_ ah Z 2ﬁe—(1—act)2/a2
dm i~ ’

ou seja,

1 o
net)=gh Y ertemoet/ed,
o=%+1

0 que mostra que a perturbacio resultante € composta por dois pulsos Gaussianos contrapro-
pagantes com a mesma largura mas com a metade da altura da deformacéao inicial.

4.9.2 ONDAS ESTACIONARIAS A PARTIR DA SOLUCAO GERAL

A solucao obtida em (4.52), a qual descreve cada modo normal como uma onda propagando-
se sobre a corda, aparentemente esta em conflito com a solucdo da corda com as extremidades
fixas, dada, por exemplo, por (4.42), a qual descreve a solugdo na forma de ondas estacionarias.

Contudo, €é facil mostrar que a imposicdo das condi¢cdes de contorno em (4.52) juntamente
com a condicao de realidade, reproduz a solucdo em ondas estacionarias. Este procedimento é
realizado a seguir.

Temos:

* Solucao geral para a equacao da onda:

na =53 [

P —

o0

dk U, (k) ei(kxfw,‘jt)

* Condicoes de contorno:
1n(0,t) =n (L, t) =0.

Relacao de dispersao: wy = okc.

Condicao de realidade:

Us (k) = Uy (—F) wy = —w7y,
* Condicoes iniciais:
1 [ . )
) =3 [ o @0+ L) (@ =)
2 —c0 WE
n(z,0)=2(@) 9 (x,0)=¥(z).

Entao, aplicando as condicées de contorno e a condicdo de realidade:
— 1 - ik(z—oct)
0 (w,t) = o > /_Oodkl/lg (k)e
o=%
_ i - ik(z—oct) * —ik(z—oct)
0 (@,t) = %02/0 ak [y (k) e U (k) e ]

1 o0 . . ) .
n (.T,t) — 27/ dk {u+ (k) ezk(xfct) +u—T— (k) efzk(xfct) +U_ (k’) ezk(x+ct) +Ur (k) efzk(a:%»ct)} )
0

™
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No contorno z =0,

1 [ , .
n(0,1) = - / dk [(Us (k) +U* (k) e 4+ (U5 (k) +U- (k)) e™]
0
Observa-se que se for imposta a relacao
Ur = -U; =1 (0,t) =0,

e esta condicao de contorno é automaticamente satisfeita.
Mas dai resulta ser possivel escrever

n(z,t) = % / dk [U- (k) (€™ — e ™) et . y* (k) (e7™* — ') e
0
Escrevendo agora

%Z/L (k) = % [w (k) +iv (k)], com p (k) e v (k) reais,

resulta entao -
n(x,t) = /0 dk [p (k) cos (ket) — v (k) sen (ket)] sen (kx) .

Aplicando agora a condi¢ao de contorno em z = ¢,
n(4,t) = / dk [p (k) cos (ket) — v (k) sen (ket)] sen (k¢) = 0.
0

Se .

com o mesmo para v (k), segue que

hE

n () = [tn (kp) cos (knct) — vy, (ki) sen (knct)] sen (kpf) = 0,

n=1

a qual automaticamente satisfaz esta condicdo de contorno também.
Portanto, resulta a solucao escrita na forma de ondas estacionarias

n(x,t) = Z [tn (ki) cos (knct) — vy, (k) sen (kpct)] sen (knx) .
n=1

A partir deste ponto, a determinacao de {u,, (k,)} e {v, (k,)} a partir das condic¢des iniciais segue
o procedimento realizado na secédo 4.7.1.

4.9.3 EXEMPLOS DE MEIOS DISPERSIVOS

Nesta secdo serao discutidos alguns sistemas mecanicos que apresentam propriedades dis-
persivas nas suas oscilacdes transversais.

Uma das consequéncias mais importantes devidas a existéncia da dispersao (i. e., vy = v4 (k))
é que a velocidade de fase de um determinado modo normal ndo mais é, em geral, a velocidade
de propagacao do pulso ao longo do meio. Além disso, a forma do pulso inicial ndo se mantém
constante a medida que este se propaga pelo meio.

CORDA OSCILANDO EM UM MEIO VISCOSO

Retornando a equacao da onda (4.48a) e incluindo somente o efeito de uma forca dissipativa
proporcional a velocidade, a mesma se reduz a

On ,opdn 20

oz TP g =0
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A aplicacdo da transformacdo dupla de Fourier (4.50a) implica nas substituicoes
. 0 ) 0 )
§—>—1w, w%—w, @%—k,
o que leva a equacéao de dispersao
(w? + 2iDw — k*c®) 1 (k,w) = 0 = w? + 2iDw — k*c* = 0,
cujas raizes sao as relacoes de dispersao

w(k)=—iD £ k> - D? = w] = oVk22 — D2 —iD (0 ==1).

Observa-se que a relacao de dispersao apresenta dois comportamentos distintos para nu-
meros de onda reais; uma regiao (Regido I) ocorre quando |k| < D/c, onde w{ € puramente

imaginaria,
D
wg:i(J\/Dz—kQCQ—D), <k| < )
C
e outra (Regiao II) quando |k| > D/c, na qual wj € complexa,
D
wp =ovk?c? — D? —iD, <|k| > c) .

A figura 4.16 mostra os graficos destas relacdes de dispersao para k > 0. Observa-se que, como
era esperado, Imwy < 0, devido a dissipacao realizada pelo meio viscoso.

3 : T : : T : T : T :
—— Rewf
— Imw;
—— Rew;

2| === Im w;

3
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
kc/D
Figura 4.16: Graficos das relagdes de dispersdo para uma corda oscilando em um meio viscoso.

As relacoes de dispersao devem satisfazer as propriedades de simetria (4.53). Na regido I, a
condicdo Imw] = Imw?, € automaticamente satisfeita; contudo, na regiao II, para que a condig¢ao
Rew] = —Rew?,, seja satisfeita, € necessario que

+ . —
Rew; = —Rew”,.
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A partir da solucao (4.52), observa-se que as ondas parciais na regiao I comportam-se como
e (z,t) = Uy (k) el Fo=t) =y, (k) eihme(D—VDPR2E) - (ke/D < 1) ;

ou seja, sao fortemente amortecidas sem se deslocarem (velocidade de fase nula). Ja na regido
II, as ondas parciais se comportam como

M (,8) = U (k) ! (ko VRT=DR) =D (/D > 1)

)

ou seja, também sdo amortecidas, mas estas possuem velocidade de fase nao nula,

Vp Rew;  /k*>c2/D? -1

c ke ke/D ’

com uma significativa dispersao.

CORDA OSCILANDO EM UM MEIO RESTAURADOR; O MODELO DO “COLCHAO DE

MOLAS”
da mesma. Este modelo ilustra uma situacao
onde ocorre um valor minimo para as frequén-
Figura 4.17: O modelo do “colchdo de molas”: uwma oias dos modos normais de oscilacdo possiveis
forca eldstica Testumudor(ll é exercida pelo meio sobre‘ fm na corda. Essa frequéncia minima é denomi-
k(;(z:;ia quando a mesma é perturbada a partir do equili nada frequéncia de corte.

' A descricao dinamica deste sistema sera
realizada novamente pela equacao (4.48a). Para simplificar, sera suposto que nao existe dis-
sipacdo (D =0). Para se deduzir a forma da forca motriz por unidade de massa, retorna-se
brevemente a corda carregada descrita pelas equacoes de Euler-Lagrange (4.45), para as quais
g =0 e F; (t) sera a for¢a motriz exercida sobre a j-ésima particula pelo agente motriz; em outras
palavras, sera a forca exercida por uma pequena mola de constante elastica x sempre que a
j-ésima particula se afastar do ponto de equilibrio,

A figura 4.17 ilustra um modelo simples
--- string Para uma corda homogéna que esta imersa

. em um meio que ira exercer uma forca res-
Springs tauradora elastica sobre a corda sempre que

algum pulso transversal se propagar ao longo

QQQ

--- wall

Fj = —H’ﬂj.

Na transicao discreto — continuo, € necessario que a for¢ca motriz também esteja sujeita ao
limite F; — AF}; ou seja, k — Ak. Dessa maneira, a Lagrangiana de Bateman (4.46) sera escrita

;o 1y 2 1¢ Nk+1 — A’rﬁAnQ
L—2;AxAnk—2ZAxT( ) ZA:E Mics
a partir da qual identifica-se a densidade Lagrangiana

1 1
L =S = 5T — 0’

2
sendo
K
0= lim —
Az—0 Az
Ar—0

a constante elastica do “colchao” por unidade de comprimento.
Aplicando a equacao de campo (4.38) a esta densidade Lagrangiana, resulta a equacao da
onda modificada

et — C277:E:v + W?U = Oa
onde w; = 4/20/) é a frequéncia (angular) de corte.
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A aplicacao das transformacoées de Fourier a esta equacao
corresponde a transformacées 0/9t — —iw e 9/0x — ik, o que
leva a equacao de dispersao

(—w2 + k22 + w?) n=0= w, = w2+ k3c2. (4.57)

A figura 4.18 mostra o grafico desta relacao de dispersao.
Observa-se que como resultado da interacao da corda com o
meio restaurador, nao existe modo normal de oscilacdo com .
frequéncia inferior a frequéncia de corte w,, a qual depende .
tanto do meio (via f) quanto da corda (via ). . k

A velocidade de fase do modo normal com numero de
onda k neste sistema ¢é

Figura 4.18: Relacio de dispersdo dos
modos normais no sistema “colchdo de

2
w
d mola.”

vy =1/ + 72
Observa-se que vy 520 e Vg 2o ¢ Ou seja, o meio € altamente dispersivo para pequenos
numeros de onda.

Este modelo simples ilustra um sistema fisico onde uma corda homogénea pode se tornar um
meio efetivamente dispersivo devido a interagdes da mesma com o meio em que ela se encontra.

4.9.4 PROPAGACAO DE UM PULSO EM UM MEIO DISPERSIVO

Para ilustrar uma aplicacao pratica dos resultados obtidos nas sec¢oes anteriores, considera-
se um modelo fisico para um meio continuo especifico, representado pela sua relacao de disper-
sdo, a ser utilizado no calculo, sem aproximacodes, da propagacao de um pulso policromatico de
oscilacoes transversais.

A solucao da equacao da onda em um meio dispersivo pode ser escrita, de (4.52), como

0 (@,t) = %Z / kU, (k) eika=<in), (4.58)

com as amplitudes espectrais determinadas das condic¢des iniciais via (4.54).

Uma relacao de dispersao genérica € usualmente muito complicada para a obtencdao de um
resultado analitico. Por isso, sera suposto ser possivel uma expansio, valida para o limite
ke/w < 1, a qual € a regiao onde os efeitos dispersivos sao usualmente mais relevantes. Assim,
a relacao de dispersao a ser empregada sera modelada por

wj = owy (1 + %a2k2) , (o==1), (4.59)

sendo wy uma frequéncia caracteristica, correspondente ao caso limite de um meio nao disper-
sivo, e a = ¢/wp.

Uma situacao onde esta aproximacao pode ser realizada € o modelo do colchdo de molas, cuja
relacao de dispersao (4.57) pode ser aproximada como

1 2
wi = oy/w2 + k2c? = ow, (1 + 252k2) .

S

Como ha 2 valores possiveis para o, as quantidades U, (k) serdo determinadas pelo sistema
de equacoes (4.54); ou seja,

Uy (k) +U- (k)= /_OO dx e~ ™" (z,0)

Uyp (k) wi +U_ (k) wy, = 2/ dz e %y, (,0).
Como w, = —w;, as solugdes deste sistema sao
1 [ ik io
Uy (k) = 3 dxe n(z,0) + T (z,0)| (o0==1), (4.60)
—00 k
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onde w; = w;". As expressoes calculadas para U, (k) podem entdo ser utilizadas para se obter

n(z,1).

Sera considerado agora o caso de um pulso monocromatico de extensao finita lancado a partir
da origem em ¢ = (0 para ambos os sentidos ao longo do eixo x. Este tipo de pulso ¢ modelado
por
—2*/2L% ;g ko, %n (2,0) =0,
sendo L a largura espacial do pulso e ky = 27/ se refere ao comprimento de onda \. Para este
tipo de pulso, as amplitudes espectrais, obtidas a partir de (4.60), ficam

n(z,0)=e

1 [ ;
Uy (k)= / da e~ e~ /2L (o8 fow

— 00

:1 (/OO da 64(1@%0)%%2/%2 + /OO da 6i(k+k0)wex2/2L2>
4 — 00 —00

:1 (6<L2/2)<kk0)2 /°° dip e~ [#+HiL? (b=ko)]* /212 1 e (£2/2) (ktho)? /OO

— 00

de e—[z+iL2(k+k0)]2/2L2>

)

U, (k) = \/?L [e—(L2/2)(k—ko)2 + e—(L"‘/z)(kJrko)Q} (o ==+1).

Com este resultado, a solugao da equacdo da onda 7 (z,t) é obtida a partir de (4.58) e da
relacdo de dispersao (4.59),

1 o0 ) o0 .
n(w,t)= o { / dkUy (k) eke—wrt) 4 / dkU_ (k) e“kxwt)}

— 00 —00

1 [ [ , o0 4
=5 [ / kU, (k) ke / dkUy (—k) e (katw=rt)
2m | Jo 0

+/ dkU_ (k) eilkztwit) +/ dkU_ (—k) ei(lmwkt):| .
0 0

Usando agora as propriedades matematicas das relacoes de dispersao, resulta
1 o0 ) 0o _
n(z,t) =5 { / dkUsy (k) e'Brment) 4 / dk U (k) e~ (Fa=ert)
2m | Jo o

_|_/ dku_ (k) ei(kztwkt) + /OO AU (k) e_i(kx+wkt):| 7
0 0

onde foram empregas as condicdes de realidade, isto €, pode-se escrever a solu¢do como

1 o0 I o0 ,
n(z,t) = =Re { / dikU,y (k) etke—wrt) 4 / dkU_ (k) e“kxwﬂ} ,
™ 0 0
mostrando que o resultado realmente € real.
Uma vez empregadas as propriedades matematicas de U, (k) e wy, pode-se fazer uso do fato de
que ambas sao funcdes pares em k. Além disso, neste caso U, (k) também é real e independente
de 0. Assim, pode-se escrever a expressao anterior da seguinte maneira,

0 (z,t) = 327r/ dk [ef([,z/2)(k—k0)2 + e,(Lz/z)(kﬂco)z} [ez(ka:fwkt) + ez(kw+wkt)i| .

Nota-se que para t = 0 a expressao acima se reduz as condicdes iniciais. Para ¢ > 0 pode-se
escrever a expressao anterior de uma maneira mais compacta como

L o Z(L2/2) (ht-s1 k)2 ; 12,2
n(@,t)=——= Z / dhe™ (F2/2) (b oako) €xp {’ [km + Ss2wo (1 + 5a°k )ﬂ}7
327T 51,32::‘:1 -
cuja solucao €
(;c—slsgazkgwgt)Q
1 eXp |— 2(L2—is2a?wot)
n(x,t) = 1 Z exp [—islkzox + 189 (1 + %ang) wot] . (4.61)

ES) 2
s1.ommdtl V1 —isaa’wot/L
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A solucao acima continua real, pois € facil mostrar que n* (z,t) = n (z,t). Além disso,

1
n(z,0)== Z exp (—2?/2L?) exp (—is1koz)
2 51::‘:1

a qual € idéntica a condicao inicial empregada.
A solucao (4.61) descreve a propagacdo de dois pulsos pelo meio dispersivo em sentidos
opostos. A amplitude maxima de cada pulso propaga-se com a velocidade constante

x(t) — 51800 kowot = 0 <= Vg = +woa’ko,

também denominada velocidade de grupo. O envoltério, ou modulac¢do do pulso permanece
com a forma aproximadamente gaussiana, mas nem a largura nem a amplitude da modula-
cdo permanecem constantes. Ao se propagar em um meio dispersivo, a largura da gaussiana
aumenta e sua amplitude diminui, ambas na mesma proporcao, dada por

2
a?wot
=4/L2 .

Assim, os efeitos dispersivos em um dado pulso sdo mais intensos durante um dado intervalo
de tempo At quanto mais estreito for o pulso inicial, ou seja, quanto menor L. O critério para
um efeito dispersivo menos intenso € L > a. Obviamente, para tempo longos o pulso sempre ira
variar na proporcao

a2w0

L(t) = ‘L—iSQ t

L(t) a
— —wopt
a LwO )

mas o tempo necessario para se chegar a esta forma limite depende da razao a/L.

A figura 4.19 mostra uma comparacéao entre dois pulsos lancados inicialmente com diferentes
larguras. O pulso mais largo (koL > 1) consiste em um pacote de ondas composto por um
numero grande de comprimentos de onda e € pouco distorcido durante sua propagacao pelo
meio dispersivo. Ja o pulso mais estreito (koL < 1) é deformado em um tempo relativamente
curto.

koL >>1 ﬂ kLS 1

/\ x —> / L X —>

= R RN

4
\\ \\\ \ \\\
Ugt \\ \\ Ugt \! \\\___‘\
/ N \\ / | \‘\-.\
e N | e ———
/ S , =

Figura 4.19: Alteracio ma forma de um pacote de ondas durante propagacdo em um meio dispersivo. O pulso
mais largo contém um nidmero maior de comprimentos de onda (koL > 1) e é comparativamente menos dis-
torcido que o pulso mais estreito (koL < 1), o qual é rapidamente disperso.

4.9.5 A VELOCIDADE DE GRUPO EM UM MEIO DISPERSIVO

A discussao realizada nas sec¢oes anteriores mostrou que a velocidade de fase v, = Rewy/k
com que um determinado componente de Fourier da onda plana se propaga nem sempre € uma
medida fisicamente aceitavel da velocidade propagacido da energia transportada por um pulso
propagando-se em um meio dispersivo. Isto ocorre devido a trés razdes principais:
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218 4.9. Equacdo da onda em meios dispersivos

1. Em um meio dispersivo, diferentes componentes de Fourier propagam-se com velocidades
distintas; como consequéncia, o pulso se dispersa ao longo de sua propagacao.

2. Para certos meios e certas regidoes espectrais, € possivel que a velocidade de fase exceda a
velocidade de propagacao dos pulsos, isto €, vy > c.

3. Em um meio que também ¢é dissipativo, além de dispersivo, as oscilacdes serdo também
atenuadas ao longo de sua propagacao, acentuando ainda mais a distorcao do pulso inicial.

Neste tipo de meio, uma medida mais precisa da velocidade de propagacao do pulso € fornecida
pela velocidade de grupo.

Para simplificar a discussao, considera-se um pulso unidimensional 7 (z,t) propagando-se
em um meio dispersivo sem dissipacao, semelhante ao exemplo considerado na secao 4.9.4.
Para este caso, o pulso continua sendo descrito pelas expressoes (4.58) e (4.60),

1 [ .

0 (w,t) = o / dk A (k) e'(ke=wt) (4.62a)
u — 00

A(k) = / dx e*“”n (z,0), (4.62b)

onde por simplificacio foi assumido que 97 (z,0) /0t = 0 e que o pulso propaga-se exclusivamente
no sentido positivo. Como o meio ndo apresenta dissipacao, sua relacdo de dispersao wy = w (k)
é uma func¢ao puramente real.

Se o pulso inicial for uma onda monocromatica, en-
tao 7 (z,0) = noe~ %% + c.c., de onde resulta que A (k) =
270 (k — ko), de acordo com (4.62b), e, portanto,

u(x, 0) n(z,t) = eilkor—wiot) 4 c ¢

Isto é, uma onda monocromatica propaga-se sem dis-
persao pelo meio. Porém, se o pulso inicial apresentar
uma extensio finita, representada pela curva modula-
Ak toria tracejada ilustrada na figura 4.20, entao o seu es-
pectro de Fourier A (k) ndo sera uma delta de Dirac,
mas apresentara uma distribuicdo de largura Ak cen-
trada em um determinado valor maximo ky; do numero

| TS,

A(k) de onda, correspondente ao comprimento de onda pre-
dominante no pulso. E possivel mostrar, usando teore-
o~ — mas associados a transformadas de Fourier, que
0 k—> 1
AxAk > —.
2
Figura 4.20: (Acima) um pulso inicial de di- Sera assumido agora que a extensao inicial Az do

mensdo finita Az é injetado em um meio pulso é relativamente grande, de tal forma que este nao

dispersivo. (Abaixo) Espectro de Fourier do sofre uma dispersido acentuada a medida que se pro-

pulso 7 (z,0). paga pelo meio. Esta condicdo pode ser quantificada
por

koAJJ > 1,

o que corresponde ao pulso exemplificado na esquerda da figura 4.19, o qual sofre uma defor-
macdo pequena com sua propagacio. Neste caso, como Ak ~ 1/2Ax, entao

Ak < ko,

ou seja, o espectro de Fourier apresenta um pico acentuado em k = k.
Como somente valores de k proximos a kg irdo contribuir significativamente para 7 (z, t), pode-
se realizar a seguinte aproximacao para w (k):

dw
w(k)%w(ko)‘k%ko(k*lﬂo),
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de onde resulta em (4.62a)

n(z,t) ~ ;e—f[w(kw—<dw/dk>\koko]f/OO dks A () el @/ 1k
™ —00

O resultado acima mostra que, a menos de um fator de fase que deve ser cancelado com o
complexo conjugado, o pulso propaga-se sem distorcao significativa como

n (x7 t) ~ (33/, 0) e—i[w(ko)— (dw/dk)|k0k0]t,

onde

Isto significa que a frente de onda localizada em 2’ = 0 propaga-se com a velocidade de grupo

Jw
Vg = % (4.63a)
Se a relacao de dispersao é fornecida pelo indice de refracéao n (w) = kc/w, entao
< (4.63b)
Yo = n(w) +wdn/ow’ '
Um exemplo de aplicacdo da férmula (4.63a) € for-
necido pelo modelo do colchdo de molas, cuja relacao 3
de dispersao é (4.57). A figura 4.21 mostra tanto a ve- .,
locidade de fase v, quanto a velocidade de grupo para 250 — v: 1
este sistema. Observa-se que a velocidade de fase, para
qualquer numero de onda, € sempre maior que a veloci- L |
dade de propagacdo de um pulso em um meio nao dis-
persivo, enquanto que com a velocidade de grupo ocorre
justamente o oposto. Em situacées como esta, a velo- = '°f i
cidade de grupo € considerada a melhor medida para
a velocidade de propagacdo de um pulso por um meio 1
fracamente dispersivo. ]
A definicdo (4.63a) para a velocidade de grupo é osl i
muitas vezes aceita e empregada mesmo para pulsos
propagando-se em meios nos quais a relacdo de disper- N A
sdo nao pode ser aproximada por wy =~ wg + vg (k — ko). 0 ! 2 3 4 5
O caso discutido nas secao 4.9.4 é um exemplo disto. ke/oo,
Finalmente, se o pulso se propaga no espaco E?, a
generalizacdo de (4.63a) fica simplesmente Figura 4.21: Velocidades de fase (vy) e de
grupo (vg) para o modelo do colchdo de mo-
v, (k) = Vewk. (4.63¢) l((j}s%r?;btidas a partir da relagdo de dispersdo

Uma deducao detalhada da expressao (4.63c) para um
gas ionizado dispersivo, inomogéneo e nao estacionario pode ser vista em (BERNSTEIN, 1975).

4.9.6 ENERGIA TRANSPORTADA POR UM PULSO LOCALIZADO EM
MEIO DISPERSIVO

A discussao realizada na secao 4.7.2 a respeito da energia total contida na oscilacao de uma
corda homogénea sera refeita agora no contexto de pulsos propagantes em meios dispersivos.

Sera assumido que a corda possui extensao infinita, mas que o pulso é suficientemente loca-
lizado para que faca sentido integrar as densidades de energia cinética e potencial (respectiva-
mente d1'/dz e dU/dx) ao longo de toda extensao da corda. Neste caso, integrando as densidades
de energia cinética e potencial dadas por (4.43a,b) ao longo de toda a extensao da corda, resulta

T(t):é/_iA(i’Z)de

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 03/2017 Impresso: 7 DE JANEIRO DE 2025




220 | 4.10. Equacdo da onda em meios ndo uniformes

U(t) = ;/:T@’Dzdx.

Com a solucgao para 7 (z,t) dada por (4.52), as expresdes acima ficam
1 1 2 o0 o0 o0 /o o ’ z[(k+k')m— (wg+wg;)t]
T(t)=—3 (277) ;/_Ood:c)\/_oodk: /_oodk wlwl Uy (k) Uy (K) e

2 o0 [ee) o0 . , o o
U(t)z—% (;ﬁ) > / dx T [ dk [ Ak K Uy (k) Uys () ¢! L) (o0 )]

as quais sao expressoes bastante complicadas em geral. Entretanto, se a corda for homogénea,
pode-se realizar as integracoes em z, empregando a identidade

/ dx ei(k+k/)x =276 (k + k’/) s

resultando dai, apés alguma algebra,

1 > > 4 Y
T(t) = —A\ Z/O dk |wily (k)]* + Re ) /O dk wiw? Uy (kYU (k) e (wf i)t

(o' #0)

= —7
21

1 00 o i,
U(t) ZA dka |Z/{a' (k)|2+Re Z /O dkaZ/{g (k) ;/ (k)@ ( k " )I‘ ’

L (0/77&0)

onde foi empregada também a condicao de realidade.

As expressoes obtidas para 7' (t) e U (t) ainda dependem fortemente da forma especifica da
relacao de dispersao wy. Para os exemplos de meios dispersivos discutidos na secdo 4.9.3, a
relacao ¢ = y/7/)\ ainda € valida, mas as relacdes de dispersao diferem substancialmente daquela
obtida para um meio nao dispersivo, i.e., w] = okc. A relacdo de dispersao especifica do meio
pode apresentar frequéncias de corte ou, no caso, de uma corda oscilando em um meio viscoso,
pode apresentar uma parte imaginaria, responsavel pela dissipacdo da energia transportada pelo
pulso. Neste caso,

E=T(t)+U(t) # cte.

Por outro lado, para o caso de um meio nao dispersivo ou sem amortecimento, pode-se
mostrar que £ =T + U = cte. Em particular, na primeira situacao,
o 1
E = Z/ dk &7, sendo £ = = (W) Uy, (K)]*. (4.64)
o 0 ™

A quantidade &7 pode ser interpretada como a densidade espectral de energia associada ao modo
normal o.

4.10 EQUACAO DA ONDA EM MEIOS NAO UNIFORMES

Quando a corda nao € uniforme, surge um caso extremo de meio dispersivo. Nesta secido sera
discutido brevemente o tratamento geral deste problema, bem como alguns exemplos de casos
simples.

4.10.1 REFLEXAO E TRANSMISSAO NA INTERFACE ENTRE MEIOS
DISTINTOS

Um tratamento geral para o caso de meios nao uniformes sera apresentado na se¢ao 4.10.2.
Nesta secao sera tratado um caso mais simples do que o caso geral, porém que ainda apresenta
fenomenos tipicos de meios nao uniformes.
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Considera-se uma corda infinita composta por duas cordas com densidades distintas \; e
A2. Coloca-se a origem do eixo x no ponto de juncdo das cordas. Escreve-se a solucao geral da
equacao da onda dada por (4.52) como

1 e y o . o
n (a:,t) = % Z/O dk [uo (k) 6z(km7wkt) +U, (—k:) el(_km_‘*’fkt)}

1 00 _ . ) .
— i(krx—wit) * —i(kxz—wit)
o Ea /0 dk [L{g (k)e Uk (k) e ; } .

Se wj] = owy,

1 i : .
nia,t) = 5 / dk [Lq (k) elk=t) 4 10 (k) e_l(’””“’“t)} +ee.,
0

onde c.c. denota o complexo conjugado do termo anterior. As ondas parciais com amplitude
Uy (k) sao aquelas que se propagam com velocidade de fase vg > 0, ao passo que as ondas com
amplitude U/_ (k) tém velocidade v4 < 0.

Supbe-se entdo um pacote de ondas de largura finita que incide sobre a interface entre as
cordas diferentes vindo da esquerda (i. e., incidindo sobre x — 07). Sera mostrado que este
pacote pode sofrer reflexao parcial na interface, de modo que

1 o . ,
m (@) = o / dk [u1+ (k) etke—wint) 4 g (k) emihatont) ) Lo (2 <0),

™ Jo

sendo que wy; = kc;. Este pacote sofre também uma transmissao parcial, de modo que
1 e ,
o (x,t) = 2—/ dkUs, (k) eike—warl) 4 oo (2> 0),
T Jo

isto €, U, = 0 por nao existirem ondas incidentes sobre = = 0 vindas da direita. Nesta expressao,
war = kca. Ou seja,

1 ° (e (o
m(2,1) = 5- /O dk [uH (k) eF@=ed) 41 (k) e_zk(“"lt)} +ee.,

1 [ ,
ne (z,t) = %/0 dkU, (k) e*@=e) 4 ce.

As condicoes de contorno em x = 0 devem ser, portanto

lim o (z,t) = lim 9y (2,t)

z—0~ z—01

lim % = lim %
z—0— 0% z—0+ Ox '

Ou seja,
|k s ) 2 )] e = [ dkatly e
0 0

onde as variaveis de integracio foram identificadas como kjpara x = 0~ e ky para x = 07.
Contudo, se no lado direito for definida a nova variavel

(&1
k2 = 7]617
C2

pode-se juntar ambos os lados em uma unica integracao,

/ dky [uH (k) + Us (k) — St (Clklﬂ emieihat _ .
0 C2 C2

A nova variavel de integracao estabelece também a relacao entre os comprimentos de onda das
oscilacées nos dois meios,

Da mesma forma,

8771 1 > ik(x—c * —ik(xz+c
e =) dkk[uH (k) etla—ert) _gpx (k) e~ik@tat)] 4o
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8772 1 > ik(z—c
o "o, dk KUy, (k) e*@=e2t) 4 cc.

De onde resulta

/ dk1 kq
0

Portanto, pode-se estabelecer as seguintes relacoes entre as amplitudes espectrais,

2
Uiy (k) — U (k1) — (Zl> [/{é+ (Z;/ﬁ)] e—ietkit _

2

Uy (k) + U (k) = Uss (k)
Uny (k) — Ui (k) = z—;uﬂ (k),

onde Usy (k) = (c1/c2) Uy, (c1k/cz). A partir das mesmas, obtém-se

22Uy (k)
Uy (k) = 1+ 1 /fes .65
« o 1-— C]_/C2 )
Uui_ (k) = muu (k).

Assim, tanto a amplitude do modo normal refletido quanto a amplitude do modo transmitido
sdo determinadas pela amplitude do modo incidente. Como c¢;/ca > 0, o modo transmitido
estara sempre em fase com o modo incidente. Porém, a fase relativa entre U, e Uj_ tem as
possibilidades:

® ¢y > c1: Uf_ e U4 estdo em fase.
® ¢y <1t Uf_ e U4 estdo em oposicao de fase.

Esta relagdo entre as fases dos modos incidentes e refletidos também ¢é tipica de fendmenos
ondulatérios, ocorrendo também com ondas eletromagnéticas ou com ondas de probabilidade
quanticas.

Em termos da energia transportada ao longo da corda, como nao ha agente de amortecimento
atuando na reflexdo, toda a energia que incide na juncao em z = 0 deve se dividir sem perdas
entre os pulsos refletido e transmitido. De acordo com (4.64), isto implica que

Eincidente = FPrefletida + Etransmitidaa ou Seja’
/ dhey [kxth s (k1)[° :/ dky |kalhy - (k1)|2+/ dks |kolly., (k2)|27
0 0 0

onde foi introduzida a densidade espectral de energia por modo

P 1 o\ 2 2 wp=ckc P 1 2

& = ;)\(Wk) Us (K)|” = & = ;/\02 kU (K)[” -

Inserindo na equacao acima as relacdes entre as intensidades espectrais (4.65), esta se reduz
a equacao

2 2, a 2
[t (R = [th— (k)" +  ltoy (B[

a partir da qual verifica-se facilmente que, de fato, ocorre conservacido de energia no processo
reflexdo + transmissao.

Isto permite definir os coeficientes de reflexdo (R) e transmisséao (T), tais que

R+T =1,

n_ ’%— (k)| _ <01 - 62)2
U+ (k) c1+co

oG Usy (k) ‘2 __dac .
co |Usy (k) (c1 + c2)?

Relacdes semelhantes sdo obtidas no estudo da reflexao e transmissao de ondas eletromag-
néticas na interface entre dois meios com distintos indices de refracéo.
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4.10.2 TRATAMENTO GERAL

No caso geral de uma corda ndo homogénea, tanto a densidade linear de massa quanto a
tensado da corda podem depender de posicdo, isto €, A = A(z) e 7 = 7 (z). Esta possibilidade ja
havia sido prevista na deducao da densidade Lagrangiana (4.36), a qual fica entdo

1 1
Z {npymisa} = 5 (@) = 7 (@),

2
Aplicando a equacao de campo (4.38) a .Z, resulta a equacao da onda em um meio inomogéneo,
#?n 0 on
A(p) 2 2 1 =0. 4.66
@) 52 ~ oz {T (z) ax] 0 (4.66)

Um dos métodos existentes para o tratamento da equacao (4.66) é o método da transformacao
de Laplace, discutido brevemente a seguir.

METODO DA TRANSFORMACAO DE LAPLACE

A solucao de (4.66) ¢ normalmente dificil de ser obtida. Um método que pode ser empregado
para fornecer pelo menos uma informacao parcial a respeito de sua solucao consiste no uso da
transformacao de Laplace no tempo, ao invés da transformacao de Fourier.

Dada a solucao formal n = n (z,t) da equacédo da onda, define-se

n(z,s) =LA{n(z,t)} = / dtn (x,t)e ", (4.67)
0
onde € assumido que a integral existe. Dadas agora as seguintes propriedades
L (z,1)} = sn(z,s) =1 (z,0), L{me (,0)} = s7n (z,5) = 51 (2,0) — e (,0),

as quais supde o conhecimento das condicoes iniciais, a transformacao £{---} sera agora apli-
cada a equacao (4.66).
Realizando esta aplicacao, resulta

d

o |:T (2) %n (z, 5)] — 2\ (x)n(x,s) = =X (z) [sn (z,0) + 1, (2,0)], (4.68a)

a qual esta na forma de uma equacao de Sturm-Liouville ndo homogénea, cuja solucao esta
submetida as condicées de contorno de Dirichlet

7(0,4) =0 n(0,t) = 0. (4.68b)

A solucao do problema de contorno (4.68) pode ser obtida a partir do método da funcéao de
Green. Contudo, para isto, é necessario primeiro conhecer as formas de 7 (z) e A ().
No caso mais simples de uma corda nao uniforme, supde-se

T(x) =70 + €r, Ax) = Ao+ exe.

Entdo, a equacao fica

A ot ) Ly (5)| = 8 (o + x2)m (225) = — (o + ) [sn (2,0) + 3 (,0)]

dx %77
(70 + er2) " + e’ — 5% (Ao + exz) = — (Ao + exz) [s (x,0) + ¢ (2, 0)] -
No caso mais simples onde ¢, = 0, esta equacgio se reduz a
T0n" — 8% (Mo + exx)n = — (Ng + exx) [s1 (z,0) + 1, (,0)].
Considerando a sua forma homogénea,
Tomh — 8% (Ao + exz) mn, = 0

e realizando a transformacao de variavel

1 2
$2 \ 3 a2 exs2\ 7 a2
— (2} Y _ (st 4
¢ (To&) o +exz) dx? ( 7o ) d¢?’

o
d¢?

obtém-se
— ¢ = 0.
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A equacao acima € a conhecida equacao de
Airy,® cuja solucgio geral € escrita como

(¢, 8) = c1Ai(¢) + e2Bi(Q),
ﬁi sendo que as funcoes Ai(¢) e Bi(¢) sao obtidas
X

17/ Bi

_ M
mm;\vnm;m;\VIL\'lx\'IA'l
NAVAVAVIAVIAVIANVAVIANY,

250 0 5 a partir de séries de poténcias. Graficos des-
tas funcdes sdo apresentados na figura 4.22.
—M Portanto, a solucao geral da parte homogé-
| nea fica escrita
52
Figura 4.22: Grdficos das fungdes Ai(z) e Bi(z). (2, 8) = 1Al ( \ ﬁ (Ao + EAI))

52
+ 2Bi ( & —= (Mo + em:)) .

0€X

A funcao n, (z, s) € empregada na derivacao da
funcao de Green deste problema, a qual nao sera aqui obtida, devido 4 complexidade matematica
de sua derivacao. Contudo, algumas consequéncias importantes podem ser inferidas a partir
desta solucao.

A forma matematica da solucdo homogénea, ilustrada na figura 4.22, mostra que », (z,s)
possui duas regides com comportamento distinto: uma regido onde a solucido esta na forma
oscilante com comprimento de onda variavel ({ < 0) e outra onde a solucdo tem a forma expo-
nencial (¢ > 0). Este comportamento dual da solu¢do homogénea sera transferido para a solucéao
completa 7 (z,s) da equacao ndo homogénea e, por fim, ira determinar a solucéo final do pro-
blema, n(x,t), quando for aplicada a transformacao inversa de Laplace a (4.67).

A transicao observada na figura 4.22 mostra que quando a corda tem densidade e tensio nao
uniformes, podem existir pontos ou regiées ao longo da mesma que sao inacessiveis a um de-
terminado modo normal, como um modo propagante. A existéncia dessas regioes € responsavel
pelo surgimento de diversos fenomenos tipicos de propagacido de ondas em meios nao uniformes:
reflexdo parcial de modos normais, que ocorre quando modos propagantes se aproximam de
uma regido proibida, sendo progressivamente refletidos ao se aproximar desta regido; tunela-
mento de um modo normal, que ocorre quando o modo € propagante em ambos os lados de
uma regiao proibida. Um modo oscilante incide sobre a regido proibida, tornando-se nao pro-
pagante no interior da mesma e tendo a sua amplitude exponencialmente reduzida. Contudo,
como o modo € novamente propagante na outra extremidade, uma fracdo da energia incidente
pode assim ser transmitida (ou tunelada) para a regido acessivel. Finalmente, também pode
ocorrer uma conversdo de modos normais, quando parte da energia de um determinado modo
é transferida, nas vizinhancas da regido proibida, para outro modo normal que € propagante
nesta regido. Estes fendomenos sio tipicos para ondas propagando-se em meios nao uniformes
e sao observados também com ondas eletromagnéticas ou com as densidades de probabilidades
derivadas pelas equacdes da mecanica quantica. Uma discussao detalhada destes fendmenos
em plasmas pode ser vista em (SWANSON, 1998).

9Ver, por exemplo, <http://dImf.nist.gov/9>.
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