A DINAMICA DOS CORPOS RiIGIDOS

M CORPO RIGIDO € um sistema de particulas cujas distancias relativas permanecem
inalteradas, independente das forcas e vinculos que atuam sobre o sistema. E claro
que tais corpos nao existem na natureza, uma vez que todos os objetos sdo com-

postos por particulas que estao ligadas entre si por forcas internas restauradoras que permi-
tem a existéncia de movimentos relativos, como vibracdées em torno do equilibrio, por exemplo.
Contudo, tais movimentos sao microscépicos e podem, em algumas situacoes, ser desprezados
quando se deseja realizar a descricao do movimento macroscopico do corpo. Casos onde esta
suposicao é invalida compreendem colisdes inelasticas entre corpos ou a atuacao de forcas tais
que provocam uma deformacao macroscopica dos mesmos. Tais situacdes extremas nao serao
consideradas neste capitulo e o corpo sera considerado indeformavel.

O conceito de um corpo rigido empregado neste capitulo sera tanto de uma coleg¢ao de par-
ticulas discretas quanto de uma distribuicao continua de matéria. Neste caso, quando a soma
sobre particulas for envolvida, esta sera substituida por integracdes sobre distribuicdes conti-
nuas de massas. As equacdes de movimento resultantes serdo validas em qualquer um dos
casos considerados.

3.1 REFERENCIAIS PARA A DINAMICA DO CORPO Ri-
GIDO

Apesar de um corpo rigido ser, em geral, composto por um grande numero de particulas, as
forcas internas que mantém as distancias entre as mesmas fixas introduzem um conjunto de
vinculos tal que o corpo possui, no maximo, 06 (seis) graus de liberdade. Trés desses graus
de liberdade correspondem a translacao do corpo, enquanto que os demais correspondem as
possiveis rotacoes do mesmo.

Uma maneira simples de compreender a relacao entre o numero de particulas de um corpo
rigido e o numero de graus de liberdade € a seguinte. Imagina-se que o corpo € composto por
um certo numero N > 2 de particulas discretas conectadas entre si por barras rigidas de massas
nulas. Essas barras rigidas fazem o papel das forcas internas que mantém a estrutura do corpo.
Se N = 2 (particulas 1 e 2), ha um total de 06 (seis) coordenadas, mas como a distancia entre as
particulas € fixa, isto introduz o vinculo holénomo 5 = |73 — 71| = cte. Portanto, ha um total de
05 (cinco) graus de liberdade. Se N = 3, desde que as particulas nao sejam colineares, ha um
total de 09 (nove) coordenadas com 03 (trés) vinculos, resultando em 06 (seis) graus de liberdade.
Esta situacao ¢é ilustrada na figura 3.1. Introduzindo uma quarta particula ao sistema, sao
introduzidas mais trés coordenadas e mais trés vinculos, mantendo-se n = 6. Qualquer nova
particula introduzida no sistema introduz trés novas coordenadas, mas tera necessariamente
trés novos vinculos para manter sua posicao fixa em relacdo as demais. Portanto, um corpo
rigido com N > 3 particulas sempre tera um total de m = 3N — 6 vinculos holénomos, resultando

) Figura 3.1: Corpos Ttigidos simples.
A Para N > 3, um total de m = 3N — 6
vinculos sGo mecessdrios para garantir

N=2 N=3 N=4 N=5 a rigidez do corpo.
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em n = 6 graus de liberdade.

O procedimento usual para a descricao da dinamica de um corpo rigido emprega um conjunto
de até trés referenciais, os quais estdo representados na figura 3.2. Nesta figura, o contorno
fechado representa uma regido confinada no espaco, a qual pode representar a superficie de
uma distribuicao continua de matéria ou um contorno imaginario que delimita o conjunto de
particulas que compde o corpo rigido.

A:c3 ——__I_.

’ B P
S/

ro

/ /
O T

71

Figura 3.2: Referenciais empregados na descricio da dindmica de um corpo Tigido.

Na figura 3.2 estdo representadas as seguintes definicdes:

S’:  Referencial inercial, denominado também como referencial fixo ou referencial do es-
paco, o qual possui coordenadas Cartesianas (z}, 25, x%), com os correspondentes vetores
ortonormais { &, &3, &5} e com origem no ponto O'. Este referencial pode ser também con-
siderado como o referencial de laboratorio.

S: Referencial preso ao corpo rigido, denominado referencial do corpo. Este referencial pos-
sui coordenadas Cartesianas (1,22, z3) com os correspondentes vetores unitarios { &;, é2, €3}
e com origem no ponto O. Por se mover junto com o corpo, S € em geral um referencial nao
inercial.

S”: Referencial inercial com eixos paralelos a S’. Este referencial é sempre tal que sua origem
coincide com a origem de S em um dado instante de tempo.

P: Um ponto qualquer do espaco. Pode representar a posicao instantanea de uma das parti-
culas do corpo rigido ou do seu centro de massa.

ro: Posicdo instantanea de O em relagao a origem do referencial S’ (ponto O’).
r’:  Posicado instantanea do ponto P em relacao a O'.

r: Posicdo instantanea do ponto P em relacdo a origem do referencial S (ponto O).

3.1.1 ROTACOES DE EIXOS E TRANSFORMACOES ORTOGONAIS

Como o movimento geral do corpo ira envolver tanto translacées quanto rotacoes, o referen-
cial S estara sempre em movimento em relacdo a S’. E importante estudar-se primeiro como
as quantidades dinamicas (posicoes, velocidades, aceleracdes, etc) observadas em um desses
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referenciais estao relacionadas com as mesmas quantidades observadas em relagdo ao outro.
Estas relacdes sdo importantes principalmente quando houver rotacdées envolvidas. Por esta
razao, serao consideradas inicialmente as rotacoes dos eixos de S em relacao a S’. Como as
translacdes nao serdao consideradas neste momento, um procedimento equivalente consiste em
considerar rotacdes arbitrarias de S em relacdao a S”, uma vez que este ultimo € inercial e tem
seus eixos sempre paralelos a S’.

A figura 3.3 ilustra rotagdes arbitrarias do referencial S (do corpo) em relacao ao referencial
S (inercial). Considera-se primeiro o caso mais simples onde os referenciais possuem um eixo
em comum e uma rotacao arbitraria é estabelecida em torno do mesmo, como € observado na
figura 3.3(a). Esta figura mostra que os eixos (z1,z2) de S estdo rotados por um angulo § em
relacdo aos correspondentes eixos de S”.

2 1
eixo
eixo $ ®)
¢ (a)
eixo x, P
- s ¥ eixo x
SN\ 7 LN '
g S F I \\
e | p
Sl i x

e r |
o~ I
5 I
! 9 }
i) 2] \ !
A |
\\ }
7] L%
’l

10) ol .

gt AT eixo
Figura 3.3: (a) Rotacdo sobre o plano (z{,z5) (em torno do eixo x5 = z3) por wm dngulo 0. (b) Rotacio

arbitrdria de eixos do referencial S em torno da origem do referencial S”. Pode-se observar que em ambos os
casos as rotagdes mantém a morma do vetor r invariante.

A mesma figura mostra também um ponto P qualquer do espaco (com z3 =z = 0), o qual é
localizado em relagao as origens de ambos os referenciais pelo vetor posicdo r. Em um determi-
nado referencial, este vetor pode ser expresso em termos de suas componentes (suas coordena-
das Cartesianas) nas diferentes direcdes do espaco como

2 2
r= le é; (em S), our” = Zx;’ e (em S”). (3.1a)
=1 =1
Atribuindo-se uma realidade fisica ao vetor » (por se tratar da posicdo instantanea de uma
particula do sistema, por exemplo) e assumindo que o espaco € isotropico (i. e., nao ha direcoes
preferenciais no espaco), entao a posicao instantanea de P nao pode depender da orientacao do
sistema de referéncias. Em outras palavras,

2 2
r=r—= E rl el = E i €. (3.1b)

i=1 i=1
A equacao acima permite obter a relacdo entre as coordenadas de P em um dos referenciais
em relacdo ao outro. Para se obter essa relagado, parte-se da seguinte relacdo entre os vetores

unitarios de S e S”:
~ N/} N
é; =cosfe] +senfe,

(38.1¢)
&y = —senf ey +cosbe;.
Esta relacdo pode ser verificada pela inspecao visual da figura 3.3(a).
Neste ponto, € conveniente introduzir-se uma notacao matricial, a qual tem a vantagem de
compactar a notacao e as expressoes. Isto é realizado pela definicdo da matriz K,

K = cosf —sen b
" \senf cosf )’
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com a qual pode-se escrever (3.1c) como

A notacgdo torna-se ainda mais compacta se os vetores unitarios também forem organizados
na forma matricial através das matrizes coluna e linha

.. [ é
e:<A)’
€9

sendo A= AT a transposta da matriz A. Com esta notacao, as relacdes (3.1c) podem ser escritas

o
Il
o>

!
|

—~
o>

—
o>
[~}
~—

e=Ke, ¢ =K le, (3.1d)

sendo A~! a inversa da matriz A. Condic¢bes para a existéncia dessa matriz inversa serao discu-
tidas mais adiante.
Seguindo com esta notacdo matricial, as coordenadas Cartesianas de r em (3.1a) podem ser

organizadas agora como
"
. xT . T
Zo To

~A ~ll
r=re=r""e’.

de modo que (3.1b) fica escrita

Introduzindo agora a relacao entre os vetores de base (3.1d), resulta entao

o - (AB)=BA
r”e// = rK e// —t r// = rK %}

f = Kr<=r=K

(3.1e)

2] = x1cosf — zosenf

xh = w1 send + x4 cosb.

¢

A ultima expressao em (3.1e) mostra como as coordenadas Cartesianas no referencial S” se
relacionam com as coordenadas em S. Por outro lado, as coordenadas em S se relacionam com
a coordenadas em S” através da inversa da matriz K.

Considera-se agora o caso mais geral de uma rotacdo arbitraria de S em relagao a S”, con-
forme representado na figura 3.3(b). Para uma rotacdo em torno de um eixo, somente um
angulo se faz necessario. Ja no caso geral, dois ou mais angulos sdo necessarios, mas sempre
€ possivel expressar-se as coordenadas de » em um referencial em relacdo ao outro por meio
de uma matriz, exatamente como foi realizado no caso particular acima. Nota-se que como
el || & (i=1,2,3), pois S” e S’ tém seus eixos sempre paralelos entre si, as transformacgoes
de referenciais podem ser discutidas diretamente entre S e S’ quando somente rotacoes estao
envolvidas. Esta suposicido sera adotada nos desenvolvimentos realizados a seguir, até o ponto
em que translacées serdo incluidas.

A generalizacao da relacao (3.1d) entre os vetores de base de S e os correspondentes vetores
de S’ também pode ser escrita como é = K&’ e & = K1 ¢, sendo que agora K é uma matriz (3 x 3)
e

=e' = (& & ¢&3).

o>
I
a
)
on

Da mesma forma como se estabeleceram as relacoes (3.1c e 3.1d), se

3
é=Ke¢' o & =) Kjéj, (i=1,23), entdo (3.2a)
j=1

A ~l ~/ NG
€; ej = E K]ﬂ'ek° ej :Kjl

3
k=1
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Ou se€ja,
Kij = &;- & =cosby;, (i,j=1,2,3). (3.2b)

A quantidade K;; ¢ denominada o cosseno diretor do eixo z; em relacdo ao eixo z/ e consiste
na projecdo de é; na direcdo de é;.

A relacao (3.2a) descreve a mudanc¢a de bases na transformacao S’ — S: passou-se da
base {é;} para a base {&;}. A transformacéo inversa S — S’ ¢ realizada pela mudangca de
bases {e;} — { &;}. Esta transformacéao é operacionalizada por

e =K'le

Com a mesma imposicdo de equivaléncia na determinacao do vetor posicao » em ambos os
referenciais, a generalizacao de (3.1e) resulta novamente em

€
r=K !, onde agorar= [z, | . (3.20)
73

Definindo-se por fim a matriz
R=K'=R;; = (K‘l)ij , (1,7 =1,2,3),

denominada de matriz de rotac¢do, pode-se entiao escrever
3
r=Rr' = x; = ZRijm;-, (1=1,2,3).
j=1

Observa-se que este ultimo resultado pode ser interpretado como uma lei de transformacéao
de coordenadas do tipo z; = z; ({«}), a qual é uma transformacao linear, pois os elementos da
matriz R sao constantes nesta transformacdo. De acordo com esta interpretacio, os elementos
de R também podem ser escritos como

8%-

3 3
89@- aIC/
T; = E Rzkxﬁc - 781‘/- = E leiaxiﬂ - Rij = O
J k=1 J

,.
k=1 J

Pode-se finalmente escrever as relacdes obtidas na transformacao de referenciais S’ — S
como -
é=Ke r=Rr
= (3.2d)
e le r=

ou, de forma explicita,

= (3.2¢€)

uma vez que (A)f1 = (A-1).

3.1.2 PROPRIEDADES DA MATRIZ DE ROTACAO

Embora a matriz de rotagdo R (ou K) tenha um total de 09 (nove) componentes, somente trés
destes sao realmente independentes, sendo os demais dependentes dos mesmos. Isto pode ser
prontamente verificado a partir da condicdo de isotropia do espaco (rem s = Tem 5), ja empregada
anteriormente, em conjunto com a exigéncia adicional de invariancia da norma do espaco; isto
c,

I[l = lI='[l, onde ||| =
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Esta medida de ||r| coincide com a interpretacdo geométrica e com a nocao intuitiva de distancia
entre dois pontos no espaco Euclideano, a qual corresponde a distancia do ponto P a origem
do referencial. Na linguagem da geometria e da topologia, a invariancia da norma mostra que a
métrica do espago ndo muda frente a transformacgao S’ — S.

Impondo-se esta condicao a relacao (3.2e) entre os componentes Cartesianos de ambos os
referenciais, resulta

2 __ 2 2 __ ’o
E Ty = g T; = E T = g RijRipx;x),.

i=1 i=1 i=1 i,,k=1

Esta identidade somente pode ser satisfeita em geral se a seguinte condi¢cdo de ortogonalidade
for satisfeita:

3 3
> RiiRij =600 Y RipRjr=0ij, (i,5=1,2,3), (3.3a)
k=1 k=1

a qual também pode ser escrita em termos da matriz transposta como

RR =RR = I3,
sendo |3 matriz identidade de ordem 3
100
I3=1010 :>(|3)ij:§ij'
001

Comparando esta condicdo com a definicido da matriz inversa de R,
R™!R=RR™! = I3,
conclui-se entao que
R =R (3.3b)

Ou seja, a inversa da matriz de rotacdo € a sua transposta. Uma matriz que satisfaz esta
condicao é denominada matriz ortogonal.

Este resultado permite escrever as relacdes de transformacao (3.2e) somente em termos da
matriz R como

3
j=1 j=1 é = Ré r= Rr/
5 — 5 ou o _ R 9, = (3.4a)
é =Re r' =R,
j=1 j=1
sendo que os elementos da matriz R sdo dados por
A ~ 81'1
Rij = é;- e; =cosfj; = 873[:;
! (3.4b)
Rj; = &, éj:a—l’;.

A condicao de ortogonalidade (3.3) leva a uma classificacao quanto a dois tipos possiveis de
rotacoes. Empregando-se as identidades

det (AB) = det (A) det (B), det (/1) = det (A),
sendo det (A) o determinante da matriz A, a condicao de ortogonalidade de R implica em
RR = I3 = det (Rﬁ) = det (R) det (ii) — [det (R)]* = det (I3) = 1.

Ou seja, det (R) = £1.
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Classificam-se entao os dois tipos possiveis de rotacoes:

det (R) = +1: Rotacées proprias

3.5
det (R) = —1: Rotacées improprias. (3.5)

Uma rotacao propria é aquela na qual a transformacgiao S’ — S pode ser executada por uma
sequéncia de rotacdes infinitesimais. Ja uma rotacdo improépria corresponde a uma reflexdo ou
inversao dos eixos do referencial (também denominada transformacédo de paridade), seguida por
uma rotacao propria.

Ainda sobre a condicdo de ortogonalidade (3.3), observa-se que a mesma estabelece um total
de 06 (seis) relagoes distintas entre os elementos da matriz R, o que implica em que dos nove ele-
mentos da matriz, somente 03 (trés) sao realmente independentes entre si. Em outras palavras,
uma rotacado qualquer no espaco pode ser executada empregando-se, no maximo, trés angulos
distintos em torno de trés eixos de rotacao, os quais correspondem aos trés graus de liberdade
do corpo rigido frente a rotagcdées. Ha infinitas maneiras de se definir esses angulos. Uma das
definicdes mais empregadas sdo os angulos de Euler, os quais serao discutidos mais adiante, na
secao 3.9.

Seja agora uma quantidade vetorial g = g (¢) qualquer, a qual corresponde a alguma quan-
tidade dinamica do corpo (tal como velocidade, aceleracao, etc) e que varia com o tempo. A
imposicao de isotropia e equivaléncia dos referenciais também é imposta as medidas realizadas
do valor instantaneo da quantidade g; ou seja, se gg for a medida do valor instantaneo de g do
ponto de vista de um observador em S’ e g5 sua medida em S, entao

3 3
9s =gs = > g€ => giéi (3.6)
i=1 =1
sendo (g1, g2, 93) as componentes de g no referencial S.
Em consequéncia, na transformaciao S’ — S as componentes de g seguem a mesma lei de
transformacao (3.4) do vetor posicao; ou seja,

3
al‘i
g; = ;leg;, sendo Rij = 87;1';;
5 (3.7)
/ Or;
9; = ZRjigj’ sendo Rji = axj.

i=1

Estas relacoes, de fato, consistem na proépria definicdo do que € um vetor, como aquele objeto
matematico composto por uma terna (n-upla para o caso com n dimensoes) de niimeros, cujos
componentes transformam-se entre sistemas de coordenadas de acordo com (3.7).!

Uma outra importante propriedade das matrizes ortogonais merece ser mencionada. Denota-
se por O (3) o conjunto de todas as matrizes ortogonais de ordem 3 e, por conseguinte, o conjunto
O (n) € composto por todas as matrizes ortogonais de ordem n. Considere agora as matrizes do
O (n). Estas satisfazem as seguintes propriedades:

1. Dadas R;,Ry € O(n), a matriz resultante do produto matricial R;R, também pertence a
O (n). Isto pode ser prontamente demonstrado, pois

—_~—

(RiR2) ™' =Ry 'R;! = RoRy = (RyRy).
Ou seja, a inversa de R;R,; também € a sua transposta.
2. Dadas R;,R3,Rs € O (n), a seguinte propriedade, denominada associatividade,
(RiR2) Rz = Ry (R2R3)
€ satisfeita pois o produto matricial € associativo.
3. Existe uma unica matriz identidade |,, € O (n) tal que, para qualquer R € O (n),
Rl, =1,R=R.

Isto segue da propria definicao de matriz identidade.

lPara uma discussido mais detalhada a respeito de vetores e tensores, ver, por exemplo, Apostila de Fisica-
Matematica, capitulo 6.
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4. Dada uma matriz R € O (n), existe uma unica matriz R™! € O (n), denominada elemento
inverso, tal que
RR™!'=R'R=1,.

Esta propriedade vem da propria definicio de uma matriz ortogonal, pois R~! = R.

O cumprimento das condi¢des 1 — 4 acima mostram que o conjunto O (n) com a multiplicacdo
matricial compoe uma estrutura algébrica denominada de grupo. A existéncia e as propriedades
de grupos sao importantes para o desenvolvimento das teorias fisica modernas, tais como as
eletrodinamica e cromodinamica quanticas e a teoria quantica de campos.?

Uma propriedade importante do grupo O (n), que sera relevante na préxima secao, diz res-
peito a comutatividade das transformacéoes geradas pelas suas matrizes. Se forem realizadas
somente rotacoes em torno de um eixo fixo, entdo essas transformacées podem ser implemen-
tadas por matrizes pertencentes ao grupo O (2) (composto por matrizes 2 x 2). Neste caso, se
R, Ry € O(2) sao duas matrizes de rotacdo aplicadas consecutivamente um determinado sis-
tema de coordenadas, entdo Ry Ry = RR;, isto €, a orientacao final do sistema independe da
ordem de aplicacao das rotagdes. Grupos que satisfazem esta condicdo de comutatividade sao
denominados Abelianos. Por outro lado, se n > 3 esta condicao em geral ndo € valida; ou seja,
se agora R, Ry € O(3), por exemplo, em cuja situacido essas matrizes realizam rotacées genéri-
cas no espaco, entao, em geral, R; Ry # R2R;. Grupos nao comutativos sao denominados néo
Abelianos.

Por fim, retornando a classificacdo das rotagdes proprias ou impréprias em (3.5), € inte-
ressante mencionar que o subconjunto das matrizes R € O (n) que possuem a propriedade
det (R) = +1, isto €, que executam rotacoes proprias, forma um grupo por si proprio (um subgrupo
do O (n)), denominado grupo ortogonal especial SO(n).

3.2 CINEMATICA DOS CORPOS RIGIDOS

Retornando aos referenciais definidos na figura 3.2, como o sistema de coordenadas S esta
fixo ao corpo, este referencial é, em geral, ndo inercial, devido ao movimento resultante do
corpo rigido. Por esta razdo, é necessario estudar antes como as variagdes das grandezas fisica
observadas por S se relacionam com o referencial inercial S, onde as leis da mecéanica sao
realmente validas.

3.2.1 TAXA DE VARIACAO TEMPORAL DE VETORES DINAMICOS

Sera estudado agora como a variacdo de um vetor dinamico qualquer g (¢t) é observada nos
referenciais definidos na figura 3.2. Para o estudo inicial, sera considerada a relacédo entre S e
S novamente, para mais adiante a relacao S <+ S’ ser estabelecida.

Os referenciais S e S” compartilham sempre a mesma origem. Por esta razao e pela condicoes
de isotropia e equivaléncia dos referenciais expressa em (3.6), o valor instantaneo de g (¢) é o
mesmo em S e S”. Porém, como S” € inercial, enquanto que S nao o ¢, a variacao de g (¢) sera
observada de maneira distinta em cada referencial. Isto ocorre pela seguinte razao: dada a
identidade (3.6) no instante ¢, a taxa de variacao de g, observada a partir do referencial inercial
S e usando as componentes do vetor no mesmo referencial, sera calculada por

3 g
nell 9; e
g= Zg %
i € dt s
NN/

uma vez que os vetores { &/, &}, 5} sdo fixos em um referencial inercial com coordenadas Car-
tesianas.

Por outro lado, os vetores { é;, é2, é3} sofrem rotacdes e/ou translacées em conjunto com o
corpo. Devido a isto, a taxa de variacdo de g, observada também a partir do referencial inercial
S”, mas empregando as componentes do referencial do corpo S, sera agora calculada por

3

g= Zgzet E _; L+ZgzdeZ

2Para uma discussdo mais detalhada a respeito de grupos e suas propriedades, ver, por exemplo, Apostila de Fisica-
Matematica, capitulos 3 e 5.

S dt

inercial

S
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O primeiro termo do lado direito corresponde a taxa de variacao de g medida por um obser-
vador na origem de S e em repouso com o mesmo. Por esta razdo, este termo sera identificado
como

Portanto, resulta que
3

deé;
+3 gt (3.8)
=1

dg dé;
dt

dt

T

inercial corpo

E necessario agora obter-se a taxa de variacao dos vetores de base de S.

3.2.2 A MATRIZ DE ROTACOES INFINITESIMAIS

Ainda considerando rotagdes do referencial S em relacdo a S”, esta situacdo descrevera o
movimento completo do corpo rigido se este possuir um ponto fixo no espac¢o (como um péndulo
fisico ou um pido, por exemplo) e as origens O e O” coincidirem com o mesmo. Neste caso, o seu
movimento mais geral € determinado pelo teorema de Euler abaixo.

Teorema 3.1 (Euler). O deslocamento mais geral de um corpo rigido com um ponto fixo é uma
rotacéo em torno de algum eixo.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em (LEMOS, 2007).

A rotacdo mencionada pelo teorema de Euler consiste justamente nas transformacoées reali-
zadas pelas matrizes de rotacao discutidas nas secées 3.1.1 e 3.1.2. Em particular, concluiu-se
que qualquer matriz do O (3) possui no méaximo trés cossenos diretores independentes. Ou seja,
uma rotacao genérica no espaco sempre pode ser realizada com, no maximo, trés angulos de
rotacdo. E necessario, portanto, verificar como uma rotacdo genérica destes angulos promove a
variacao das matrizes de rotacao.

Uma rotacgdo genérica no espaco sempre pode ser realizada com até trés angulos de rotacéo,
cada um destes correspondendo a uma rotacdao em torno de um eixo. Visualiza-se esta rota-
cao genérica na figura 3.3(b). Suponha que o referencial S encontra-se inicialmente coincidente
com S” e apés esta rotacdo genérica a sua orientacdo muda para a situacgao ilustrada na figura.
Ha infinitas escolhas de eixos e angulos de rotacido que levam o referencial S a sua orienta-
c¢ao final. Usualmente, esta transformacio é operacionalizada por rotacdes em torno dos eixos
coordenados, com a possivel definicdo de referenciais intermediarios.

As rotacoes em torno dos eixos coordenados sdo implementadas por matrizes bem conheci-
das. Uma destas matrizes ja foi apresentada na secdo 3.1.1. Sendo R(Y), R? e R(®) as matrizes
de rotacao em torno dos eixos x;, =5 € x3, respectivamente, entao

1 0 0 cos By 0 —sen Oy cosfl3 senfsz0
RM) (01) =10 cosfy senbq |, R (03) = 0 1 0 ., R® (03) = | —senfz cosf50 |,
0 —sen 6 cos ¢ senfy 0 cosfy 0 0 1

(3.9)

sendo {61, 03,05} os angulos de rotacao em torno dos respectivos eixos.

Nas defini¢des acima, as escolhas dos sinais nos elementos das matrizes se devem a con-
vencao de que rotacgdes realizadas por angulos positivos sdo realizadas no sentido anti-horario.
Com esta convencédo, considera-se o intervalo de variacdo dos angulos como sendo 0 < 0; < 2,
embora também possa ser considerado o intervalo —7 < 6; < 7.

Além disso, nota-se que as matrizes sdo realmente ortogonais e pertencem ao grupo SO (3),
por possuirem determinante unitario. Ou seja, elas realizam rotacées préprias dos referenciais.
Uma das propriedades das rotacdes préoprias é a conservagao da quiralidade do referencial.
Se o referencial for dextrégiro,> uma rotacdo propria realizada sobre o mesmo conserva esta

3Uma orientacao dextrogira é determinada pela mao direita. Um referencial dextrégiro é aquele cujos vetores de base
satisfazem a relacao

3
& X &= ejrer, (i,7=1,2,3),
k=1

sendo ¢, 0 simbolo de Levi-Civita. Ver Apostila de Fisica-Matematica, capitulo 6.
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orientacado, ao contrario de uma rotacdo impropria, que leva um referencial dextrégiro a um
referencial levdgiro.*

As matrizes R(Y, R e R®), embora pertencam ao SO (3), possuem a seguinte propriedade.
Sejam R® (8;) e R® (¢;) duas matrizes que realizam duas rotacdes distintas (f; e ¢;) em torno do
eixo z; (i = 1,2,3). Entao,

R (0;) R™ (¢;) = RW (¢;) RW (8;) = R (6; + ¢;) . (3.10)

Isto é consistente com a discussao realizada ao final da secao 3.1.2. As matrizes acima, eliminando-
se as linhas e colunas compostas por “0” e “1”, podem ser interpretadas como pertencentes ao
SO (2), o qual forma um grupo Abeliano.
Contudo, em geral
RO (6,)RY (8) # RY) (0,)R? (6;) , para i # j,

se os angulos 6; e §; forem finitos. Porém, uma determinada rotacdo por um angulo finito sempre
pode ser composta, de acordo com (3.10), por duas ou mais rotacées em torno do mesmo eixo.
Assim, pode-se escrever

N N
RW (6;) = [[R™ (A6;), onde > Af; = 0;.
j=1 j=1
Se Af; = 60;, com |§0;| < 1, pode-se aproximar cosdf; ~ 1 e sendf; ~ 4¢;, de tal maneira que
RO ~ I3 + 5R(i),

onde |3 é a matriz unitaria e

00 0 0 0—36, 0 6650
RO =0 0 66, ], SR®»=[00 0 |, SR® = [ —465 0 0
066, 0 56,0 0 0 00

Nesta situacao, as rotagoes sao infinitesimais se os angulos {66;} satisfizerem

N

lim 69l = 92
60, —0 "
N—ooJj=1

Observa-se que os elementos das matrizes de rotacéo infinitesimal podem ser agora escritos
de uma maneira compacta da seguinte maneira. Se Rgf) (i,4,k = 1,2, 3) identifica os elementos
da matriz R(®), entao ‘

No limite de rotacdes infinitesimais, a comutatividade das rotacdes é satisfeita, mesmo entre
matrizes do SO (3), pois

3
Z (Oim + €imr0Ok) (Omj + €mjedbe)
1

R™® (56,) R©) ((m)]

]

m

[
NE

(5im6mj + 6im6mj269€ + Gimkamjéek)

m=1
= 05 + €;j400p + €100k = 035 + €100 + €000y,
ou seja,

[R(’“) (69) R® (595)} - [R“) (66,) R® (59@} — R (60,) RO (66,) = R® (56,) R®) (56y,) .

ij (]

Pode-se construir entdo uma matriz que executa uma rotacdo infinitesimal genérica pela
composicao de rotacdes infinitesimais consecutivas em torno de cada eixo. Esta matriz € obtida
por
R(60) = R (56,) R (565) R®) (565) = I3 + 6R (60) , (3.11a)

4Q0rientacdo determinada pela mao esquerda.
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ou por qualquer outra permutacdo na ordem das rotacdes. Os elementos da matriz R (60) sao
escritos de forma compacta como

3
Ri; (60) = 6i5 + Y _ €ijx06k, sendo 56 = (361,565,063), (3.11b)
k=1

enquanto que a matriz JR (§0) é dada por

3

[OR(60)],; = > €ijndbh, (3.11¢)
k=1
ou se€ja,
0 003 —d6,
SR(60) = [ =805 0 460, |. (3.11d)
60y —66; 0

Dadas duas matrizes R; (001) e Ry (062) que executam rotacdes infinitesimais, as seguintes
propriedades sao satisfeitas:

1. As rotacoes infinitesimais sdo comutativas, uma vez que

Ry (601) Ry (002) = R2 (602) Ry (661) ,
[I5 + 0R1 (661)] [I3 + 0R2 (6602)] = I3 + 6R2 (62)] [Is + Ry (661)]

Esta propriedade €é garantida devido a comutatividade da soma matricial.

2. As matrizes de rotacao sao ortogonais; portanto,
R (50) R (68) = I3 = 6R (66) + 6R (68) = 6R (66) + 6R (66) = 0.

Ou seja,

0R (0) = —0R (68) = (R);; = — (0R),;, (i,j =1,2,3).

17
Uma matriz que satisfaz esta propriedade é dita antissimétrica. Esta propriedade é clara-
mente verificada em (3.11).

3.2.3 A LEI DE TRANSFORMACAO DA TAXA DE VARIACAO TEMPO-
RAL DE UM VETOR E A VELOCIDADE ANGULAR

Com o desenvolvimento realizado na secao anterior, € possivel agora determinar a forma que
deve ser assumida pelo ultimo termo na relacao (3.8).

Assumindo que o referencial S tem seus eixos concordantes com S” no instante ¢, em um
instante ¢ + dt posterior os eixos de S sofrem uma rotacao infinitesimal resultante da dinamica
do corpo rigido ao qual S é afixado. De acordo com a discussao realizada na secao 3.2.2, essa
rotacao genérica sempre pode ser descrita pela composicao de até trés rotacoes infinitesimais
dO@ = (dby,dfs,df3), cada uma em torno de um eixo coordenado. Assim, de acordo com a lei de
transformacéo (3.4) e a definicdo da matriz de rotacao infinitesimal (3.11), os vetores de base de
S transformam-se de acordo com

&(t+dt) =R(d0)é(t) = &(t) + dR (dO) & (t),

onde foi empregada novamente a representacio matricial é = (é1 ey ég)T. Dessa forma, devido
ao movimento do corpo rigido, os vetores de base sofrem uma variacao infinitesimal de definida
por

dé=é(t+dt)—e(t)=dR(do)e(t).

Escrevendo-se explicitamente esta relacdo para cada vetor de base, com o uso de (3.11), obtém-
se

3 3
dé; =Y [dR(d6)]; &5 =Y > €judé;. (3.12)
j=1

j=1k=1
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Retornando agora a relacao (3.8), esta pode ser escrita na forma diferencial como

dglinercial = dg'corpo + dg'rot ’

sendo que o ultimo termo € definido como

3
dgl,o =Y gides,
=1

correspondendo a variacao do vetor g devida a rotacao do corpo (e de S, por consequéncia). Mas,
de acordo com (3.12),
3 3
dg|rot = Z gieijdek éj = Z Eijkdgjgk e; =dof x g.
i,5,k=1 i,5,k=1
Portanto,
dg|inercial = dg|corpo +df X g.

Dividindo-se ambos os lados por dt, obtém-se finalmente a lei de transformacao da taxa de
variacdo temporal do vetor g entre os referenciais S e S”,

4+ w X g, onde w = % (3.13a)

dg
dt

_dg
Todt

inercial corpo

A quantidade w é denominada velocidade angular e suas propriedades serao discutidas a
seguir. Esta relacao pode ser escrita na forma de um operador diferencial como

d

. 3.13b
g +w X ( )

_d
Tdt

inercial corpo

3.2.3.1 VETORES POLARES, AXIAIS E A VELOCIDADE ANGULAR

E importante discutir agora a interpretacao fisica da velocidade angular w = df/dt. A quan-
tidade 60 = (061, 90,,6603) foi introduzida em (3.11) para indicar uma composicao arbitraria de
rotacdes infinitesimais em torno de trés eixos mutuamente ortogonais.

Se for atribuido livremente um carater vetorial a 660, entdo o mesmo pode ser escrito como

3
56 = Z 50, &;,
=1

em termos dos vetores de base de um determinado referencial. Contudo, € necessario deduzir-se
as propriedades matematicas deste novo vetor.

O vetor 90 esta relacionado com a rotacao ativa de um ponto P, localizado pelo vetor posicao r,
em torno de um eixo no espaco. Esta situacao ja foi discutida no contexto das leis de conservacao
no formalismo Lagrangiano e esta visualizada na figura 1.22, a qual é repetida aqui na figura
3.4 por conveniéncia.

O vetor 06 € escrito agora em termos de seu modulo e do vetor unitario é,, o qual indica sua
direcao e sentido, como

00 = 0 é,,.

O vetor e, € definido da seguinte maneira. Ao sofrer uma rotacao infinitesimal ativa, no
sentido anti-horario, por um angulo §¢ em torno de um eixo no espago, conforme ¢ visto na
figura 3.4, o vetor r sofre a transformacdo r — ' = r 4+ dr. Se o vetor &, (e, por conseguinte,
o vetor §60) for orientado ao longo do eixo de rotacdo, conforme esta na figura, entdo a seguinte
relacao é valida:

or =90 X r.
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E facil mostrar que o vetor 50 satisfaz as condicoes de S
adicao vetorial e multiplicacdo por escalar, como exigido para €n
pertencer a um espaco vetorial (i. e., para ser um vetor). -7 =
Deste ponto de vista, a velocidade angular w, introdu- ’ !
zida em (3.13), passa a possuir também um carater vetorial. '\ o0 !
Dividindo-se a relacao acima por dt, observa-se entao que ~ A
wzgz%fén:wén. (3.14)
Ou seja, a velocidade angular consiste na taxa de variacao r 2
temporal do vetor §0. A definicdo (3.14) mostra também que
w || 66. Da mesma forma, todos os vetores obtidos pela deri- p
vacao de w também serado paralelos ao mesmo. ™
Os vetores 00, w e todos os outros obtidos a partir A
deste ultimo, pertencem a um tipo especial de objeto ma- 50
tematico denominado um vetor axial ou pseudovetor. Estes
distinguem-se dos vetores “verdadeiros”, denominados ve-
tores polares, por se transformarem de forma distinta aos
mesmos. Um vetor polar é invertido frente a um tipo espe-
cial de transformacao ativa, denominada inverséo espacial,
e que consiste em realizar a operacao

T— —T. Figura 3.4: Rotacgdo infinitesimal ativa
do vetor r produzida pela rTotag¢do mo
Ao se realizar esta inversdo nos vetores r, v’ e dr da fi- sentido anti-hordrio em torno do eixo

gura 3.4, estes se transformam como r — —r, ' = —r' e é&,.
or — —dér. O mesmo ocorrera com outros vetores obtidos
a partir destes por derivacao, tais como velocidade e acele-
racao. Todos os vetores que se transformam desta maneira sdo vetores polares ou “vetores
verdadeiros.”
Ja o vetor 40, frente a transformacao r — —r transforma-se como

60 — 60,

ou seja, nao sofre inversao. O mesmo ocorre com w e todos os demais vetores axiais derivados.
Isto pode ser verificado diretamente a partir da relacao dr = @ X r. Para que esta reproduza as
inversoes de r e dr, € necessario que 66 permaneca invariante.®

3.2.3.2 A UNICIDADE DA VELOCIDADE ANGULAR

O vetor velocidade angular possui algumas propriedades que o tornam unico dentre as quan-
tidades dinamicas de um corpo rigido. Em primeiro lugar, a sua taxa instantanea de variacao, a
aceleracdo angular, é a mesma, quer seja do ponto de vista do referencial fixo ou em relacao
ao referencial do corpo. Isto é prontamente verificado aplicando-se o operador (3.13) ao vetor w:

dw
dt

0 d
+;a/></6':d—c:

corpo

e
Todt

_ dw

== . (3.15)

corpo

inercial inercial

Uma outra caracteristica propria do vetor velocidade angular € a sua unicidade frente a
diferentes referenciais, posicionados em distintos locais do corpo rigido. Isto pode ser verificado
a partir da figura 3.5. Nesta figura, o ponto P € um ponto qualquer do corpo rigido. O ponto O’
é a origem de um referencial S’ inercial e O; e O sdo as origens de dois referenciais distintos (S
e Ss) fixos ao corpo. Os demais vetores sao identificaveis na figura.

A relacao entre as taxas de variacdao de qualquer vetor dinamico g entre os referenciais S’ e
S; ou entre S’e S sdo dadas pela relacao (3.13). Em particular, para o vetor r, dado por

r=R;+71 =R+ 79,

5Uma discussao mais aprofundada a respeito de vetores e pseudovetores, no contexto da analise tensorial, ¢ realizada
em Apostila de Fisica-Matematica, capitulo 6.
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Figura 3.5: O Ponto P é localizado pelo re-
R2 ferencial inercial com origem em O’ e por

dois referenciais do corpo, com origens O
(S 02.

R,

tem sua taxa temporal de variacao dada por

dr| _dBy| dri|  dBy| dry
dtlg — dt |g dt|g dt g dt|g’
Mas,
dri) _dri)  dra| _ dry
dt |g  dt |g,  dt|g dt g’

lembrando que o referencial S” (ver figura 3.2) também é inercial e pode, sem perda de genera-
lidade, ser considerado em repouso em relaciao a S’.
Porém, de acordo com (3.13), a relacao entre as taxas de variacao do vetor posicdo para os
distintos referenciais fica escrita
0

dry
dt

d’f‘1
= +w; Xry =w; X 1ry,

S S1

(S” — Sl) :

onde w; € a velocidade angular de rotacdo do ponto P em relacdo a O;. O termo cancelado na
relacdo acima corresponderia a taxa de variacdo de r; em relagao ao referencial S;. Como o0s
pontos O; e P sdao ambos mantidos fixos ao corpo, entdo o termo em questao € nulo, pois, do
ponto de vista de um observador em O;, o ponto P permanece em repouso.

Da mesma forma,

0
d’l‘2

ara - d’l‘2
dt B

— +wo X ro = ws X Ta,
S corpo

(SH <~ 52) :

sendo w, a velocidade angular de rotacao do ponto P em relacao a Os.
Sendo agora R = R, — R;, observa-se que

AR\ _ dry| o drs =W XT] —wy XT
dt |q  dt|g  dt|g TP RO
Mas, do ponto de vista da relacao S” < S,
0
dR dR
— = +wi X R=w; X R,
dt | 5

pois o ponto O, também esta em repouso em relacdo a S;. Como as duas ultimas relagdes sao
idénticas, resulta que, necessariamente,
w1 X T —wy X7y =wi; X R.
Mas, como R = r; — ro, resulta que
W1 X T —wy XTro=wi X (’I"l—’f‘g):wl X ry —wy ><r2:>(w2—w1) X’I"QZO.

Como os pontos P, O; e O, sao arbitrarios, entao o vetor r, também o é. Portanto, conclui-se
que para o resultado acima ser satisfeito para qualquer escolha destes pontos particulares, é
necessario e suficiente que
Wo = Wq.
A conclusao € que a velocidade angular w sera sempre a mesma, independente da escolha
para a origem do referencial do corpo.
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3.3 A DINAMICA EM REFERENCIAIS NAO INERCIAIS

Sera deduzida aqui a forma correspondente a segunda lei de Newton em um referencial néao
inercial. As expressodes aqui obtidas sao gerais, descrevendo o movimento de uma unica parti-
cula sob a acdo de uma forca resultante; por conseguinte, estas serdo posteriormente particula-
rizadas para o movimento de um corpo rigido.

Retornando a figura 3.2, supde-se agora que o ponto P corresponde a posicao instantanea
de uma particula de massa m, sendo esta a unica particula do sistema. Assumindo que sua
massa nao varia, a dinamica da particula € descrita pela segunda lei de Newton, a qual € valida
no referencial inercial S’; ou seja,

r| &

m — =m—s s
dt? | dt?

sendo F' a forca resultante sobre a particula.
A relacao entre a posicio instantanea da particula, observada em relacio ao referencial fixo
S’, e a mesma quantidade em relacao ao referencial do corpo S €, simplesmente,

r=ro+r.

Por outro lado, a relacdo entre o vetor velocidade instantanea, visto dos referenciais S’ ou S,
depende do fato de que S € nado inercial e, por isso, a taxa instantanea de variacao da posicao,
vista em ambos os referenciais, estara relacionada através do operador (3.13); ou seja,

. dr
Tt

Ldr
o dt

dr

dr
g dt

o dt

- d’l“o

v = — =
o dti

twXr=vy+v+wxr,
s

sendo vy, a velocidade do ponto O em relacao a S’ e v a velocidade da particula vista do ponto
de vista do referencial nao inercial S.
Derivando-se mais uma vez a expressao acima em relacido ao tempo, obtém-se a aceleracao,

a’;d—v/ _ o dv —l—i(wxr)
d g~ dt g Aty T dl o
aj

O primeiro termo (ay,) € a aceleracdo do ponto O em relacdo a S’. Ja nos dois outros termos, €é
necessario aplicar-se novamente o operador (3.13), de onde resulta

dv dv )

ES/:as+wxv:a+wXU
d d(w X r) dw
a(wxr)S/:Ts+wx(wxr):Esx'r—&—wxv—i—wx(wxr),

sendo agora a a aceleracao da particula, vista do referencial S. Lembrando finalmente da unici-
dade da aceleracao angular (propriedade 3.15), resulta entao

, , dw
a :aO—i—a—f—E Xr+2wXv+wX (wXr).
Sabendo que ma’ = F, pode-se escrever a expressao equivalente ma = F'g, sendo Fg a “forca”
total aplicada a particula, conforme observada a partir do referencial S. Esta “forca” é expressa
por

d
ma:ngF—ma’O—i—vaxw—&—mwx(rxw)—&—mrx—w. (3.16)
— dt
Foor Feent
Fguler

A expressao (3.16) mostra que um observador em repouso com o ponto O (observador em
S) registra o movimento da particula como se esta fosse submetida a um conjunto de até cinco
forcas distintas. A primeira forca (F') € a unica for¢ca “verdadeira,” no sentido de que esta
¢é realmente a forca no sentido Newtoniano, observada a partir de um referencial inercial. O
segundo termo surge devido a aceleracao do ponto O em relacdo a S’. Esta aceleracdo pode ser
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causada, por exemplo, por outras forcas que atuam sobre o referencial S, caso este esteja preso
a algum objeto material (como um corpo rigido).

Os trés termos restantes em (3.16) correspondem a efeitos resultantes da rotacao do referen-
cial S em relacdo a S’. Estes objetos sdo denominados foreas ficticias, pois embora tenham a
dimensao fisica de forcas, estes nao correspondem a definicio Newtoniana de uma forca, por se
tratarem de efeitos observados em um referencial nao inercial. O termo F¢,, € denominado forca
de Coriolis. A visualizacao mais comum do efeito da forca de Coriolis consiste na observacao do
movimento de um projétil. Em um referencial inercial, a trajetéria do projétil € planar, mas se
o referencial esta girando em torno de um eixo de rotacdo, a forca de Coriolis faz surgir uma
“for¢ca” perpendicular que acaba removendo o corpo desse plano.

O termo F'..,,; € a conhecida forca centrifuga, a qual atua no sentido oposto a forca centripeta,
sendo que esta ultima de fato € uma forca no sentido Newtoniano. Finalmente, o termo Fgyjer
¢ denominado forca de Euler, a qual surge quando o referencial gira também com aceleracao
angular.

Os efeitos dessas forcas ficticias sobre o movimento de um corpo rigido serdo estudados na
proxima sec¢ao.

3.4 DINAMICA DE UM CORPO RiGIDO. EQUACOES FUN-
DAMENTAIS

A partir dos desenvolvimentos realizados nas secdes anteriores, relacionados a cinematica de
um corpo rigido, sera desenvolvida nesta secdo a dinamica deste corpo. Grandezas essenciais
para a compreensao dessa dinamica sao o momentum angular do corpo e sua energia cinética
rotacional, ambas as grandezas relacionadas com o conceito de momento de inércia do corpo,
o qual também sera abordado. A maior parte dos exemplos e casos estudados neste capitulo o
serao feitos empregando-se o formalismo Lagrangiano, desenvolvido no capitulo 1.

3.4.1 O MOMENTUM ANGULAR DE UM CORPO RiIGIDO E O SEU TEN-
SOR DE INERCIA

Dado um corpo rigido, pensado como um conjunto de N particulas com 06 (seis) graus de
liberdade, as suas equacdes de movimento, no formalismo Newtoniano, sao:

1. A equacao (1.6a), que descreve a taxa de variacao do momentum linear total do sistema,

dP
= _ @
dt ’

sendo F® a forca resultante devida as forcas externas ao sistema.

2. A equacao que descreve a taxa de variacao do momentum angular total do sistema. Con-
forme discutido na secdo 1.1.2.2, a equacdo de movimento propriamente dita depende da
cinética do ponto P em relacdo ao qual esta se calculando o momentum angular. Se este
ponto coincide com centro de massa do sistema, ou se o mesmo se movimenta sem acele-
racao, entao (1.7b) € a equacao para a evolucao do momentum angular,

dL e
Cr_ N, (3.17)

sendo NV 5? o torque total submetido ao sistema, em relacao a P. Se estas condicées nao se
cumprirem, entdo dL/dt sera dada pela equacao (1.7a), a qual contém o efeito da cinética
do ponto P.

Como (3.17) descreve, como um importante caso particular, a dinamica do corpo que possui um
ponto fixo, esta sera a situacao a ser inicialmente abordada.

Considera-se entao a situagao representada na figura 3.6. Nesta, S’ é o referencial inercial
fixo e O € um determinado ponto do corpo rigido, o qual ou esta em repouso em relacao a S’
(ponto fixo) ou é o centro de massa do corpo. Na mesma figura, r; € a posicdo instantanea de
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Figura 3.6: Ilustracio do momentum angular de
uma particula de massa my em relagdo ao ponto
O, o qual é um ponto fixo em relacio ao refe-
rencial inercial S’ ou é o centro de massa do
corpo rigido.

uma particula do corpo com massa m, a qual pode ser pensada como uma massa infinitesimal,
caso 0 Corpo seja extenso.

Nas condicoes de validade da figura 3.6, a variacdo do momentum angular da massa m; em
relacdo ao ponto O sera descrito pela equacao (3.17). Supondo inicialmente que o corpo rigido
seja composto por um conjunto de N particulas discretas, entdao o momentum angular total sobre
O sera

N N
L= Zrk X pf. = kark X v}, (3.18a)
k=1 k=1

onde v}, (p)) € a velocidade (momentum linear) da k-ésima particula em relacdo ao ponto O, do
ponto de vista do referencial fixo S’; ou seja,

d’l‘k

!
v = ——
BT odt

s
O ponto O, por sua vez, pode ser pensado como a origem do referencial do corpo S. Neste caso,
para se encontrar vy, a velocidade de m; em relacdo a O, € necessario empregar-se novamente
(8.13), de onde resulta
0

dri
dt

- d’l"k

v = +w X Ty = v, =w X Ty, (3.18b)

s tls
uma vez que r; € um vetor fixo em relacao a O. Portanto,

N N

L= kark X (w X rE) = ka [r,%w — (rk -w)rk] ,
k=1 k=1

onde foi empregada a identidade a X (b X ¢) = (a-¢c)b — (a - b) c. Escrevendo-se esta expressao
em termos de componentes de um sistema Cartesiano, resulta

3 3 N

N
2 2 »
L= g my | riwi — g T T Wy | = E E mi, (Tedij — Thitej) | wy, (1=1,2,3).
k=1

j=1 j=1 Lk=1

A partir desta ultima expresséo, define-se uma matriz (3 x 3) I, denominada matriz de inér-
cia, cujos elementos sio dados por

N

Iij = ka (7’%(52’]’ — xk,ixk’j) s (Z,] = 1, 2, 3) . (319&)
k=1
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Se o corpo rigido em estudo € formado por uma distribuicdo continua de massa, entdo pelo
processo de limite zy; — x;, my — dm = p(r)d®r, N = cc €

N
ka—>/ p(r)d®r,
k=1 v

sendo p = p(r) a densidade de massa (ou massa especifica) do corpo rigido, os elementos da
matriz | passam a ser dados por

I,;j = /Vdd’r‘ (r25ij - I,Ij) p(’l") . (Slgb)

Os elementos da matriz | sdo os componentes do tensor de inércia do corpo rigido. Esta de-
signacao sera empregada a partir de agora, deixando-se a demonstracao de que esta quantidade
¢é de fato um tensor para a secao 3.4.3.

Pode-se escrever a relacdo entre as componentes Cartesianas de L em termos do tensor de
inércia como

3
Li = Zlijwj, (Z = 1, 2, 3) . (320&)
j=1

Ou, usando a mesma notacao matricial ja empregada para as componentes do vetor posicao (em
3.2c¢), como

L1 w1
L=Ilw,sendolL=|Ls | ew=|ws]. (3.20Db)
L3 w3

Finalmente, uma notacgao vetorial também é possivel:
e
L=1I w, (3.20¢)

<>
sendo I propriamente o tensor de inércia, o qual € um tensor de posto 2.

3.4.2 MOMENTOS E PRODUTOS DE INERCIA

As seguintes caracteristicas da matriz de inércia, definida em (3.19), merecem ser ressalta-
das:

1. A matriz de inércia € real, uma vez que todos os seus elementos, tanto para sistemas
discretos quanto para continuos, sao reais.

2. A matriz de inércia € simétrica, uma vez que ela é real e
Iij = i,
como pode ser trivialmente verificado.

3. Momentos de inércia. Tratam-se dos elementos da diagonal da matriz de inércia: {I1, I>2, Is3}.
Observa-se que os momentos de inércia sempre existem e sdo positivos, independente da
forma da distribuicdo de massa, pois

i=1,2,3

e 3 2 _ .2 _ 3 2 2

Como o integrando € positivo-definido, a integral também ¢é positiva. Esta propriedade foi
verificada empregando-se a forma continua, mas ela pode ser facilmente corroborada na
forma discreta.

4. Produtos de inércia. Tratam-se dos elementos fora da diagonal principal. Neste caso,

Iij:_/ d37‘xixjp(r), (Z#]=1,2,3)
\%4

Os produtos de inércia ndo sdo necessariamente positivos e podem néao existir.
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Uma observacao importante € que os valores que os momentos e produtos de inércia tomam,
para uma dada distribuicdo de massa, dependem da posicao da origem do referencial do corpo
e da orientacao de seus eixos coordenados.

Mais adiante, na secéo 3.7, sera demonstrado como € sempre possivel (em teoria) diagonalizar
a matriz de inércia através de uma rotacao dos eixos do sistema. Nesta nova orientacao, os
produtos de inércia sdo nulos e a matriz se torna diagonal.

Exercicio 3.1 (Matriz de inércia de um cubo homogéneo). Obtenha a matriz de inércia de um
cubo homogéneo de densidade p, massa M e lado b. Considere a origem do referencial em um
dos vértices do cubo e seus eixos alinhados ao longo de suas arestas, conforme esta ilustrado
na figura 3.7.

X3

Figura 3.7: Um cubo homogéneo de lado b com a
origem do referencial em um de seus vértices.

X1

Resolucao. Os elementos da matriz de inércia neste caso sao dados por (3.19b). Calculando-se
inicialmente os momentos de inércia,

Li; 7L ,0/ d*r (m? +27) = Qp/ d*r 33?
1% 1%

b b b
= 2p/ dx; / dxy, / dzx; x?,
0 0 0

1 2 2
Lii =2p (b°) <3b3> = gpb5 = gMb?, (i=1,2,3).

Ou seja, todos os momentos de inércia tém o mesmo valor.
Calculando agora os produtos de inércia,

. b b b
L;; ’Z —p/ dPraim; = —p/ dx; xi/ dz; a:j/ dxy,
\%4 0 0 0
1,\° I
Lj=—p(3b7) b=—7pb’=—7Mb, (i#j=123).

Portanto, a matriz de inércia do cubo, com o referencial posicionado conforme esta na figura

3.7, fica
2/3 _1/4 _1/4
leubo = MD? | =11 2/3—1/4
—1/a—1/4 2/3

3.4.3 O TENSOR DE INERCIA E SUA LEI DE TRANSFORMACAO

Nesta secao serdao apresentadas algumas propriedades matematicas de tensores relevantes
para a dinamica de corpos rigidos.
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3.4.3.1 TENSORES

Um tensor € um objeto matematico ao qual sao atribuidas certas propriedades algébricas e
geométricas que o tornam singularmente importante na fisica-matematica.®

Um tensor usualmente forma uma colecio de objetos matematicos, denominados as com-
ponentes do tensor, que sao distintos, mas que se relacionam entre si por meio de certas pro-
priedades (fisicas e/ou matematicas). Entretanto, para que esta colecio de objetos possa ser
denominada um tensor, é necessario que as suas coordenadas obedecam uma lei de transfor-
macao bem determinada, a qual sera apresentada em breve. A distincao entre as distintas
coordenadas do tensor € realizada através de um conjunto de indices inteiros (usualmente nao
negativos), o que leva a definicdo do posto do tensor, como sendo o nimero de diferentes indices
necessarios para a identificagdo das componentes do tensor. Os tensores mais comuns na fisica
sao:

Tensores de posto zero: os quais sdo as quantidades usualmente denominadas escalares, tais
como massa, carga elétrica ou potencial elétrico. Um tensor de posto zero pode ser clas-
sificado como um escalar propriamente dito se este ndo muda frente a uma determinada
transformacao de coordenadas. Neste caso se enquadram os principios de invariancia da
massa (de repouso) ou da carga elétrica. Por outro lado, tensores de posto zero que mudam
frente a certas transformacdes (como rotagdes improprias, por exemplo), sdo denominados
pseudoescalares. Certos objetos formados a partir de vetores axiais sdo assim classifica-
dos.

Tensores de posto um: os quais sdo comumente conhecidos como vetores. Para a distincao
entre as diferentes componentes de um vetor é necessario apenas um unico indice. Na
secao 3.2.3.1 mostrou-se que ha dois tipos de vetores: polares (ou vetores “verdadeiros”) e
axiais (ou pseudovetores). Seja

3
A= ZAZ- é;
j=1

um vetor polar. Seja também z; — 7 ({z;}) (i,j = 1,2,3) uma determinada lei de transfor-
macao de coordenadas, a qual possui a transformacéao inversa z; — ;. Coletando-se as
derivadas B!
'
Ljj=-—
J 6xj
em uma matriz (3 x 3) L, como a matriz de rotagio (3.4), entdo as coordenadas de A devem
se transformar de acordo com a lei

3 /
ox;,

aSUA], (1217273)a
j=1 """

3
x,,*XL’; /
=1

onde A] € a i-ésima coordenada de A no referencial transformado. Ja na transformacao
inversa € dada pelos elementos de matrizes L;; = dx;/0z) tais que

3 3
A =5 A=) LAl = o

,,
j=1 j=1 "7

12 .
AL (i=1,2,3).

Posicao, velocidade, aceleracao, forca e campo elétrico sao todos exemplos de vetores pola-
res.

Por outro lado, se B for um vetor axial (um pseudovetor), este ira se transformar como

, 3
B; "= Bl = det (L) Li; By, (i = 1,2,3).
j=1
Se L = R for uma rotacao imprépria, entao det (L) = det (R) = —1. Exemplos de pseudovetores
com significado fisico sdo: velocidade e aceleracdao angulares, momentum angular e campo

magneético.

SNovamente, uma discussio mais aprofundada a respeito de tensores é realizada em Apostila de Fisica-Matematica,
capitulo 6.
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Tensores de posto dois: objetos que necessitam de dois indices para distinguir suas compo-
nentes. Este tipo de tensor surge em todas as areas da fisica, mas somente sera aqui
<>

abordado o tensor de inércia. Se T representa um tensor de posto dois, entdo o conjunto

{T3;} (4,7 =1,2,3) coleta os seus nove componentes. Assim como os vetores, um tensor de
x4
posto dois pode ser um tensor “verdadeiro” ou um pseudotensor. No primeiro caso, se T

€ um tensor, entao suas componentes se transformam conforme

3 3 /
5o Oz O’
Ty " Ty = 37 LuLsTie = 3. 5ota T, (] =1,2,3). (3.21)
1

<
Por outro lado se U for um pseudotensor de posto dois, entdo

, 3
Uij ——Uj; = E det (L) Lir LjoUpy, (i,5 =1,2,3).
k=1

Nota-se que a lei de transformacio para cada posto também foi explicitada. Tensores de posto
mais alto (trés, quatro, etc) sdo possiveis e alguns exemplos existem na fisica, os quais nao
serao discutidos aqui. As leis de transformacao de suas componentes siao as extensdes logicas
dos casos apresentados.

Para demonstrar que o tensor de inércia (3.19) é de fato um tensor (de posto dois) basta
mostrar que suas componentes se transformam de acordo com (3.21) frente a uma rotacao
arbitraria dos eixos coordenados. Para tanto, dada a matriz I, cujos elementos sao dados pelas
coordenadas das particulas do corpo rigido em um sistema Cartesiano S, define-se uma nova
matriz I (# |) cujos elementos sdao dados por

N

I =Y g (r20 — oyt ) (i3 =1,2,3),
k=1

sendo {z;} as coordenadas em um sistema rotado S’ (conforme ilustrado na figura 3.3b). Mas,
se as relagoes entre as coordenadas de S e S’ sdo dadas por (3.4), entdo

3
T; = E Rijx;.
j=1

Com isso, pode-se escrever

3

3 3 3 3
12 12 2 2
Ty = § Lo = § § § Ry R, Tk,mTkn = § Lhom = Tk €
m=1

{=1 m=1n=1 /(=1
———
(3.3a)—=8mn

N 3
/ 2
Iij = § mg rk(sij - § Riijnxk,mxk,n
k=1

m,n=1

Mas, também devido a propriedade (3.3a),”

Portanto,
3 N 3
Il(j = Z leRJTL ka (Tiémn - wk,mmk,n) = Z RiijnImna (322)
m,n=1 k=1 m,n=1

e os elementos da matriz | transformam-se como um tensor de posto dois, o que demonstra que

g
a mesma compoée as componentes do tensor de inércia I.

"De fato, a delta de Kronecker também ¢é um elemento de um tensor de posto dois.
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<~
Se os nove componentes do tensor de posto 2 T forem organizados como os elementos da
matriz T = [T}5] (4,7 = 1,2,3), a lei de transformacao (3.21), pode ser escrita como

j s
Z LipTyeLljy —— Z szTkl (LTL)”

k=1 k=1

sendo L = [L;;] a matriz de transformacao. Ou seja,
T’ = LTL,

<
sendo T’ = [T;j] a matriz que contém os componentes de T no novo referencial. Da mesma forma,
. ~ R . s . < - ~
se for realizada a rotacdo S — S’ por intermédio da matriz de rotagao R, entdo a transformacéao

A d
dos componentes do tensor de inércia I, dada por (3.22), pode ser escrita na forma matricial
como B
I"=RIR.

Uma representacido util e frequentemente empregada do tensor de inércia é na forma de
uma diddica, a qual consiste na justaposicao, ou no produto externo® de dois vetores. Nesta

e
representacao, o tensor I fica escrito
3
E Liéereg+1izeiex+lizeres+---+Ipe3éx+ Iz eses,

sendo os elementos de matriz {I;;} dados por (3.19).
Representado na forma de uma diadica, o tensor de inércia definido em (3.19) pode ser escrito

N

<>

I= ka (r,% 1 —rkrk) (caso discreto), ou (3.23a)

<>

I :/ d3r (r2 1 —rr) p(r) (caso continuo), (3.23b)
v

onde 1= 2., 0ij € €; € a diadica unitaria. Esta notacao tem a vantagem de ser independente do
sistema de coordenadas empregado.

3.4.3.2 O TENSOR DE INERCIA E O VETOR MOMENTUM ANGULAR

Com a representacio do tensor de inércia na forma de uma diadica, fica claro o significado
da notacao vetorial em (3.20c¢); trata-se do produto escalar (ou produto interno) pela direita

o 3 3 3
L=1I -w= le‘jéiéj . Zamég = Z Iing(éiéj)-ég

1,j=1 i,5,0=1

E L]we, o E Iijw; &,

1,5,0=1 5je i,7=1

o qual se reduz a notacao por componentes dada por (3.20a).

<
A notacao diadica ilustra o fato de que o produto escalar de um tensor de posto dois (I) com
um vetor (w) tem como resultado um novo vetor (L).
Nota-se também que

o 3
Iij = éi' 1 'éj = Z Imn (éz * ém) (én * éj)a

m,n=1

<>
ou seja, as componentes de I sao obtidas pelos produtos internos deste pela esquerda e pela
direita por vetores de base.

8Ver Apostila de Fisica-Matematica, secio 6.4.4.
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Por outro lado, a notacdo por componentes mostra que, em
geral, o vetor resultante (L) ndo é colinear ao vetor-pai (w). Por
exemplo, lembrando da expressao (3.14) que relaciona w com a
direcao do eixo de rotacédo, dada por eé,, se o corpo sofre uma
rotacao instantanea em torno de um certo eixo e o referencial S
esta orientado de tal forma que é3 || é,, entdo, pelo menos neste
instante, w = (0,0,w). Porém, se a distribuicao de massa do corpo
for tal que sua matriz de inércia (para S) possuir pelo menos um
produto de inércia, entao, de (3.20a), o momentum angular do
corpo ira possuir pelo menos um componente L; = [;3w3, com
i # 3; em consequéncia, L nao € colinear a w.

Isto fica evidenciado pelo exemplo simples mostrado na figura
3.8. Um corpo rigido é composto por um haltere, formado por
duas massas (m; e mg) conectadas por uma barra rigida com
massa desprezivel. Este corpo sofre uma rotacdo a uma taxa
constante em torno do eixo vertical mostrado na figura, com a
consequente orientacdo da velocidade angular. A figura mostra
também as velocidades instantaneas de cada particula. O ponto
O (origem de S) € um ponto fixo e, por isso, o desenvolvimento
realizado nesta secao pode ser aplicado neste caso.

Assim, usando (3.18a,b),

2 Eixo de rotagcdo
L= kark X vy, sendo v) = w X 7.
k=1 Figura 3.8: Um haltere formado

_ pelas massas mi1 e ma conectadas
Destas expressoes, observa-se claramente que L L ri,v), sendo or um cabo rigido e leve. Nota-

sempre perpendicular ao eixo do haltere e nao colinear a w. se que w mdo estd ao longo do
Observa-se também que a medida que o haltere gira em torno cabo e que L mio é colinear a w.

do eixo de rotacdo, o momentum angular muda de orientacao, i.

e., L # 0, o que implica (de 3.17) que existe um torque sendo continuamente aplicado ao sistema

para manter o seu movimento rotacional.

3.5 ENERGIA CINETICA ROTACIONAL E O MOMENTO DE
INERCIA DO CORPO RIGIDO

A energia cinética total de um sistema de particulas foi definida em (1.5d). Para se deduzir a
expressao da energia cinética total de um corpo rigido que se movimenta com um ponto fixo, é
util realizar primeiro o seguinte exercicio.

Partindo da expressao (3.20a), que relaciona os componentes do momentum angular do corpo
com os componentes do tensor de inércia, multiplica-se ambos os lados por %wi e soma-se sobre
o indice 4, resultando assim

3 1 1 3
Z 5&)1[/1 = 5 Z Iijwiwj = rot-
1=1

ij=1

Uma analise dimensional da quantidade definida acima (T;.¢) mostra que esta tem a dimensao
de energia. Esta quantidade é denominada a energia cinética rotacional do corpo, pois esta

relacionada com a sua inércia rotacional (via ?) e a sua velocidade angular w.

A deducao rigorosa desta expressao pode ser realizada da seguinte maneira. Retornando a
(1.5d), a energia cinética total de um sistema com N particulas (sistema discreto), do ponto de
vista do referencial fixo §’, é

1
T = 516271771;61};3.

Porém, nas condi¢des consideradas neste caso, o vetor v} € dado por (3.18b). Lembrando
agora de toda a discussao realizada nas secoes 3.1 — 3.3, o vetor v}, pode ser considerado de duas
maneiras equivalentes: como o valor instantaneo do vetor velocidade ou como a taxa temporal
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de variacao da posicao da i-ésima particula do sistema. Sendo assim, € possivel escrever

(3.18b)
v = vl vl = v (WX 7).

Empregando a identidade vetorial a- (b X ¢) = b- (¢ X a), resulta para a energia cinética

1
&TETM:?;-L.

N
ka (re X v},)] = lw- lz (re X p)
k=1

Finalmente, de (3.20c) conclui-se que

1 1 1<
Trot = §w - L= 5 =3 Z:: WiWj, (3.244a)

como se havia previsto.

Outras relacdes equivalentes sao obtidas de (3.24a). Retornando a expressao (3.14) para w,
escreve-se

1
Tiot = —Iw?, sendo
2 (3.24b)
<
I=é,1-é,

A quantidade I é denominada o momento de inércia em relacdo ao eixo de rotacdo.
Inserindo a expressao (3.23) em I, escreve-se

uma vez que

Observando a figura 3.9, constata-se claramente que

A2 =1} —(&p-rp)° =17 (1 — cos® )

=rZsen’f) = (&, X rk)Q,

sendo d a distancia perpendicular do eixo de rotacao da k-ésima
particula do corpo. Portanto, pode-se escrever

N
I=> md;. (3.25a)

Repetindo os passos acima, porém agora para uma distribui-
cdo continua de massa, realiza-se primeiro as transformacoées

FigU[CI 3.9: Relagﬁio ?ntT.e 0s veto- my, — dmy = p (r) &P, ka e —dmy, d3rp
Tes €, e T e a distdncia perpen- N—oo
dicular dy.

de onde se obtém
1 3 dr 2_ 1 3 dr
Trot—Q/drp(r)<dt ) _Q/drp(r)(dt
I=épT-é /dgrp " [~ (en -1y, (3.25b)

A expressao (3.24b) para a energia cinética rotacional € a forma comumente encontrada para
esta quantidade nos textos de fisica basica. Da mesma maneira, a expressio (3.25) é a forma
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Tabela 3.1: Momentos de inércia de alguns sélidos de revolugdo. Uma lista mais completa pode ser encontrada
em https://pt.wikipedia.org/wiki/Lista__de_momentos_ de_ inércia.

Anel fino em Cilindro oco Cilindro
R } R
torno de um (ou anel grosso) (ou disco)
eixo central Ry em torno de um maci¢o em torno
eixo central do eixo central
Ry /l I
R V
I= MR? (a) I=tM(R} + R3) (0) = JMR? ()
Eixo Eixo Eixo
Cilindro Barra fina em torno _ Esfera macica
(ou disco) de um eixo central em torno de
macico em torno \ perpendicular a um didmetro
de um diametro | / maior dimensao 2R
l | L central /L
R \ / \ |
I=IMR2 + L ML2? () = LML2 (€) 1= IMR? %
Eixo Eixol Eixo
_ Casca esférica Anel fino em Placa fina em
fina em torno R torno de um torno de um eixo
de um diametro diametro perpendicular
2R | passando pelo
centro
b
N ’ ——a—|f
. 5 5 h 9 5 i
I= 2MR? ® I= IMR? ) = 5M(a?® + b?) @

comumente encontrada nos mesmos textos para o momento de inércia dos corpos rigidos. A
tabela 3.1 apresenta uma breve lista com momentos de inércia de alguns sélidos de revolucao.
Observa-se que os eixos de rotacao nos exemplos ilustrados sempre passam pelo centro de
massa dos corpos e com uma orientacdo tal que a distribuicdo de massa em torno do eixo é
simétrica.

Finalmente, é importante ressaltar que I contém somente parte da informacio contida no

tensor ? Além disso, no movimento mais geral do corpo, o eixo de rotacdo pode variar no tempo;
em consequéncia, o momento de inércia em relacao ao eixo de rotacao nao sera constante. Por
outro lado, se o movimento do corpo rigido envolver pelo menos um ponto fixo, sempre é possivel
encontrar um eixo de rotacao que permanece constante no tempo.

Exercicio 3.2. Considere o péndulo ilustrado na figura 3.10, o qual é composto por uma barra
rigida e leve de extensao b e com as massas m; € my afixadas nos pontos mostrados. Encontre a
frequéncia de pequenas oscilacdes se a oscilacao do péndulo € planar.

Resolugdo. Na figura estao ilustrados os referenciais do espaco (S’) e do corpo (S), os quais
compartilham suas origens que é também o ponto fixo no movimento do sistema. O eixo de
rotacdo esta orientado ao longo de z% = x5 (&5 = é&;3). Entao, a velocidade angular fica

W = W3 é3 = 0(—33
De acordo com (3.19a), a matriz de inércia do corpo € dada por
Lij = my (r36i; — x1im1 ) +ma (r30i; — xa4m05) , (1,5 =1,2,3).

Como zy2 = 253 = 0 (k =1,2), resulta que todos os produtos de inércia sao nulos, bem como o
elemento /;;. Mas,

1
122 = 133 = mlxil + mgl‘;l = (m1 + 4m2> b2.

Ou se€ja,
000
1 2
=1010 <m1—|—4m2>b.
001
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€3
Perpendicular
ao plano

Figura 3.10: Uma barra rigida e leve, que fixa
as massas mi e ma nos pontos ilustrados, oscila
g como um péndulo fisico.

Como o movimento do corpo tem um ponto fixo, entdo o seu momentum angular é dado por
(3.20a),

1 000\ /0 Li=Ly=0
L:Iw:<m1+4m2>b2 010 [0 | = 1 )
001 ws L3: m1+1m2 b-0.

A taxa de variacao de L é dada por (3.17), em termos do torque total atuando sobre o corpo.
Do ponto de vista de S, este torque ¢ N = Zizl ri X (myg). Escrevendo g em termos de S,

g=gcosfée; —gsenbes.

Entao,
r1 X (m1g) =mibé; X (gcosfé; —gsend éy) = —mibgsend és
1 1
ro X (Mag) = §m2bé1 X (gcosfé; —gsenfés) = —§m2bgsen9é3.

Portanto, de (3.17) resulta que I1=0Ly=0e
. 1 o 1
L3={(mi+ ng b0 =—mi+ §m2 bg sen 6
1 .. 1
= (ml + 4m2> bo + (m1 + 2m2> gsenf = 0.

Realizando a aproximacao de oscilacoes de pequena amplitude, obtém-se a equacao de osci-
lador harmoénico )
6+ Q% =0,

cuja frequéncia (angular) de oscilacao é

2~ M tamag
my + %mg b

3.6 O TEOREMA DOS EIXOS PARALELOS

Este importante teorema mostra como a matriz de inércia, calculada a partir de um eixo
de rotacao que passa por um ponto qualquer do corpo rigido, se relaciona a mesma matriz de
inércia obtida em relacdo a um outro eixo que passa pelo centro de massa do corpo e que €
paralelo ao eixo inicial. Este teorema € também conhecido como teorema de Steiner.

Teorema 3.2 (de Steiner ou dos eixos paralelos). O momento de inércia em relacéo a um dado
eixo de rotacao é igual ao momento de inércia relativo a um eixo paralelo passando pelo centro de
massa do corpo, acrescido do momento de inércia em relacdo ao eixo original, calculado como se o
corpo estivesse inteiramente concentrado no centro de massa.
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Figura 3.11: Figura empregada na demonstragio
do teorema de Steiner.

Demonstracdo. Fazendo-se referéncia a figura 3.11, o eixo a € um eixo instantaneo de rotacao,
orientado na direcao e sentido do vetor é,, € que passa pelo ponto O. O centro de massa do
corpo esta no ponto CM, sendo R o vetor posicao em relacao a O. Se m; € a massa da k-€ésima
particula do corpo, entdo r; = R+ r). Denominando I, o momento de inércia do corpo em
relacdo ao eixo a, este é dado por (3.25a),

N N
L= mdd =Y my (&, x )’
k=1 k=1

N
=Y mi(én X R+ &, x 1)’

k=1
0
N N N
= (ka> (én X R+ my (&, X 1})° +2(&, X R) - (e X m),
k=1 k=1 =1
———
M Icm
sendo que o ultimo termo € nulo pelas mesma razao ja discutida em (1.8b).
Portanto,
I, =Icvm+M(é, x R)?. (3.26a)

Comparando os termos do lado direito com (3.25a), constata-se que /¢y nada mais € sendo o
momento de inércia em relacdo ao ponto CM, enquanto que o ultimo termo € simplesmente o
momento de inércia (em relacao ao eixo a) de uma particula com massa M posicionada no centro
de massa. Assim, este resultado prova o teorema de Steiner. O

Pode-se facilmente provar também a generalizacdo do teorema de Steiner para o tensor de
inércia. Substituindo r;, = R + 7, em (3.23a), resulta

] =

< 2y ’ ’
To=Y my|[(R+7)" 1~ (R+7}) (R+})]
k=1

my {(R2 +rZ +2R- 1)) 1-RR- Rr), — R — r;fr;}

M= I

my <rf 1 —r;rgc) + M (R2 1 —RR)

b
Il
—

0 0 0
N o N N
+ 2R - ( k’l"%) 1 R( kr%) — < k’f‘;c)R,
=1 =1 =1
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resultando entao

To=Tou +M (R* T -RR), sendo Toy= ka (72 1 —riri), ou
(3.26b)

N
(IO)ij = (ICM)ij + M (R26Z-j — R1R7> s sendo lCM ka x;)ixgd) .
=1

A quantidade ?CM nada mais € senao o tensor de inércia em relacdo ao centro de massa,
enquanto que o segundo termo € o tensor de inércia em relacdao a O, de uma particula com
massa M localizada no centro de massa. Nesta expressao, o teorema de Steiner assume uma
forma independente do sistema de coordenadas particular adotado.

Exercicio 3.3. Encontre o tensor de inércia do cubo do exercicio 3.1, porém agora em relacao a
um sistema de coordenadas com origem no centro de massa do cubo.

X3 x3

Figura 3.12: O referencial com eixos {X1, X2, X3} pos-
sui origem mo vértice do cubo (ponto @), enquanto
1-— T X9 que o referencial {z1,x2, 23} tem origem no centro de
massa (ponto O).

Resolucgédo. A situacao esta ilustrada na figura 3.12. O vetor a = (b/2,b/2,b/2) localiza o centro
de massa do cubo, o qual € também o seu centro geométrico. Entao, de acordo com (3.26b),

1
(Io)ij = (IQ)ij - M (a25ij - aiaj) = (lQ)ij - ZMb2 (3513 - 1),
sendo lgp a matriz de inércia obtida na solucao do exercicio 3.1. Dai resulta que

2 1 1
(lo)11 = (lo)g = (lo)33 = gMbQ - 5Mb2 — 6Mb2

1 1
(|0)12 - (|0)13 - (|0)21 == *Zsz - ZMb2 (*1) =0.
Portanto,
1 100
lo==-Mb 010
001

Observa-se que em relacio ao centro de massa, a matriz de inércia € diagonal.
Sera apresentado agora um teorema adicional, envolvendo os elementos da matriz de inércia.

Teorema 3.3 (Teorema do eixo perpendicular). Dada uma placa plana de_formato e distribuicGo
de massa arbitrarios, a soma de seus momentos de inércia em relacdo a quaisquer dois eixos
perpendiculares contidos no plano da placa é igual ao momento de inércia em relagéo ao eixo
perpendicular a placa e que parte da interseccao dos eixos no plano.

3.7 DIAGONALIZACAO DO TENSOR DE INERCIA

As componentes do tensor de inércia dependem da origem e da orientacado do referencial
do corpo. Nos exemplos ja apresentados, mostrou-se que uma orientacao generalizada deste
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referencial resulta em uma matriz de inércia que possui tanto momentos quanto produtos de
inércia nao nulos. Uma das consequéncias disto esta no fato de que o momentum angular nao é
paralelo a velocidade angular do corpo.

Caso existisse uma orientacao do referencial no qual a matriz de inércia fosse diagonal (em-
bora com elementos distintos, em geral), entdo tanto o momentum angular quanto a energia
cinética rotacional assumiriam as formas relativamente mais simples

3
1 2
Iij = IZ(S” = Lz = Iiwl' € T'rot = 5 Zflc% . (327)

Felizmente, sempre é possivel realizar-se uma rotacdo dos eixos do referencial S tal que no
novo referencial a matriz | € diagonal. Isto porque é sempre possivel diagonalizar uma matriz real
e simétrica, de acordo com o teorema espectral.’ Este procedimento sera agora apresentado.

Fazendo referéncia a figura 3.3(b), o referencial azul agora representa a orientacao original
de S e o referencial vermelho representa a nova orientacao, em relacao a qual o tensor de inércia
é diagonal. O tensor de inércia é o mesmo objeto matematico, independente do referencial
adotado, mas suas componentes (0os elementos da matriz ) mudam conforme o referencial. Ou

seja,
o 3 3 L
I=Y Ijéé;=> L&,
i,j=1 i=1

sendo {I;;} as componentes do tensor na orientacao original de S (com a base { &1, &3, é3}) e {I;}

as suas componentes no referencial rotado (com a base {él, é’Q, é3}]. Os elementos {Iy, 5, I3} da
matriz de inércia diagonal sdo chamados os momentos principais de inércia, enquanto que

os eixos ao longo dos vetores da base {£,,£,,£;} sdo chamados eixos principais de inércia.
Caso os momentos e eixos principais fossem conhecidos, entao

3
Z éé é —Ikékv (k:172’3)'

57‘,k~,

Mas, do ponto de vista do referencial original,

Tod=3 Ijei(e &)= S I

1,5=1 N— ,j=1
Ekj

sendo &;; a componente do k-€ésimo vetor da nova base ao longo do j-ésimo vetor da base original.
Como ambos os resultados acima sao os mesmos, entao, necessariamente,

3 3 3 3 3
Z i€ & = I1&, = Z I;ijéps e = kafki e; = Z Zfijfkj —Ipéri | €, =0.
i=1 —1 \ j=

i,j=1 i,5=1

A ultima relacao corresponde a um vetor nulo. Portanto, ignorando-se o indice k,

3
> L& =1&, (i=1,2,3).
j=1
O resultado acima corresponde a um sistema de trés equacoes lineares para I, o qual pode
ser escrito na forma matricial como
Ly —1 Ly I &
Ioy Ip—1 Ip3 & =0. (3.284a)
I3y Iz Iz3—1) \&

Para que este sistema tenha uma solucao nao trivial, € necessario que

Ill -1 -[12 Il3
det 121 122 -1 123 =0. (328b)
I3 I3p I35 —1

9Apostila de Fisica-Matematica, secio 4.10.
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Esta condicao resulta em uma equacao cubica para I/, denominada equa¢do caracteristica ou
secular e cujas solucdes corresponderdao aos momentos principais de inércia procurados.

Uma vez encontrados os momentos principais de inércia como as solug¢des de (3.28b), retorna-
se a (3.28a) e insere-se na mesma cada momento por vez. Para cada momento, resulta um
sistema superdeterminado de equacdes que fornece as projecoes do vetor £ do correspondente
eixo principal ao longo dos eixos originais. Cada equacao fornecera entdo duas dessas compo-
nentes em termos de uma terceira, a qual pode finalmente ser determinada pela condicido de
normalizacao de £.

O processo descrito acima nada mais € que o processo usual de determinacao dos autovalores
e autovetores de uma matriz quadrada nao singular. Em geral esses autovalores sao complexos,
mas como a matriz de inércia € real e simétrica, os autovalores sao necessariamente reais e
positivos (porque os momentos de inércia sido sempre positivos).

Exemplo 3.1 (Momentos e eixos principais de inércia de uma placa homogénea). Dada a
placa triangular homogénea com massa M mostrada na figura 3.13(a), a qual mostra também a
orientacao inicial do referencial S, a densidade (constante) da placa pode ser escrita como

2M

p=o06(z), sendo o = —

A quantidade o é a densidade superficial de massa € § (z) € a “funcdo” delta de Dirac.'©

Y Yy

z (a) 243 (b)

Figura 3.13: Tensor de inércia de uma placa triangular homogénea. (a) Referencial S original. (b) Referencial
rotado contendo os eixos principais de inércia.

Entao, os elemento da matriz de inércia ficam

IZ(E

/ p(y* +27) dedydz = o / 0(2) (y* + 2%) dudydz
\%4 14

0
a a—y a a—y
o / dny/ dI/d25(Z)+/ dny/ dz/dz z)z2
0 0 0 0
1

e 1 1
=0 | dyy*(a—vy)=-—oa* = -Mad>.
/0 12 6

Mostra-se que I,y = I, €
1 1
I, = / p (x2 + y2) drdydz = Ig + Iy = 60a4 = gMaQ.
v

Ja os produtos de inércia ficam

a a—1y 4 M 2
Iy = Iy = —/vpa:ydxdydz: —O’/O dyy/o dxm:—% =— 1;

10para propriedades da delta de Dirac, inclusive para integrais multiplas em qualquer sistema de coordenadas, ver
Apostila de Fisica-Matematica, apéndice A.
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I,=1,;= / pxizdrdydz = —0‘/ d rleb/(

Portanto,
2 —10
M 2
I, = 1; 120
0 04

Observa-se que, de acordo com (3.20a), o momentum angular da placa somente sera paralelo a
velocidade angular se w = w2, ou seja, se o eixo de rotacao for z.

Para obter agora os momentos e eixos principais de in€ércia, primeiro aplica-se (3.28b), a qual
resulta na equacao

2-X -1 0 19
det | -1 2-X 0 :0::@—Aﬂ@—Af—1}:QommAszEL
0 0 4-—2\ a
M 2
I =—2
12
A=2+1 1,
— = —
N=4 IQ 4MCL
1
g=§Mﬁ
Portanto,
100
M 2
I = 1; 030
004

mostra os momentos principais de inércia.
Para determinar os eixos principais, retorna-se a (3.28a) e emprega-se cada momento suces-
sivamente:

1. Para I; = L Ma?, sendo A\ = 1:

(Q—Al)gr_gyzo

£1,.=
e (2-A)E =0 6, =02 G, = Gy
(4—-X)& =0
Ou seja,
P S N ‘é‘:l 2 1. N
§1=6:(2+Yy) — 2, =1=& =—F(2+79)
V2
2. Para I, = 1 Ma?, sendo \; = 3,
_52@ - 52,1/ =0 1
_52,:1: - 52,y =0 = 52,;1; == _52,11 - 52 - ﬁ (_ﬁ: + @)
62,z =0
3. Para I3 = :Ma?, sendo \3 =4,
2659: g&y =0 0
—&3,0 — 2834 =0 %&n#()ﬁgs—z
(4_)‘3)§z =0

Os eixos principais, correspondendo a uma rotacdo de S por 45° em torno de z, sdo mostrados
na figura 3.13(b). Nota-se que a escolha de sinais em &, foi feita para que o novo sistema continue
dextrégiro. Observa-se que agora L || w, caso w = w;§;.
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SIMETRIAS E EIXOS PRINCIPAIS DE INERCIA

A identificacdo dos eixos principais de inércia de um corpo rigido ¢é simplificada caso o corpo
possua algum tipo de simetria espacial. Essa simetria pode ser de diversos tipos; neste texto
somente serao consideradas as simetrias planar ou axial.

Definicdo 3.1 (Simetria planar). Seja um corpo com uma distribuicdo de massa p = p(r).
Empregando-se um sistema de coordenadas Cartesianas, diz-se que o corpo possui simetria
planar se existir uma orientacao do sistema tal que

p(z1,22,23) = p(T1, 22, —T3) .
Neste caso, diz-se que o plano (z; — z3) € o plano de simetria do corpo.
Para um corpo que possui simetria planar, vale o seguinte lema.

Lema 3.1 (Plano de simetria). Se um corpo rigido possui um plano de simetria que contém a
origem do referencial do corpo, entdo um eixo principal de inércia é perpendicular a esse plano.

A outra simetria importante refere-se a uma simetria axial.

Definicdo 3.2 (Simetria axial). Seja um corpo com uma distribuicdo de massa p = p(r).
Empregando-se um sistema de coordenadas cilindricas {r, ¢, 2}, diz-se que o corpo possui si-
metria axial se existir uma orientacdo do sistema tal que

p(r,¢,z) =p(r,2).
Neste caso, diz-se que o eixo z € o eixo de simetria do corpo.
Para corpos com simetria axial, vale o seguinte lema.

Lema 3.2 (Eixo de simetria). Se um corpo rigido possui um eixo de simetria passando pela
origem do referencial do corpo, entéo este eixo é um eixo principal de inércia. Quaisquer dois eixos
mutuamente ortogonais contidos no plano perpendicular ao eixo de simetria sGo também eixos
principais de inércia e os momentos de inércia correspondentes sdo iguais entre si.

O exemplo a seguir aplica os lemas acima.

Exemplo 3.2 (Momentos e eixos principais de inércia de um cubo homogéneo). Fazendo
referéncia novamente ao cubo abordado no exercicio 3.1, verifica-se que o mesmo possui mais
de um plano de simetria, para os quais valem o lema 3.1. Os planos determinados pelos pontos
OABC ou ODBE, vistos na figura 3.14, sao dois desses planos de simetria. Assim um eixo
perpendicular a qualquer um desses planos sera um eixo principal de inércia do cubo.

2y
A E
[N -
)N A
1 S .
1 Ve /l
) ~ rl
: N B .t
T v .
1 s - . . .
' A o Figura 3.14: Planos de simetria de um cubo ho-
1 ’ e
S e mogéneo em relagdo a um referencial cuja ori-
P ;
:‘.' L, gem estd mo vértice e com eixos ao longo das
1
4 i
e arestas.
’ ! .
S .
. e
P g.’ ___________________  ———
. N Y
I’ f” O \\'l
. s
,’:’f N
D /:" .
N
C

Para obter formulas genéricas que fornecerdo os momentos e eixos principais de inércia,
parte-se da matriz obtida no exercicio 3.1 para obter a equacao caracteristica a partir de (3.28b).
Entao, sendo A\ = I/Mb?,

23—\ —1l/a —1/s
det | —1/4 2/3— X —1/4 | =0.
—1/s  —1/4 2/3— )\
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O valor de um determinante nao € alterado pela adicdao (ou subtracado) de quaisquer pares de
linhas (ou colunas) da matriz. Entao, subtraindo a primeira linha da segunda, resulta

~1 0 |=o

2/3 — A —1/a —1/4
) det 1
—1/a —1/42/3 — )

23—\ —=la =14 1
det | —11/124+ A1l/12— X 0 =0= (12—/\
—1/4 —1/a 2/3— X
sendo que este ultimo resultado € outra propriedade de determinantes. Calculando este deter-
minante agora, resulta

() GG -GG -]

Portanto, os momentos principais de inércia sao:

11 1
hzb:EMﬁ hngw

Para a obtencao dos eixos principais, retorna-se a (3.28a), escrevendo esta como o sistema

(%3 =X & — (Y1) & — (Y1) &3 =0
— (/)& + (=N & — (Y1) =0
— (Y1) & — (Y1) &+ (¥ =) & =0,

sendo que uma destas equacoes sempre pode ser obtida a partir de alguma combinacao das
outras duas. Substituindo primeiro o momento /3 nas duas primeiras equacées do sistema,
resultam

(12) €31 — (Y/4) E32 — (Ya) €33 =0 . 2631 —&32—&3=0
—(Y4) &1+ (Y2) €32 — (Y1) &33 =10 —&3.1+ 2832 — €33 =0.

Subtraindo agora as duas equacodes, resulta &3 1 = £3 2. Substituindo este resultado na primeira,
resulta finalmente
&l=1 1. . ;
§31=8&2=E33 L>€3 = 7 (é1+ éx+ é3).
Substituindo agora I; = I, nas equacgoes originais, resulta em qualquer uma &; + & + &5 =0,
onde agora & = & ,; ou {2;. Ou seja, pode-se escrever £ = {; &1 + €2 — (& +§2) é3. Usando a
condicao de normalizacao,

g =1=g+8+@+er =1

Este resultado mostra que ainda ha um parametro livre (£; ou &), cujo valor ira determinar
a orientacdao de um dos eixos principais restantes. Escolhendo-se arbitrariamente &1 = &0,
resulta entao

~ 1 R . R
52:7(614* 627263).

V6

O vetor de base restante (5 1) sera finalmente obtido pela regra dextrogira

. . . 1 . .
§1 =& X &= ﬁ(el* és).
Na figura 3.14, observa-se que £, é perpendicular ao plano de simetria formado por OABC,

enquanto que &, e &; estdao contidos neste plano. Uma outra escolha de parametros resulta
em um novo conjunto de eixos principais, sendo um destes perpendicular ao plano de simetria
ODBE.
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3.8 A LAGRANGIANA DE UM CORPO RIGIDO

Sera agora construida a Lagrangiana de um corpo rigido a partir das defini¢cées e proprieda-
des anteriormente apresentadas. A descricdo da evolucao dinamica do corpo rigido, como um
sistema de muitas particulas, ira levar agora em consideracao tanto a rotacao instantanea em
torno de um determinado eixo quanto a translacao do objeto como um todo.

Neste caso, o numero total de graus de liberdade do corpo aumenta para 06 (seis), trés
destes correspondentes a rotacao do corpo em torno de um eixo instantaneo e os outros trés
correspondentes a translacido do centro de massa do sistema. Isto € garantido pelo teorema de
Chasles, o qual é apresentado sem demonstracao.!!

Teorema 3.4 (Chasles). O deslocamento mais geral possivel de um corpo rigido pode ser realizado
por uma translacéao ao longo de uma dada direcao, seguida (ou precedida) por uma rotagéo em
torno desta direcao.

Para a descricdo da dinamica do corpo, sera escolhido o formalismo Lagrangiano como o
preferencial. Em seguida, sera feita entdo a deducao da Lagrangiana “genérica” de um corpo
rigido, levando em conta tanto a rotacdo quanto a translacao deste.

Neste ponto € necessario enfatizar novamente que as equacdes de Euler-Lagrange, da mesma
forma que as Leis de Newton, descrevem corretamente a evolucao dinamica do sistema somente
se as quantidades forem medidas com relacdo a referenciais inerciais. Por esta razdo, um cui-
dado especial deve ser tomada para cada termo da Lagrangiana.

3.8.1 A ENERGIA CINETICA

Para a derivacao da energia cinética total (translacional e rotacional) de um corpo rigido, €
necessario retomar a discussado envolvendo os referenciais S’ (inercial ou fixo) e S (corpo). A
figura 3.15 ilustra o corpo rigido, os referenciais S’ e S e o centro de massa (CM) do corpo.
[lustra-se também o eixo instantaneo de rotacao (curva tracejada), cuja direcao e sentido sao
determinados pelo vetor unitario 7.

n
g 1
/ /
AI3 /M T .
1 s
(Y R
/
S ro x CM
/
T
R/
-

/ /

O xt
/
L1

Figura 3.15: Representagio de um corpo rigido com os referenciais S’ (fixo) e S (corpo). Ilustram-se também
a posigdo do centro de massa (CM) do corpo e o eixo instantdneo de rotagio (7)) sobre O.

11Demonstrag:c‘)es sao fornecidas por (CORBEN; STEHLE, 1960) ou por Kumar (2018).
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Sendo 7}, a posicdo instantanea da k-ésima particula do sistema, a sua energia cinética total,
medida a partir do referencial fixo S’ é

1 i 1
=5 2 i =5 0 maf

onde v = dr} /dt. Na figura 3.15, observam-se as seguintes identidades vetoriais:

=70+ Tk 7). : posicao da k-ésima particula em relacao a S'.
R =ro+R T}, : posicdo da k-ésima particula em relagdo a S.
MR = Z myr, ro : posicdo da origem de S em relacéao a S’.
- ’ R’ : posicao do centro de massa em relacdo a S’ .
MR = Z AT R : posicao do centro de massa em relacao a S.
k M : massa total do sistema.

Derivando r) e R’ em relacdo ao tempo,
/ 3 ! s
’Uk:'l)o|s,+7'k|s, \% :vO|S/+RS/’

sendo ressaltado que as derivadas sao realizadas em relacdo a S’. Substituindo as taxa tem-
porais 7, e R conforme medidas em relacao ao referencial S, o qual é nao inercial, torna-se
novamente necessario o emprego da identidade (3.13), de acordo com a discussao realizada na
secao 3.2.3. Por consequéncia, estas quantidades siao dadas por

Tr|lg = w X T, R| =wxR.
S/
Desta maneira, a energia total do corpo rigido pode ser escrita

1
T = izk:mk (’UoJri“k)Q

1 1 .
= §kav%+52mkri+2mkvo-(c¢ X Tg),
k k k

1 1 .
T= §Mv20+§;mkr,%+M'uo -(w X R).
O segundo termo na expressao acima pode ser manipulado, lembrando da relacao (3.20c) entre
o momentum angular e o tensor de inércia do corpo rigido:

kark—ka’rk Tk—zmkmg w><rk =w:- <ka rerk>:w-L:w-?-w.

Ou seja, como ja havia sido obtido anteriormente, este termo € justamente a energia cinética
rotacional sobre o ponto O.

Portanto, )
T =-Mv} +

1 o
5 —w- Ip-w+ Mvo-(wXR), (3.29a)

2

e
onde I, enfatiza que o tensor de inércia é obtido em relacao ao ponto O.
Uma expressao mais conveniente para a energia cinética é obtida introduzindo a posicdo e
velocidade do centro de massa do corpo através das identidades

ro=R — R vo=V' —-R=V'—wxR.
Substituindo as mesmas em (3.29a) resulta

T:%M(V’fwa)QJr%w-?o w+M(V —wxR)-(wxR),
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1., 1 @ 1 >
T= MV?+ jw Io-w— M (wx R)”. (3.29b)

Se agora a origem do referencial do corpo for posicionada sobre o seu centro de massa
(O =CM), observa-se que R = 0 e, neste caso, a energia cinética toma a sua expressao mais
simples

1 n 1 @
T = §MV + iw- Icy w, (3.29¢)

onde agora ?CM salienta que o tensor de in€ércia € obtido em relacao ao centro de massa.

O resultado (3.29c) mostra que quando a origem do referencial do corpo situa-se sobre o
centro de massa do mesmo, a energia cinética total € dividida em um termo translacional, que
leva em conta o movimento do centro de massa em relagao a S’, mais um termo rotacional, que
leva em conta a rotacao instantanea do corpo sobre o eixo 7, o qual passa pelo centro de massa.
Este resultado € um caso particular da expressao (1.9), especifica para um corpo rigido.

Cada uma das expressodes (3.29a-c) pode ser empregada, dependendo do corpo, das forcas
externas aplicadas, bem como dos vinculos impostos ao mesmo.

3.8.2 A ENERGIA POTENCIAL

De acordo com o resultado (1.14), a energia potencial total de um sistema de particulas pode
ser escrito como

U({re} {7}) = U ({ri} {}) + DU (i) = UCD 4 U0,

k.

k<t
onde U(***) ¢ a energia potencial externa, devida ao movimento das particulas do sistema em
um campo de forcas externas ao mesmo, e U™ é a energia potencial interna, i. e., devida as
interacoes entre as particulas do sistema. Como em um corpo rigido as posicoes relativas das
particulas sao sempre constantes por hipotese, a energia potencial interna também permanece
constante durante a evolucao dinamica do corpo e €, por conseguinte, usualmente ignorada na
construgao da Lagrangiana.

Assim, somente a energia potencial U(®**), devida as forcas externas potenciais, que sdo

computadas nas equacoes de Euler-Lagrange de um corpo rigido. Para esta, é usualmente
assumido ser possivel expressa-la como a soma de dois termos:

U = Ucn (R') + Urot (R) (3.30a)

sendo Ucy (R') a parte que depende da posicao do centro de massa do corpo e U (R) a parte
que depende da orientacdo instantanea do mesmo (determinada pela matriz de rotacdo R) em
relacdo ao campo de forcas externas.

Uma situacgiao bastante comum onde somente o termo Ucy (R’ ) existe ocorre quando se de-
seja descrever o movimento de um corpo rigido devido ao seu peso. Neste caso ¢ facil verificar
que a expressao (3.30a) realmente fornece a energia potencial total do corpo. De acordo com a
figura 3.15, se o eixo z} esta orientado verticalmente e se € tomado U, (z4 = 0) =0,

Ug =Y migj s = (Z mkx;“g) g = U, = Ucm (R}) = MgR}, (3.30b)
k k
Ou seja, a energia potencial gravitacional do corpo rigido € idéntica ao potencial de uma particula
com a massa total do corpo, situada na posicdo do seu centro de massa.

Em certas situacoes, além dos termos de energias cinética e potencial discutidos nesta secao,
pode ser também necessario incluir na Lagrangiana do corpo rigido termos adicionais. Esses
termos podem se referir, por exemplo, as acdes de forcas generalizadas dissipativas e/ou mo-
trizes que também atuam sobre o corpo. Isto pode ser imprescindivel se o corpo rigido estiver
se deslocando no interior de um fluido viscoso, por exemplo, em cuja situacao surgirdo diversas
forcas relacionadas com a geometria do corpo e seu movimento de rotacdo. Nestes casos, as
equacdes de Euler-Lagrange devem ser modificadas conforme a discussao realizada na secao
1.7.2.

Usualmente, a construcao da Lagrangiana de um corpo rigido deve levar em conta também os
vinculos impostos sobre o mesmo. A natureza desses vinculos depende do problema em estudo,
mas existe um tipo de vinculo muito comum que ocorre quando o movimento do corpo envolve
o contato com uma superficie. Este vinculo sera discutido agora.

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 04/2014 Impresso: 11 DE MAIO DE 2024



| 125

caprituLo 3. A Dindmica dos Corpos Rigidos

3.8.3 A CONDICAO DE ROLAMENTO
Sempre que um corpo rigido se desloca em contato com alguma superficie (também rigida), o
rolamento do corpo pode ocorrer devido as forcas de atrito entre os objetos. Esta situacao esta

ilustrada na figura 3.16.
Superficie de

contato
x>
R C
/
s 1’ T rC
/ 1
A $3 ”O
/’ /
Tc ToMC
(L%
1
S To X CM
R/
-
! /
O T

o

Figura 3.16: Representacio de um corpo rigido que se desloca em contato com uma superficie. O ponto C estd

instantaneamente em repouso em relacio & superficie e ao referencial fixo S’.

A dinamica de um corpo rigido que esta em contato com uma superficie 4spera sera discutida

a partir das seguintes suposicoes:
1. Nao ocorrem deformacdes nem do corpo nem da superficie, mesmo que existam forcas de

contato.
2. A superficie de contato esta em repouso em relacao ao referencial inercial S’.

3. Existe pelo menos um ponto do corpo rigido que esta sempre em contato com a superficie.

4. No ponto de contato (C) ocorre a condi¢ao de rolamento sem deslizamento, isto €, o ponto C
esta instantaneamente em repouso sobre a superficie e, portanto, também em relacio a S’.
A razao fisica para o rolamento esta na forca de atrito estatico entre o corpo e a superficie.

Com base nas condicdes acima impostas e na inspecido das quantidades definidas na figura
3.16, a seguinte relacao pode ser estabelecida,

’I”/C =7ro+7rc= R + TCM,C-

A taxa de variagdo temporal de r(,, medida a partir de 5’, fica entao

./ . ! 5
Tc =Vo +Tc = % + rcoMm,o-

Substituindo as expressoes para ¢ € Tcwm,c que resultam a partir da aplicacao do operador
(8.13), i. e, r1¢ = w X r¢ € Tom,c = w X TeMm,c, sendo que esta ultima se deve ao fato de que o

ponto C esta em repouso também em relacao a CM e da unicidade da velocidade angular (secéao

3.2.3.2), resulta
’I’/C =vo+wXTrg= V' +wx TCM,C-
11 DE MAIO DE 2024
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Porém, como o ponto C esta em repouso em relacdo a S’, impoe-se 7 = 0, resultando entao
duas condic¢des equivalentes

vo+w X rec =0, ou V/—‘er’l"CM}C:O. (3.31)

Em certos casos simples, a condicdo de rolamento (3.31) resulta em um vinculo holénomo.
Este € o caso, por exemplo, do cilindro rolando sobre um plano inclinado, abordado no exercicio
1.4. Porém, geralmente a condicao de rolamento resulta em um vinculo nao holéonomo. Feliz-
mente, os vinculos sao lineares nas velocidades, o que permite o uso do método desenvolvido na
secao 1.8.4.

Serao apresentados agora alguns exemplos de aplicacao do formalismo desenvolvido nesta
secao.

Exemplo 3.3 (O “i6-i6”). Uma corda é presa ao teto e enrolada em torno de um cilindro homo-
géneo de raio R e massa M. No instante t = 0 o cilindro € liberado e passa a cair sob a acao
da forca da gravidade e da tensdo da corda, a qual provoca a rotacido do disco do cilindro. Esta
situacao esta representada na figura 3.17.

T

S Figura 3.17: Uma corda presa ao teto e enrolada em
C 0 " == = g == - t0TNO do cilindro cria uma forga de tensdo que pro-
voca a Totacdo do disco do cilindro & medida que o
(I) mesmo cai sob a ac¢do da gravidade.
b
y
g

A resolucio da dinamica deste corpo inicia pelo calculo da sua matriz de inércia. O referencial
de corpo mais adequado para este sistema esta representado na figura 3.17. O referencial S tem
sua origem no centro geométrico do cilindro (o centro de massa), com o eixo z orientado ao longo
do eixo do cilindro. Neste caso, z € um eixo de simetria e, de acordo com o Lema 3.2, o eixo
z € um dos eixos principais de inércia. Além disso, os eixos z € y também sao eixos principais
e os seus momentos de inércia sido os mesmos. Portanto, a matriz de inércia em relacdo a S é
diagonal e para o calculo de seus momentos principais € conveniente o emprego de um sistema
de coordenadas cilindrico (r, ¢, z). Neste caso, assumindo que a espessura do cilindro é h (< R),
sua densidade é p = M/7R?h, e de (3.19b) resulta

21 h/2 1 h2 1
I, =1, —/d3 (y +z p=p / drr/ d¢>/ r sen ¢+z):M(R2—|—>wMR2
h/2 4 3 4

27 h/2
I—/d3 :c+y —p/ drr/ d(b/ dzr? fMRQ
h/2

sendo que o valor aproximado para I, é adotado porque h < R. Portanto, a matriz de inércia é

1 100
l=-MR?>(010
002

Para a construcao da Lagrangiana deste sistema, parte-se da expressao (3.29c) para a sua
energia cinética total. Para a determinacédo da parte rotacional, observa-se que enquanto o i6-i6
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esta caindo, o eixo de rotacdo do disco esta sempre na direcao e sentido &, = —2 (com 2’ = 2);
ou seja, w = —¢z. Portanto,

> 3 . 3 . 1 .
w- I w= Z Ljwiw; = ¢° Z 1ij6i30j3 = 1.¢* = Tror = §Iz¢2-

ij=1 ij=1

Além disso, a velocidade do centro de massa do disco é V' = ¢/y’. Assim, a energia cinética
total do sistema €
1 1.
T=_-My?+-1,¢°
5 My~ + Lo
Ja para a energia potencial, esta sera somente a energia potencial gravitacional, que pode ser

escrita como
U=-Mgy'.

Contudo, existe um vinculo holénomo entre y’ e ¢. Este vinculo pode ser construido de duas
maneiras equivalentes. Primeiro, como a corda esta sempre em repouso em relacao a S’, entao
o ponto C ilustrado na figura 3.17 também estd momentaneamente em repouso, o que permite
o emprego da condicao de rolamento (3.31), a qual fornece

V’+werM,C=0:y’g’+(—¢z) X (—R&) =Y\ “Ry=0=y — Rp=0,

sendo que a ultima expressao foi obtida apds uma integracdo. A segunda deducao parte do fato
de que quando o disco gira por um angulo A¢, a extensao do arco compreendido na sua borda
é simplesmente a distancia percorrida durante a sua queda; ou seja, RA¢ = Ay’, o que leva a
mesma expressao para o vinculo.

Assim, a Lagrangiana do sistema pode ser escrita como

1 L\ . 3
Ly} =5 (M + R2) y? + Mgy = ZMy’Q + Mgy'.

A equacao de Euler-Lagrange e a equacido de movimento sio:

oL doL 3 2

— ———=0= Mg—-My§ =0=74 = —g.

oy dt oy 97 vy =39

Ou seja, o centro de massa do disco cai com 2/3 da aceleracao da gravidade.
Usando o vinculo, resulta que

¢_3R'

De acordo com (3.20c), o vetor momentum angular do disco é

<~ . 3 . 3 .
L=l -w=—6) Ijé(éés)=—0) l.éi=-Lo2
i=1

ij=1

Portanto, de acordo com (3.17), uma vez que o torque sobre o disco é provocado pela forca de
tensao da corda,
N® =royeo x T =—RT& x § = —RT2.

Entao, a tensao da corda resulta

% =N© — I3 =-RT2=T= %Mg.

Exemplo 3.4 (O péndulo fisico). Um péndulo fisico € um corpo rigido que oscila devido ao seu
proprio peso em torno de um eixo horizontal que nao passa pelo centro de massa do corpo, como
ilustrado na figura 3.18.

A Lagrangiana deste problema € construida da seguinte maneira. Colocando-se a origem do
referencial do corpo em O e orientando o eixo z, por exemplo, ao longo da reta OCM, o mesmo
ponto O é a origem do referencial fixo e o eixo 2’ esta orientado ao longo da reta vertical. Neste
caso, a energia cinética do corpo € dada por (3.29a),

T= 1w T
_iwo -w)
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Figura 3.18: Um péndulo fisico. O corpo rigido oscila
em torno de um eixo que passa por O devido & forca
gravitacional que atua sobre o seu centro de massa.

uma vez que vp = 0; ou seja, a energia cinética € puramente rotacional, como esperado de um
corpo rigido que gira com um ponto fixo. Se os referenciais forem orientados de tal forma que
é,=&=4a,entiow =0z e

1 .
T = =16
2

Portanto, basta conhecer um componente do tensor de inércia do corpo.
A energia potencial gravitacional pode ser escrita, de acordo com (3.30b), como

Uy = —MgZ'.

Mas existe um vinculo evidente:
7' = Lcos®.

Portanto, a Lagrangiana do péndulo fisico € simplesmente
. 1. .
L {9, 9} = §Im92 + MgL cos¥,

a qual € muito semelhante a Lagrangiana de um péndulo plano (exemplo 1.14).
A equacao de Euler-Lagrange e a equacao de movimento ficam entao

oL d oL . Mg
%_ﬁﬁ—o:e“r Imr Sene—o.
A frequéncia angular para oscilacoes de pequena amplitude €, portanto,
MgL
0?2 = .

Exemplo 3.5 (Péndulo duplo semifisico). Um corpo rigido é preso em um ponto de sua super-
ficie a uma barra fina, leve e rigida, de tal forma que o corpo pode oscilar em torno deste ponto
como um péndulo. A outra extremidade da barra é entido presa a um ponto fixo, de tal forma
que a mesma também pode oscilar como um péndulo. Esta situacdo esta ilustrada na figura
3.19.

Na figura estao representados o referencial do corpo (eixos = e y) e o referencial fixo (eixos
2’ e y'). Por conveniéncia, € assumido que o vetor R esta no plano z — y, i. e., R = (Z,7), € as
oscilacdes ocorrem sempre nos planos ilustrados; ou seja, w = bz.
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Figura 3.19: Um péndulo duplo semifisico. O
corpo rigido oscila em torno de um eiro que
o conecta a uma barra leve e rigida. A ou-
tra ertremidade da barra é conectada a um
ponto fixo e também pode oscilar como um
péndulo.

De acordo com os referenciais adotados, a expressao mais conveniente para a energia cinética
total do corpo é (3.29b),

1 1« 1
T:iMV’2+§w- Iow—M(wx R),

sendo V' = (X 1y’ ) a velocidade do centro de massa.

Para a determinacao dos vinculos, observa-se na figura que

Entao,

{:i" = oS O — sen ¢y {ﬁ: = cos ¢z’ + sen ¢g’
-

4’ = sen ¢z + cos ¢y i = —sen ¢’ + cos ¢y’

R=z&+yy = (Tcosp—ijsend) &’ + (Tsen¢ + ycos )y’ = R [cos (o + @) &' + sen (a + ¢) Y] .

Dado também

ro =252 +yoy = Lcosz + (sen by,

observa-se que

R =rp+R=({cosf+Tcosp— gseng) &’ + ({senf + Tseng + ycosd) .

Portanto,
X' =/{cosf+ Rcos (¢ + ) X' = —fsenff — Rsen (¢ + ) ¢
Y’ ={senf + Rsen (¢ + ) Y’ =lcos00 + Rcos (¢ + a) ,
V"% = X% +Y? = 1?6% + R?¢* + 2(R cos 0 —¢—a) 6¢.
Finalmente, ' ) )
w X R=9¢2 X (& + 59) = ¢ (zy — j&) = (w X R)* = R%¢?,
e

A .
w- I w=1¢?

onde I = (Ip),,.
Portanto,

T = %M {£2é2+ 267 + 20 [z cos (0 — ¢) + gsen (6 — ¢)] éq’b} + %MQ 1 ?,

T= %Mez(f + %%2 + MR cos (0 — ¢ — a) 0.

Ja para a energia potencial, a expressao (3.30b) resulta em

Uy=-MgX = Ug:—Mg[écosﬁ—l—Rcos((b—i—a)].‘
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Portanto, a Lagrangiana do sistema ¢é

. 1 . ..
L= %M@QQQ + §I¢2 + M{lRcos (0 — ¢ —a)f¢p + Mg[lcos + Rcos (¢ + )],

e as equacgoes de movimento ficam

oL d oL
90 dt 9g
oL d oL _
06 dtoy

00+ Rcos (0 — ¢ —a)d+ Rsen (0 — ¢ — ) ¢> + gsen = 0
I+ MURcos (0 — ¢ —a)f — MIRsen (6 — ¢ — a) 6> + MgRsen (¢ + a) = 0.

Estas equacoes se assemelham as equac¢oes de movimento do péndulo duplo (1.43).
Dentre os casos particulares, ressaltam-se:

1. Condicao de equilibrio: 6 = ¢ = 0, resultando em

0o =0, ¢o=—a.

2. Caso / = a = 0, resultando em
I(ig—i-MgRsengb =0,

a qual é a equacao de movimento de um péndulo fisico.

3.9 Os ANGULOS DE EULER

Ao longo da secao 3.1 discutiu-se longamente a respeito da matriz de rotacao que relaciona
as observacoes feitas em um determinado instante de tempo entre o referencial do corpo S e o
referencial inercial S”. Dentre as propriedades desta matriz, destacou-se que existem somente
trés parametros (trés angulos) livres que determinam todos os seus elementos. Embora existam
infinitas maneiras de se definir esses angulos, uma construcdo que é com frequéncia empregada
no tratamento da dinamica de corpos rigidos sao os angulos de Euler, os quais serdo agora
discutidos.

Os angulos de Euler sdo definidos a partir de uma rotacédo genérica do sistema de coorde-
nadas que parte de uma orientacao inicial (correspondente ao referencial S”) e resulta em uma
orientacao final (o referencial S), envolvendo um referencial intermediario. Essa transformacao
serd, portanto, construida em trés etapas, as quais estao ilustradas na figura 3.20.

Partindo de um sistema de coordenadas inicial, o qual corresponde ao referencial S’ da figura
3.20(a), as rotacoes envolvidas sdo as seguintes.

1. ROTACAO EM TORNO DO EIXO z;. Empregando a notagiao matricial introduzida na
secdo 3.1.1, dados os vetores de base de S”: { &/, e;, &5} e as coordenadas {z/, z, 2%}, a primeira
rotagdo ira promover a transformacao S’ — S”, a qual consiste na rotacdo por um angulo ¢, no
sentido anti-horario, em torno do eixo z%. Ou seja, de (3.4a),

=R,€, ' = Ryr,
onde { &7, &3, é5} sao os vetores da base de S” e {z{,24,24} suas coordenadas. A matriz R; é
dada por (3.9),
cos¢ sen¢0
Ry=| —sen¢cosop0|, (0< ¢ <2m).
0 0 1

Esta rotacao esta representada na figura 3.20(a).
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Linha nodal

X = " ©

(b)

Figura 3.20: Os dngulos de Euler, empregados para implementar uma rotagio do referencial S’ ao referencial
S. (a) Primeira Totacdo: sentido anti-hordrio por wm dngulo ¢ em torno do eixo z5. (b) Segunda rotagdo:
sentido anti-hordrio por um dngulo 6 em torno do eixo z7. (c) Terceira rotacio: sentido anti-hordrio por um
dngulo ¥ em torno de x5’ = z3. Observam-se também as velocidades angulares we, W € Wy .

2. ROTAGCAO EM TORNO DO EIXO z/. Realiza-se agora a transformacao S” — S" por
intermédio de uma rotacao, no sentido anti-horario, por um angulo § em torno do eixo z}. Ou
seja, de (3.4a) e (3.9),

é/// _ Rgé//, ¢ — Rgr”, sendo
1 O 0
Rog=|(0 cosf senf |, (0<6<m),

0 —senf cosf

onde { &', &', &5’} sdo os vetores da base de 5" e {z’, 24,24’} suas coordenadas. Esta rotacao

esta representada na figura 3.20(b).

3. ROTACAO EM TORNO DO EIXO z!’. Por fim, realiza-se a transformacao S/ — S,

3+
implementada por uma rotagao, no sentido anti-horario, por um angulo ¢ em torno do eixo zf’.

De (3.44a) e (3.9), resulta entao

é=Rye", r=Ryr”, sendo
cosy senw 0
Ry=|—sentpcosyp0], (0<v <2m),
0 0 1

onde {él, éo, ég} sdo os vetores da base de S e {1, z2, 23} suas coordenadas. Esta rotacao esta
representada na figura 3.20(c).

Nas figuras 3.20(b) e (c) observa-se também a linha nodal, ou linha dos nodos, a qual corres-
ponde a uma reta comum aos planos x} — z} € x; — xa.

A construcao dos angulos de Euler pode ser interpretada como uma rotacao genérica na qual
um dos angulos (¢) pertence ao referencial inercial (S’), outro angulo (¢) pertence ao referencial
do corpo (5), enquanto que o terceiro angulo (¢) varia entre ambos os referenciais.

A transformacéao completa S’ — S € realizada, portanto, por

é= REuleréla r= REulerr/y (332&)

sendo que

REuler = RyRoRg.
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Os elementos da matriz Rgye, Sao:

R11 = cos1 cos ¢ — cos 6 sen ¢ sen ) Ro1 = —sen ) cos ¢ — cos 6 sen ¢ cos )
Ry5 = costsen ¢ + cos 6 cos ¢ sen i Ryy = —sentpsen ¢ + cos 6 cos ¢ cos i
Ri3 =senvysenf Ro3 = costpsenf
13 (0 23 () (3.32b)
R31 = senfsen ¢
R3o = —senf cos ¢
R33 = cos@.
A transformacao inversa S — S’ é dada entao por
&' = Rpwler®, I = Rpuer, sendo REuter = §¢§9§¢. (3.32¢)

Exercicio 3.4. (a) Dados os angulos de Euler definidos acima, encontre a nova orientacao do
sistema de coordenadas apds serem realizadas as rotagoées ¢ = 0, § = 45° e ¥ = 90°.
(b) Encontre a nova orientacao invertendo as rotacoes, i. e., 8 <> 1.

Resolugédo. (a) Neste caso, Ry =13 e

1 0 0 010
Ro=[0 Yvz Y3 |, Ry=[—-100
0-1/vz1/va 001

Entao, os novos vetores de base sao:

/

é = R,Ryé,
e 1 0 0 e 010 e 1/vze, +1/vaes
ey | =Ry [0 Yvz I/va| | & | =[-100] | 1/vaes+1/vaes | = —é)
és 0-1/val/vz) \ &; 001) \-1/vae,+1/vzey —1/vzen +1/vz e,
Ou se€ja,
A~ _ 1 ~/ ~! A ~/ ~ 1 ~/ Al
e 5(624-63), ey = — ey, es ﬁ( ey + 63)

X1
X /
3‘\ S’ ,/
N /I X9
\
S AN / e
\ 4 /’
4 ’
\\ ,/ /’
\\ / et Figura 3.21: Referencial inicial (S’) e refe-
\ Fa rencial final (S) apds realizadas as rotacdes
N //' ot pelos dngulos de Euler 8 = 45° e ¢ = 90°.
\ s
N /,”/ ,

x|

(b) Invertendo a ordem das rotacodes, resulta

é 0 10\ /&) 1 0 0 ey e,
x| =Rg|-100| (&) =0 Yvz vz |-¢&|=|-Yvzel+1vze,
és 001/ \é; 0-1/vz1/vz e, 1vael +1/vae;

A nova orientacao € bastante distinta da rotacao anterior.
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3.9.1 VELOCIDADE ANGULAR EM TERMOS DOS ANGULOS DE EU-
LER

Uma quantidade adicional, cuja deducao se faz necessaria, € a expressao do vetor velocidade
angular em termos dos angulos de Euler. Esta quantidade € necessaria quando a Lagrangiana
do corpo é construida empregando-se os angulos de Euler.

Conforme foi definido em (3.14), a direcao e o sentido de w sdo determinados pela orientacéo
do eixo de rotacao instantanea (vetor e,) do corpo. Na construcao dos angulos de Euler, essa
rotacao instantanea é composta por trés rotacdes simultaneas, como ilustrado na figura 3.20.
Isto implica que a velocidade angular total € a resultante da combinacao de trés vetores, wg, we
e wy, definidos de tal forma que:

w, : taxa de variagdo temporal de ¢ em torno de z},

wy : taxa de variacdo temporal de ¢ em torno de z7,

wy, : taxa de variacao temporal de ¢ em torno de z7'.

Portanto,
- T N
wyg = ¢ ey, wg=10é, wy =1Pes.
Mas,
3
Al Al ~l ~l A~ A~
=R,6 = é] = E (Rg)y; €5 =cosgpé) +sengé,
=1
3
e" = Rpe” ey = Z (Ro)s; e = —senf ey + cosb ey
" / = =1
~ A j_
= R¢€, N N N
=senfsen¢eé; —senfcospeé, + cosb ey
Ou se€ja,

w¢:q5é'3, wgzécosq/)é/l—i—ésenqbéé, wwzzﬁsenesenqbé/l—¢sen9005¢é/2+1/}cosﬁég.
Como a velocidade angular total é a composicao destes vetores,
W =wy+ wy + wy,

resulta entdao que
w= (9 cos ¢ + 1 sen 6 sen gb) e+ (9 sen ¢ — 1) sen 0 cos ¢) ey + ((;5 + 9 cos 9) é; (3.33a)

é o vetor velocidade angular com componentes medidos pelo referencial fixo S’.
Realizando a transformacao inversa S — S/, obtém-se

w= (q-bsenﬁsenw + 9(:051/)) e+ ((ﬁsengcosw — ésenw) és + (zﬁ + deos 0) és, (3.33b)

a qual € a velocidade angular com componentes medidos no referencial S.

3.9.2 INTEGRABILIDADE DA VELOCIDADE ANGULAR

No caso do movimento genérico de um corpo rigido, quando mais de um angulo de Euler
estiver variando em consequéncia das equacoes de movimento, o vetor velocidade angular nao é
integravel, ou seja, a velocidade angular nao pode ser escrita em termos da derivada temporal
de uma funcao destes angulos.

Para demonstrar este fato, assume-se inicialmente que

d
W = %A(¢797w)7

sendo A (¢,0,v) uma funcao dos angulos de Euler. Se w for integravel, pode-se empregar as suas
coordenadas, por exemplo, no referencial do espaco, dadas por (3.33a), e escrever
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d
A— YA =
wi - thz (d)aevu})

Considerando wj, resulta entao que

oML . AN, . oA,

30 “ T a0 ' By
VY
96— o8

_0A

90 O "

= Cos @,

oN, . DA,
a0 0" oy

(i=1,2.3).

P = 6 cos ¢+ w sen fsen ¢, ou seja,

aN
B

= sen 6 sen ¢.

Porém, como A} (¢,0,v) deve ser uma funcao suave em seus argumentos, necessariamente

0N, %A
Y0 900y

o (PN _
G

0) #* (aa;g;}) = cos@sengb) .

Portanto, em geral a velocidade angular nao é integravel. Como uma consequéncia impor-
tante, os vinculos envolvendo componentes de w serdao, em geral, nao holonomos.

3.10 O PIAO SIMETRICO COM UM PONTO FIXO

O pido simétrico € um dos problemas mais tradicionais na dinamica dos corpos rigidos, o qual
foi resolvido pela primeira vez por Joseph-Louis Lagrange em seu tratado Mécanique Analytique.

’
X

X3 |
}

9/'_—J

Sy

. \ X1

Linha \nodal

Figura 3.22: Um pido simétrico com massa M e
com sua ponta inferior fixa gira em um campo
gravitacional. Os dngulos de Euler {¢,6,¢} re-
lacionam os eizos do referencial fixo (S’) com o
referencial do corpo (S5).

eixo de simetria.

Um piao simétrico € um corpo rigido qualquer
para o qual I; = I,, sendo essas quantidades os
seus momentos principais de inércia. Se esse
corpo possuir um ponto O, o qual pode ser um
ponto fixo na sua dinamica, entdo um eixo que
passa tanto por este ponto quanto pelo centro de
massa sera um eixo principal de inércia, bem como
dois os dois eixos perpendiculares. A dinamica do
corpo ao girar em torno deste eixo é semelhante ao
movimento de um pido com um ponto fixo ou de
urm giroscopio.

O movimento do pido simétrico sera discutido
empregando-se o formalismo Lagrangiano. As ro-
tacoes serao descritas em termos dos angulos de
Euler {¢,0,v} e suas respectivas velocidades an-
gulares. Para tanto, o referencial fixo (S’) e o refe-
rencial do corpo (5) terdo a mesma origem, ambas
no ponto fixo 0. O eixo z3 do corpo € orientado de
tal forma que passa pelo centro de massa, ao passo
que o eixo z} € orientado verticalmente, conforme
pode ser visto na figura 3.22.

Como se observa na figura, com as orientacdes
adotadas para os referenciais, o angulo ¢ mede a
inclinacao do eixo de simetria (eixo z3) do pido com
a vertical (eixo z%), enquanto que o angulo ¢ mede
a precessao do eixo z3 em torno de z5. Finalmente,
o angulo 1) mede a rotacao do pidao em torno de seu

A LAGRANGIANA E AS CONSTANTES DE MOVIMENTO

Dadas entao as expressoes (3.29a), (3.30b) e (3.27), a Lagrangiana do pido simétrico € escrita

1 1
L= 511 (wf —|—w§) + 5[3&1% — Mgh cos 8,
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uma vez que I = I;. As componentes da velocidade angular no referencial do corpo sdo dadas
por (3.33b); assim,

L{(b,G,é,@b} = %Il <¢2 sen29+92> + %13 <w + écos@)z — Mghcos®f.

As variaveis ¢ e ¢ sao ciclicas (0L/0¢ = OL/0y = 0); portanto, seus momentos conjugados sao
constantes de movimento, i. e.,

oL S

Py = 3 I3 (1/; + ¢ cos 9) = Iws = cte., (3.344a)
oL L . S

Py = 87¢ =I¢sen” 0+ I3 (w + ¢cos0) cosf = I1¢psen 0 + py, cos § = cte. (3.34b)

Observa-se também que, de acordo com a discussiao realizada na secdo 1.9.2.3, a funcao de
Jacobi que pode ser obtida desta Lagrangiana € conservada e corresponde a energia total. Ou
seja, uma terceira constante de movimento para o pido simétrico é

2
Py
—— + Mghcosf = cte. (3.34¢)
213

A dinamica do pido simétrico sera resolvida abaixo fazendo-se uso destas constantes de mo-
vimento. Alternativamente, o problema poderia ser resolvido a partir da equacao de Euler-
Lagrange para a variavel dinamica restante:

OL _ d9L _
a0 dt oo
1,6 — I, ¢p* senf cos 0 + I <¢ + (;3(3089) dsen® — Mghsen = 0,

1 . .
E:T—&-U:ill (¢25en29+92)+

1,0 — I, ¢ sen 0 cos 0 +p¢q'ﬁsen9 — Mghsenf = 0.

SOLUCAO POR QUADRATURA

Ao invés de se resolver o problema do pido a partir da equacao de Euler-Lagrange, a qual €
de segunda ordem, a solucido sera buscada a partir da constante de movimento (3.34c), a qual
resulta em uma equacao de primeira ordem.

Em primeiro lugar, escreve-se (3.34b) como

Dp — Dy cOS O

I;sen26 '’ (3.39)

¢2 =
a qual relaciona ¢ com o angulo 6§ e é valida para 6 # 0. Usando esta relacdo e definindo a nova
constante
2
E=E—--%,
213

escreve-se (3.34c¢) como )
E = 51192 + Uy (9), onde
(3.364a)

. — py cos0)?
Uet (0) = % + Mghcos@.

A funcao Uy (0) tem dimensao de energia e é denominada potencial efetivo. A equagiao recém
obtida € em primeira ordem em ¢, como mencionado.

Dessa maneira, se for imposta a condicéo inicial §; = 6 (t = 0) e for assumido que 6 (0) > 0, a
equacao tem como solucao formal a quadratura

2
E ity

doN? 2 0 o’
) =L U0 = [ ——— =
(dt) I 2l /9 JE —Us(0) VI

A integral em (3.36b) pode ser formalmente resolvida, o que ird entao fornecer ¢t = ¢ (6). A
inversdo desta relacdo!? fornece entdo § = 6 (t). Inserindo esta solucao em (3.35) e realizando

(3.36b)

12A inversdo ou é analiticamente possivel ou pode ser realizada na forma de série de poténcias
O(t) =00+ 01t + 022 +-- -,

onde 61, 62, ..., sdo os coeficientes da expansao em série.
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uma nova quadratura, obtém-se entdo ¢ = ¢ (t). Finalmente, inserindo ambas as solugdes em
(3.344a) e realizando mais uma quadratura, obtém-se a ultima solucao ¢ = ¢ (t). Infelizmente, a
solucao analitica de (3.36b) € dificil de ser obtida, de forma que a analise do movimento do piado
sera realizada de uma maneira qualitativa abaixo.

ANALISE DO POTENCIAL EFETIVO

O comportamento de 6 (¢) pode ser analisado a partir das propriedades do potencial efetivo
Ue (0). Em primeiro lugar, o intervalo de variacdo para 6 € 0 < § < 7. Observa-se claramente em
(3.36a) que

lim Ugt (9) — +00.
6—0,7

O menor valor possivel para U (§) é obtido a partir de

et | _ (o =Py cosbo) (by —pocosbo) _ prop o, = 0, (3.37)
do g, I, sen3 0,

Definindo ug = cos 6y, esta equacao pode ser escrita como

2
ILiMgh (1 —ug)” = (py — pypuo) (Py — Psuo),
f(u) g(u)

sendo que graficos das funcodes f (u) e g (u) sdo apresentados na figura 3.23(a). As raizes de f (u)
sdo u = +1 e f (u) > 0 sempre. Por outro lado, as raizes de g (u) sdo

1
ulzpﬁeﬂgzpfw:f

Py P UL

Portanto, se —1 < u; < 1, a raiz uy; nao pertence a este intervalo e vice-versa. No caso DDy >
0 a concavidade de g (u) esta para cima e, portanto, as curvas f(u) e g(u) definidas acima
garantidamente tém somente uma interseccdo em —1 < u < 1, o que fornece o valor de 6.

Ue (0)
— fw
@ m— (b)
E
-1 Uy 1 u
0 i

0, 6o 6, I

Figura 3.23: (a) Intersecgio das curvas f(u) e g(u) para o caso pypy > 0. O ponto u = ug corresponde ao
minimo de U (0). (b) Grdfico do potencial efetivo Uer (6).

A figura 3.23(b) mostra o grafico do potencial efetivo em funcao de ¢. Estao ressaltados
também os angulos 6, (minimo de U,) e os valores extremos 6, e 6, onde U,s = E’ (ou seja, § = 0).
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CARACTERISTICAS DO MOVIMENTO DO PIAO SIMETRICO

A equacao (3.36a) mostra que 6 =0 quando Uy, = E’. Isto ocorre nos angulos 6; < 6y < 65
mostrados na figura 3.23(b). Se para algum 60 < 6, § > 0, a inclinacao do eixo do piao com a
vertical aumenta até chegar a § = ;. A partir deste momento, o movimento do eixo € invertido
® <0)eo angulo diminui até #,, quando entdo o movimento novamente se repete. Este
movimento € denominado uma nutacdo em relacao a vertical.

Simultaneamente a nutacao, o eixo de rotacdao do pido executa uma precessao em torno do
eixo vertical. Esta precessao consiste no movimento da linha nodal mostrada na figura 3.22, o
qual ocorre com a velocidade angular dada por (3.35), ou seja,

. pg/py —cosb
o=ry Iy sen26

Desta expressao, resultam as seguintes possibilidades:

|ps| > |py|: Neste caso, ¢ tera sempre o mesmo sinal, igual ao sinal de p,. Nesta situacao, pode-
se visualizar o movimento do pido da seguinte maneira. Imagina-se que a ponta do eixo de
rotacdo mostrado na figura 3.22 traca uma curva sobre a superficie de um esfera centrada
no ponto O a medida que ocorrem os movimentos simultaneos de precessao e nutacao do
pido para 6; < 6 < 0s.
na figura 3.24(a).

|ps| < |py|: Neste caso, definindo-se o angulo auxiliar ¢’ = cos™! (ps/py), resulta que

¢ cos @ — cos@
Py Iy sen? 6

Nota-se que em (3.37), U; (§') = —Mghsené’ < 0. De acordo com o grafico de U (#) na figura
3.23(b), isto significa que ¢’ < 6y. Ha entdo duas possibilidades:

(i) 0’ < 0;: Neste caso, gb também tera sempre o mesmo sinal e o movimento do eixo do piao
serd novamente a curva mostrada na figura 3.24(a).

(i) @’ > 0,: Neste caso, ¢ ira mudar de sinal quando # = #’. O movimento do eixo do piao
neste caso esta representado na figura 3.24(b).

(iii) ' = 6,: Neste caso, o angulo onde qS = 0 é exatamente § = 6;. O movimento que ocorre
nesta situacao esta representado na figura 3.24(c).

0'=0,

Ao

(a) (b) (c)

Figura 3.24: Combinagoes dos movimentos de precessdo e nutagdo. (a) Casos em que qﬁ ndo muda de sinal e
py > 0. (b) Casos em que ¢ muda de sinal para 61 < 6’ < 2. (c) Caso em que ' = 0.

Uma situacao comum onde fatalmente ira ocorrer o tipo de movimento mostrado na fi-
gura 3.24(c) ocorre quando as condigdes iniciais do problema forem: 6(t=0) = ¢(t=0) = 0
e ¢ (t = 0) = ¢;. Neste caso, de (3.34a e 3.34b),

wsi = i, py = I3ws;, Do = Py COS ;.
Mas, (3.36a) mostra que, necessariamente, 6; = §,. Portanto, como py = p, cos¢’, resulta que

0, =60,=20".
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PRECESSAO REGULAR. A figura 3.23(b) mostra que se E’ > Uy (6), entdo o pido sempre ira
realizar o movimento de nutacido com 6; < 6 < 6. Por outro lado, no caso extremo E’ = U (6y)
nao ira ocorrer nutacao e o pido ira executar uma precessdo regular em torno na vertical com
angulo 6 = 6,. Neste caso, a expressao (3.35) mostra que a precessao ocorre com a velocidade
angular constante dada por
. DPg — Dy cos by
_ ) 3.38
¢ I sen? 6, ( )
Contudo, ha uma condicao que deve ser satisfeita para que a precessao regular possa ocorrer.
Retornando a equacio (3.37) e escrevendo 8 = pg — py cos by, resulta que

Dy — Do COS by = Py sen? 6y — B cos by
e a equacao fica escrita
(cos @) B — (p,p sen? 90) B+ Mghl; sen* 6y = 0.

Resolvendo esta equacao para S, resulta

13(4)3 sen2 90 4Mgh[l
=— |1+l — ——— 0
b 2 cos By I3w3 osvo L

onde foi usada (3.34a) para se escrever p,, = Isws.

Observando em (3.38) que qS = /Iy sen?fy, o resultado acima mostra que ha dois valores
possiveis para ¢. Se 6, > 7/2 (de modo que cosfly < 0),'2 entdo a precessido regular € sempre
possivel. Porém, se 0y < 7/2 (cosf, > 0), entdo a precessao regular somente sera possivel se

. 4Mghl
cosby > 0 = |w3| = Wmin, onde wyin = % cos 0.
3

_ 4Mghly

It it
I3

Quando ws > wmin ha duas solucdes possiveis para § = pg — py cos y. Escrevendo-se

Isws sen? g w2,
_ 1+ 1 — Zmin
b 2 cos By wi )’

e assumindo ws > wnin, pode-se fazer as aproximacgoes:

; B T3ws w2, I3ws w2
= = 14+ 4/1 ——n ) ~ 1+1F 22 ).
¢ Iisen26, 21, cosb w3 21, cos 6y + 2w3

Ou seja, ocorrem as velocidades angulares ¢ripida OU Plenta, ONAE

Igb.)g . Mgh

¢lenta ~

d)ré ida ~ 7~ .
P Il COS 90 ’ Igwg

ESTABILIDADE DO PIAO VERTICAL

Um ultimo caso importante digno de nota consiste na estabilidade do movimento de um piao
posto a girar na posicéo vertical.!*
As condicodes iniciais

0; =0, i = w3
implicam em (3.34b) que
Py = Dy

Este é o caso que nao havia ainda sido considerado. Nesta situacdo, o potencial efetivo em
(3.364a) fica escrito

2 2 2
» (1 —cosf 0
Py (1—cost) + Mghcos® = 2% tan? ¥ 4+ Mgh coso.

Uer (60) = 21, sen26 20 2

13Angulos 6 > /2 sdo possiveis para giroscépios cujos pontos fixos estdo suspensos acima do nivel do solo.
14Esta situacio também é denominada um pido dormente.
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Partindo da condicao inicial §; = 0, o pido passara a executar nutacoes em torno da vertical.
Enquanto o angulo de nutacéo for suficientemente pequeno, pode-se aproximar tanf/2 ~ 6/2 e
cosf ~1—0?/2 e escrever

P

Uer (0) » oI, 4

62 1
+ Mgh <1 - 2) = Mgh + 51«92, onde
I3

: w3
k=Y _ Mgh=
41 9=

— Mgh.

Ou seja, o grafico de Uy (¢) € uma parabola em 6.
Com esta aproximacao para U, (¢), a solucdo por quadratura em (3.36b) pode ser escrita

0 /
do _ p=1/2 "o ot _ 1 2
/U m—]l t, onde agoraE =F 7Mgh—E7 Mgh+513W3 .

Ha duas solucgdes possiveis para esta quadratura:

(i) k > 0: Neste caso, a integracao e inversao da expressao acima resulta em

1 Vb e 2B [k
\/Etan (m)ll t=0(t) = 5 sen Ilt .

Ou seja, o movimento do pido € estavel em torno da vertical.

(ii) k < 0: Neste caso, a integracao leva a solucao

1 /] |K] L 2B |k
senh ( 2E”0> = Ilt:> 0(t) = 7 senh Ilt

Ou seja, neste caso o movimento do piao nao € estavel.

Portanto, a condicdo de estabilidade do pido dormente é

(41 M gh
k>0= w3 > w. sendo w, = 11729
3

Se o piao for lancado na vertical com velocidade angular ws > w,, €le ird permanecer rodopiando
com, no maximo, pequenas oscilacées em torno da vertical. Contudo, se for lancado com w < w,,
o pidao comecara a oscilar com amplitudes cada vez maiores até tombar.

Um video contendo uma analise matematica semelhante a realizada nesta secdo e o movi-
mento correspondente de um giroscopio pode ser visualizado em <https://www.youtube.com/
watch?v=55n2J1Vn4zU>.15

3.11 EQUACOES DE EULER PARA UM CORPO RIiGIDO

Nesta secao serdao abordadas a derivacado e algumas consequéncias das equacdes de Euler
para um corpo rigido, as quais descrevem a dinamica rotacional deste sistema a partir da for-
mulacao Newtoniana.

Considera-se o torque aplicado a uma corpo rigido em relacdo a um ponto O, o qual é assu-
mido ser ou um ponto fixo ou o centro de massa do sistema. Nesta situacdo, a equacao (3.17)
continua sendo valida, sendo aqui escrita como

dLo

= =N, (3.39)

inercial

15Um video contendo uma demonstracao mais “ludica” pode ser visualizado em <https://www.youtube.com/watch?
v=GeyDf4ooPdo>.
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onde foi novamente enfatizado que esta equacao descreve corretamente a dinamica do corpo,
observado do ponto de vista de um referencial inercial.

Para relacionar a equacao acima com as observacdes realizadas a partir do referencial do
corpo, emprega-se novamente a equacao (3.13), o que leva a

dLo

— +wx Lo=NY.

corpo

Esta transformacdo é conveniente porque no referencial do corpo o seu tensor de inércia €
constante, ao passo que para o referencial inercial isto nao € verdade.
Uma vez que o momentum angular do corpo, medido no seu referencial, ¢ dado simplesmente

>
por Lo =1 -w (equacao 3.20c), resulta entao
<> <> (e)
Io+wx (Iw)=Ng. (3.40a)

Porém, se o referencial S for orientado ao longo dos eixos principais de inércia (empregando a

A d
técnica apresentada na secao 3.7), entao I=1; é; e; + I é; é5+ I3 3 €3 € a equacao acima resulta

3 3
lewl é; + Z Iiwiwj éj X & = NS)
i=1 ij=1

3

. 3 3
~ ~ 3 ~
& X &;=— 3 %_; €ijk €k . A ~
- E Tiw; + g €ijplrwjwr | € = E N; e,
e ~
No'=>li—1Nié&i i=1 j k=1 i=1

a qual pode ser escrita em termos de seus componentes como

3
Tiw; — Z eijeljwjwr = Ny, (i =1,2,3), ou
k=1
Lin — (I — I3) waws = Ny (3.40b)
Ity — (I3 — I1) wiws = Na
Isws — (I1 — L) wiws = Ns.

As equacdes (3.40b) sao as equacées de Euler para o corpo rigido, as quais descrevem a
dinamica rotacional deste corpo em torno de um eixo instantaneo de rotacao relativamente ao
referencial do corpo. Caso suas solugdes possam ser obtidas, é ainda necessario relacionar as
mesmas com as observacoes feitas a partir do referencial inercial para que o movimento do corpo
possa ser visualizado.

O movimento de um corpo rigido, conforme descrito pelas equacdes de Euler, somente de-
pende da estrutura do corpo (a sua distribuicao de massa) através de seus momentos principais
de inércia {I, 5, I3}. Ou seja, quaisquer dois corpos distintos, com diferentes composicoes e
geometrias, mas que possuam os mesmos momentos de inércia, serdo indistinguiveis do ponto
de vista das equacdes (3.40b) e por consequéncia terdo a mesma dinamica. Por outro lado, se o
corpo for submetido a certos tipos de interacoes, tais como forcas viscosas ou resistivas, a sua
dinamica resultante pode vir a depender de sua forma especifica. Neste caso, as equacodes de
Euler devem ser complementadas de acordo com o problema abordado.

Nas situacoes onde as equacoes (3.40b) sao validas, o movimento do corpo pode ser analisado
através da dinamica de um eliséide equivalente, conforme sera abordado mais adiante

Exemplo 3.6 (Rotacdo uniforme de um haltere). Considerando novamente o movimento de
rotacao do haltere ilustrado na figura 3.8, a qual € repetida na figura 3.25 com um referencial
de corpo S adequadamente orientado.

O haltere rota com velocidade angular constante em torno do eixo vertical. De acordo com a
orientacao escolhida para os eixos de S,

W = wsena ey + wcos a es.

Como r; = bes e 1, = —bés, sendo b as distancias das massas ao ponto O, a sua matriz de
inércia, de acordo com (3.19a), resulta
100
= (mi+m2)b* [010
000
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Figura 3.25: O haltere com um referencial
S adequadamente escolhido. O sistema rota
em torno do eixo vertical com velocidade an-
gular w constante.

Ou seja, z1 € z2 sdo eixos principais de inércia (r3 € eixo de simetria). Observa-se também que
as componentes do momentum angular do haltere sao

100 0
L=lw=(m;+my)b*[010 wy | = | (m1 +mo)b?wsena |,
000 w3 0

de acordo com (3.20Db).
Portanto, como w = 0, as equagdes de Euler (3.40b) fornecem

Ny = —(m1 + m2) b2waws = — (m1 4+ ma) b2w? sen v cos a, Ny = N3 =0,

o qual € o torque que deve ser aplicado ao haltere para manter a sua rotacdo uniforme em torno
do eixo vertical. Observa-se que o torque € constante, mas € importante ressaltar que estas sao
as componentes do torque no referencial do corpo.

Para encontrar as componentes de N no referencial inercial, as quais ndo sao constantes,
pode-se empregar novamente a relacio (3.13),

. .. 0
No :waO:>NoS:wx(wao):W—wQNo,

S’

sendo que o cancelamento acima foi realizado por que a equacao (3.40a) mostra que, quando
w = 0, resulta que w | N. Portanto, escrevendo No = ). N/ é. para as componentes do torque
no referencial inercial, obtém-se

No+w?No=0= N/ (t) = Ajcoswt + Bjsenwt, (i=1,2,3),

sendo que as constantes 4; e B; (i = 1,2,3) devem ser determinadas pelas condi¢des iniciais.
Orientando-se os eixos de S’ de tal forma que w =weé; e queem t =0, & = é'l, obtém-se

N{(O):Nl eNé(O):Né(O):O Ouseja, A1 :Nl eA2:A3:O.
Para se obter N (0), retorna-se a

No| =wx Np = N(O) = (wsenaés +wcosaeés) X (N1 1) = Nyw (—senaés + cosaés),

S’
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sendo que na relacdo acima, deve-se tomar as orientacoes dos vetores é; e e; em relacao a S’
no instante ¢t = 0. As relagdes entre os vetores de base sido obtidas a partir da matriz de rotacéo
RM () dada por (3.9); ou seja, em ¢ = 0,

A A/ ~/ ~ A/ ~/
€2 = COsS €, + sen ey, €3 = —sena e, + cosa eg.

Portanto,
N (0) = Nyweéy, = N, (0) = Nyw, N (0) = N4(0)=0.

Com estas condicées iniciais, obtém-se finalmente

Nolg = N1 [cos (wt) €] + sen (wt) &5] .

3.11.1 MOVIMENTO LIVRE DE UM PIAO SIMETRICO

As solugdes das equacdes de Euler serao agora obtidas para o caso de um pido simétrico,
caracterizado como um corpo rigido com dois momentos principais de inércia iguais e distintos
do terceiro. Este tipo de corpo ja foi analisado na secdo 3.10 quando o mesmo possui um ponto
fixo e € submetido a for¢a gravitacional. Agora, o seu movimento sera analisado na auséncia de
torques.

Sem perda de generalidade, assume-se que I = [; e Npo = 0. Assim, as equacdes (3.40b)
reduzem-se a

Ildll - (.[1 - Ig)(.dgbdg = 0, Ildlz - (.[3 - Il)wleQ, = O, .[3(;]3 =0. (341)

Do sistema de equacoes resultante, imediatamente percebe-se que ws = cte; ou seja, a compo-
nente da velocidade angular na direcdo perpendicular ao plano formado pelos eixos principais
r1 € T9 € uma constante de movimento.

Para a analise das equacées restantes, define-se a

X3 seguinte constante:
Is -1
Q==""ly;, (3.42)
I
com a qual escreve-se
(.L)1+QWQ:0, d)g*lezo.

Derivando a primeira equacao e inserindo a segunda,
obtém-se entao

(IJl + szl =0.

Com uma escolha apropriada para o instante inicial,
as solucodes para estas equacdes podem ser escritas

X2

w1 (t) = w, cos Qt, wo (t) = w, sen

sendo w, = \/w? + w3 constante. Uma vez que w; é cons-
Figura 3.26: A velocidade angular w de um  tante,

pido simétrico livre sofre precessdo com velo- 5 . . . 5
cidade angular  constante em torno do eixo w=|w|l= \/Wl twy +tws = \/WJ_ t w3

de simetria 3 do corpo. O vetor w percorre ; ; . o
a superficie lateral de um cone em torno de também o €. O movimento do vetor w esta ilustrado na

z3. figura 3.26, a qual mostra que w precessiona em torno

do eixo de simetria x3 com uma velocidade angular 2
constante, de tal forma que o corpo de vetor descreve um cone em torno de z3, denominado
cone do corpo.

E importante ressaltar aqui que o movimento recém-descrito ocorre no referencial do corpo.
Observado do referencial inercial, o movimento € mais complicado, uma vez que o referencial S
rota em torno de w. Uma maneira de se visualizar o movimento completo de um corpo rigido
sem torque aplicado é através da construcdo de Poinsot, a qual sera abordada na secao 3.11.2.
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Exercicio 3.5. Um disco fino é arremessado quase horizontalmente para o ar, de tal maneira
que o disco gira em torno de um eixo perpendicular ao seu plano, enquanto que ao mesmo
tempo este eixo perpendicular sofre uma precessdo. Descreva o movimento do disco e mostre
que a precessao do eixo de rotacdo ocorre a uma taxa aproximadamente duas vezes maior que
a velocidade angular de rotacao em torno deste eixo.

Resolugéao. Escolhe-se os eixos principais de inércia do disco de tal forma que z3 € o eixo per-
pendicular ao seu plano, enquanto que z; e 3 sdo quaisquer dois eixos mutuamente perpendi-
culares contidos neste plano. Para a solucao deste exercicio, € conveniente adotar os angulos
de Euler introduzidos na secao 3.9. Também é conveniente orientar o referencial do espaco de
tal maneira que no instante ¢ = 0, o eixo z} (do espaco) coincide com o eixo z; (do corpo). Dessa
maneira, em ¢t = 0, ) = 0 (ver figura 3.20). Além disso, como o movimento do disco ocorre sem
torque, o seu momentum angular é uma constante de movimento. Toma-se entdo L = L é;.

Assim, de acordo com (3.33b), os componentes da velocidade angular no referencial do corpo
em ¢t = 0 ficam

wlzé, WQ:QBSGDH, W3:¢+¢.)COSQ.

Além disso, com a expressao da matriz de rotacao Rg, (3.32b) para ¥ = 0, os componentes do
momentum angular do disco, no referecial do corpo, sao

L; =0, Ly = Lsen®, L3 = Lcos?#.
Portanto, de (3.27) resulta

. L . L L L cost
L1211W1:>9:f1:0, Ly =Twy = ¢ = v2 = —, L3213w3:>w3:—3: o8 .
Il sen 6 Il 13 13

Como # = 0, o angulo # (o angulo de inclinacdo do eixo de simetria do disco em relacio a
L) permanece constante. Se o prato € lancado quase horizontalmente, o momentum angular é
quase vertical e § € um angulo pequeno. Além disso, devido ao teorema do eixo perpendicular
(teorema 3.3), I3 = 2I,. Assim,
Ly L . L

—ed=— = ¢~ uws.

w3 =L Yo I,

3.11.2 A CONSTRUCAO DE POINSOT

A construcao de Poinsot consiste em uma visualizacio do movimento de rotacao livre de um
corpo rigido a partir de um referencial inercial. Nesta situacdo, as equacdes de Euler (3.40b) se
reduzem a

Loy — (Iz — I3) wows = 0,
IQCL)Q - (Ig - Il)wlwg = 0, (343)
I3wz — (I1 — Iz) wiwy =0,

as quais descrevem a evolucédo temporal das componentes da velocidade angular no referencial
do corpo.
Além disso, pela auséncia de torque, o momentum angular e a energia cinética rotacional do
corpo sao constantes de movimento; ou seja, das equacoes (3.20c) e (3.24a),
L =1I -w = cte., (3.444a)

<~

w- I -w = cte. (3.44Db)

DO | = ~T

Trot =

Com base nestas constantes, o matematico e fisico francés Louis Poinsot (1777 — 1859) concebeu
uma representacao geomeétrica do movimento livre de um corpo rigido.
Definindo o vetor

a equacao (3.44b) toma a forma

<>
re I .r=1.

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 04/2014 Impresso: 11 DE MAIO DE 2024



144 | 3.11. Equacdes de Euler para um corpo rigido

<
Escrevendo r = (r1,r2,73), € usando o fato de que I=1; é; &; + Iy é5 és + I3 €3 €3, a equacido acima
fica escrita
117’% + IQT% + Ing = ].,

a qual é a equacao de um elipsoide com semieixos I; /2 I, 1/2 ¢ Iy /2 denominado elipsoide
de inércia ou elipsoide equivalente. Neste caso, o vetor r fornece a posi¢cdo de um ponto
qualquer sobre a superficie deste elipsoide. Uma ilustracdo de um elipsoide de revolucido pode
ser vista na figura 3.27.

O vetor normal a superficie do elipsoide de
inércia no ponto localizado pelo vetor r € pro-
porcional a

o 3 9 3
V. (r- I -r) = <Z éi@r-) ler?
% =1

\ /herpolodia ., 3 o \/? ? - \/?L
\ = ; iri€; = ? ‘w = f .
! Ou seja, o momentum angular do corpo € nor-

Plano invarigvel mal a superficie do elipsoide no ponto dado
por r; em outras palavras, o vetor L € per-
pendicular ao plano tangente ao elipsoide no
ponto 7.

A distancia do centro do elipsoide a este
Figura 3.27: A construgio de Poinsot: um elipsoide de plano tangente em r é

revolucdo com os vetores r e L, o plano invaridvel e as

Elipsoide de inércia

polodia

L

lods h lodia. < /o
Curvas potloaia € nerpoloala d L w- I ‘W 2T "
=Trese—-—=—— = —— = Cle.
L  \oTL L

Como L e d sdo constantes, o plano tangente é completamente fixo no espaco. Por esta razao
este é denominado plano invaridvel. A figura 3.27 ilustra os vetores r (do elipsoide), L e o
plano invariavel.

A medida que o corpo rigido executa sua trajetéria no espaco, sua velocidade angular varia
no tempo. Como w € paralelo a r e o plano invariavel permanece fixo no espaco, a variacéo
temporal de w faz com que o elipsoide role sem deslizar sobre o plano, sempre mantendo seu
ponto de contato tangencial ao plano e com seu ponto central a mesma distancia do plano. A
curva tracada pelo vetor r sobre a superficie do elipsoide devido a sua dinamica é denominada
polodia,'® enquanto que a curva tracada por r sobre o plano invariavel é denominada herpo-
lodia.!” Este video: <https://www.youtube.com/watch?v=BwYFT3T5ulw> mostra as curvas
polodia e herpolodia tracadas pela rotacéo livre de um elipsoide de inércia.

Quando o corpo é um pido simétrico (I; = 1), as equacdes (3.41) mostram que ws = cte. €
que a velocidade angular w precessiona em torno do eixo de simetria, formando assim o cone do
corpo (ver figura 3.26). Conforme se observa na figura, o cone do corpo possui um semiangulo

de abertura a. dado por
VTR e
w3 w3

tan o, =

Por outro lado, o angulo a, entre w e L também € constante, porque

<>
w-L wI- -w
COS Qe = = = — = cte.

wlL wlL wL

Portanto, o eixo de rotacdo também traca um cone no espaco com semiangulo a..

O vetor w define as superficies laterais de ambos os cones, do corpo e do espaco e, por isso,
ambos os cones sempre se tocam ao longo de w. Como o cone do espaco € fixo (porque L = cte.),
a medida que o tempo passa e w varia, o cone do corpo rola sobre a superficie do cone do espaco.
Como o vetor r do elipsoide de inércia € proporcional a w, tanto a polodia quanto a herpolodia
sdo circunferéncias.

16Do grego: caminho do polo.
17Do grego: caminho serpentino do polo.
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Para o caso de um pido simétrico, escreve-se o seu tensor de inércia como

> >
I=1e1ée1+1eses+I3e3e3=11 1 +<13—I1> ésé3

e a velocidade angular como w = wn, de onde resulta o vetor s, definido como

<~ <
. L I w I-n L5 5. onde
§ = ——— = = =N COS G €3,
w[1 w[1 Il 3

-1
p= I

COS (i, = €3+ M.

Os vetores é3, s e n estdo representados na figura 3.28. Observa-se que ha duas possibili-
dades: (i) 5 > 0 (I3 > 1), ou (i) § < 0 (I3 < I;). Na primeira possibilidade (5 > 0), o vetor s esta
entre e; e n; ou seja, L esta entre é; e w. Neste caso, o cone do espaco encontra-se no interior
do cone do corpo, situacao ilustrada no painel direito da figura 3.29. Um corpo simétrico com
I3 > I; assemelha-se a um disco achatado e € denominado um corpo oblato.

33 A é\3 A

=>

Figura 3.28: Os vetores és, s e i envolvidos mo mo-
vimento livre de um corpo simétrico.

=

>0 B <0

Por outro lado, na segunda possibilidade (§ < 0), a figura 3.28 mostra que n esta entre és e s
(ou seja, w entre é3 e L). Neste caso, o cone do espaco encontra-se em contato com a superficie
exterior do cone do corpo, como se pode ver no painel da esquerda da figura 3.29. Um corpo
com I3 < I; assemelha-se a um bastao alongado e ¢ denominado um corpo prolato.

cone do
espaco

N cone do
} espago cone do
A corpo
& /cone do
corpo
8>0
g
() (b)

Figura 3.29: Os cones do corpo e do espaco associados ao movimento de rotagio livre de um pido simétrico.
(a) Caso oblato: Is > I (8 > 0). (b) Caso prolato: Is < I (8 <0).
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3.11.3 ESTABILIDADE DAS ROTACOES LIVRES

Na auséncia de torques, as equacoes de Euler se reduzem ao sistema (3.43), o qual admite
uma solucgao tal como w3 = cte., w; = wy = 0, por exemplo. Ou seja, a rotacdo uniforme em
torno de um dos eixos principais de inércia consiste em uma situacdo de equilibrio para um
corpo rigido livre. Esta possibilidade € importante para aplicacoes mecanicas: um eixo somente
permanecera girando de maneira uniforme na auséncia de torques (e sem amortecimento) se o
eixo em questao for um eixo principal de inércia.

Um problema de interesse pratico nesta situacao € a estabilidade da rotacao uniforme de um
corpo rigido livre. Supondo que o corpo inicie uma rotacao livre com w3 # 0, w; = wy = 0 € venha
a sofrer perturbacdées momentaneas que desviem ligeiramente o eixo de rotacdo. O movimento
resultante ird consistir em uma leve oscilacdo em torno do regime estavel, ou ira se afastar
devido a instabilidades excitadas pela perturbacao?

Para estudar os efeitos dessa perturbacao, considera-se um corpo rigido genérico, para o qual
os trés momentos principais de inércia sao distintos. Orientando o referencial do corpo com
seus eixos ao longo dos eixos principais, parte-se do estado estacionario ws = cte., w; = wy = 0.
Supde-se agora que uma perturbacao € aplicada sobre o corpo de tal forma que a sua velocidade
angular passa a ser escrita como

w = 5w1 é1 + 60.12 ég + w3 ég, sendo |5w1| ~ |5w2| < ws.
Ou seja, dw; € dw; sdo novas componentes de w, criadas pela perturbacéo aplicada sobre o corpo.
Neste caso, as equacdes (3.43) ficam escritas

d d

(5&)1) (12 - 13) (5&12) w3 = 0, (5w1) (12 - Ig) ((5&)2) w3 = 0,

dt dt

d d

dt (5&)2) (13 - Il) (5&11) w3 = 0, - dt (&UQ) (13 — Il) ((5&)1) w3 = 0, (345)
d

Iymws = (11 = Iz) (dwr) (dw2) = 0, Iy w3 ~ 0,

sendo que na terceira equacao desprezou-se o termo perturbado (de segunda ordem) frente a
componente estacionaria ws. Assim, ws &~ cte. ainda é tratada como uma constante de movi-
mento.

As equacgoes restantes sao resolvidas da seguinte maneira:

d I, — I3 d? I, — I3 d
dt (5&11) ( I w3> (5&12) . @ (50.}1) = ( T W ) di (5&)2)

1

(jt (Owe) = (13 I_2 L W3> (0w1) = - (s = 12[)1§2]3 — Il)wg (dwq) .

A solucao para dw; (t) pode ser escrita

(I3 — I2) (I — )
115

dwy (t) = Ae®nt + Be=*1t sendo Q; = \/ Ws.

Por sua vez, a solucao para dws (t) resulta

(L—-I; \'d L - §)
6W2 (t) = < Il LU3> % (5(,01) = —1 m5W1 (t) .

Observa-se que ha duas possibilidades para a forma da solucao para dw; (t):

(i) I3 é o maior ou o menor momento principal de inércia (I3 > Iy € I3 > I, ou I3 < I e I3 < I5):
neste caso, (2; € real e dw; (t) € dws (t) podem sempre ser escritos como

dw; (t) = A;senQqt + B;cosit, (i =1,2),

com A;, B; € R, dependendo das condi¢des iniciais. Como

max |dw;| = /A? + B? < ws,

o movimento resultante sera uma oscilagcdo de pequena amplitude do eixo de rotacdo em
torno do estado de equilibrio.
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(i) Is ¢ um momento intermediario (Is > I; € Is < I, ou I3 < I; e I3 > I,): neste caso, ) é
imaginario (£2; = ¢|Q]) e as componentes perturbadas ficam escritas como

dw; (t) = A;senh [Qq]t + B;cosh |Q|t, (i=1,2).

Nesta situacdo, a oscilacdo resultante ira provocar um afastamento exponencial do eixo de
rotacdo do estado estacionario. O que ocorre neste caso € o afastamento rapido do eixo
instantaneo de rotacao do eixo principal intermediario para um dos outros eixos: o de menor
ou o de maior momento principal de inércia.

As mesmas conclusodes sao obtidas caso a rotagao estacionaria ocorra ao longo de qualquer
um dos outros eixos principais. A demonstracao realizada acima acerca da estabilidade das
rotacoes em torno dos eixos principais com o maior/menor momento de inércia e a instabilidade
das rotacdes em torno do eixo com o momento de inércia intermediario € as vezes denominado
o teorema do eixo intermedidrio.

Este video: <https://www.youtube.com/watch?v=ms_lUMIwzFg> mostra um paralelepipedo
(um bloco de madeira), o qual possui os trés momentos principais de inércia distintos, execu-
tando rotacao livre em torno destes eixos. Observa-se como as rotagcoées em torno dos eixos
com o maior ou o menor momentos siao estaveis, enquanto que a rotacdo em torno do eixo
intermediario € instavel. Por sua vez, este outro video: <https://www.youtube.com/watch?
v=PY7fRozbrtk>, além de fornecer uma visualizacao lidica do teorema do eixo intermediario,
também apresenta uma explicacao detalhada e uma simulacao computacional.

Caso o corpo possua um eixo de simetria, possuindo entao dois momentos principais de inér-
cia idénticos, as equacgdes de Euler perturbadas (3.45) se reduzem as seguintes possibilidades:

(i) I = I,: Neste caso, a solucdo acima para dw; () € a mesma, mas com

_ s — 5|

Q
1 T

w3, € dws (t) = —idwy (1).

Ou seja, as oscilacoes sao sempre estaveis.

(ii) Is = I, ou I3 = I,: Neste caso, basta analisar uma das possibilidades (/3 = I;, por exemplo).
Agora as equacoes (3.45) ficam

d L—1T
Il% (0wr) = (2 = I3) w3 (dwz) = 0 _ dwi (1) = A+ 21.3 2 w3 (dwa) t,
d
Iga (dwe) =0 dwy = cte.

Ou seja, a amplitude da rotacdo em torno do eixo z; cresce de forma secular e o movimento
do corpo € sempre instavel. Conclusao semelhante € obtida se I35 = I # I;.

Finalmente, se os trés momentos forem iguais, as equacoes (3.45) se reduzem a
dwy = cte., dwo = cte., ws = cte.

e a rotacao livre € sempre estavel.

Em 1992, os astronautas a bordo do 6nibus espacial Endeavour, em sua primeira missao,
tentaram resgatar o satélite Intelsat 6, o qual estava em uma o6rbita baixa devido a uma falha
no seu lancamento. Durante a missao, diversas dificuldades ocorreram no procedimento de
resgate, as quais foram devidas as condicdes de estabilidade/instabilidade na rotacao livre de
um corpo rigido discutidas nesta secao. Um video contendo a descricdo das dificuldades e a
estratégia adotada para finalmente resgatar o satélite pode ser visualizado em <https://www.
c-span.org/video/?26028-1/space-shuttle-rescue-intelsat-satellite>.

3.12 DINAMICA DE CORPOS RIGIDOS SEM PONTOS FI-
XO0S

Esta secdo consiste, basicamente, em uma série de estudos de casos envolvendo a dinamica
de corpos rigidos que ndo possuem pontos fixos. Aqui serdo aplicados todos os desenvolvimentos
apresentados nas secdes anteriores.
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3.12.1 PRECESSOES E OSCILACOES DO EIXO DE ROTACAO DA
TERRA

Com o transcorrer do tempo, a Terra executa diversos movimentos, os quais sao caracteri-
zados e determinados por diversos fatores tais como o processo de formacido do Sistema Solar,
a forma e composicado da Terra e dos demais orbes no sistema e suas distancias e movimentos
relativos. A maior parte desses movimentos sdo periédicos.

Do ponto de vista astronémico, o movimento de menor periodo consiste na rotacao da Terra
em torno do eixo que passa pelos polos Norte e Sul geograficos, denominado o eixo rotacional. O
periodo rotacional da Terra, dura T, = 23,9345h = 8,61642 x 10*s. O eixo de rotacao € perpendi-
cular ao plano do Equador, o qual consiste no circulo de maior raio sobre a superficie da Terra.
O prolongamento do plano equatorial para o espaco € denominado o equador terrestre.

A Terra orbita em torno do Sol em uma 6rbita aproximadamente circular em um periodo
orbital médio de T,,1, = 365,256363004 dias = 3,1558 x 107 s, representado na figura 3.30. Visto da
Terra, o Sol percorre um caminho aparente no céu ao longo do ano; este caminho é denominado
a ecliptica. O termo ecliptica ¢ também empregado para o plano no espaco que contém a orbita
que o centro da Terra realiza em torno do centro do Sol. O eixo orbital da Terra € aquele eixo
perpendicular a ecliptica e que passa pela posicao instantanea do centro da Terra.

4

/é\Q/

I
i
]
i
H Figura 3.30: Movimento orbital
. . da Terra em torno do Sol. Es-
i,b 1 tdo representados os eixos rota-
I a4 - -. cional (linha continua) e orbi-
; — tal (linha tracejada) e os movi-
[}
1
!
|

mentos de rotagcdo w), preces-

s@o dos equinocios (¢) e a vari-
ag¢do da obliquidade do eixo Tota-

cional (9) .

Ao longo de um ano, observa-se a passagem das estacoes € o0 movimento aparente das cons-
telacdes no ceu noturno. Atualmente, sabe-se que que a origem destes fenéomenos se deve a
inclinacao do eixo de rotacdo da Terra em relacdo a ecliptica, i. e., o equador celeste e a eclip-
tica ndo sédo coplanares. A inclina¢do axial ou obliquidade do eixo da Terra € o angulo entre
o seus eixos rotacional e orbital. De forma equivalente, a obliquidade pode ser definida como
o angulo entre o equador celeste e a ecliptica. A obliquidade da Terra em 2014 foi medida em
Oob1 = 23,4392811° = 23°26/21.41" e esta representada na figura 3.30 pelo angulo 6. Por sua vez, a
rotacao da Terra em torno do eixo rotacional esta representada por ). A figura 3.31 apresenta
em maior detalhe os planos e eixos siderais da Terra e suas inclinacées.

A orientacao do eixo rotacional da Terra varia lentamente com o tempo. Nos dias atuais, o
Polo Norte celestial esta proximo da estrela Polaris, na constelacao da Ursa Maior. Contudo,
durante o longo periodo de tempo compreendido entre a construcdao de Stonehenge (cerca de
3.800 AEC) e das piramides do Egito (em cerca de 2.500 AEC), uma estrela denominada Thuban,
da constalacao do Dragao, era identificada como a estrela polar. A figura 3.32 ilustra a trajetoria
do Polo Norte em relacao a algumas estrelas e constelacoes proximas.

A mudanca da estrela polar com o tempo ocorreu devido a precessao do eixo rotacional da
Terra em torno do eixo orbital, movimento este denominado de precesséo dos equinocios. Este
movimento de precessio é retrogrado em relacdo ao movimento orbital da Terra e esta repre-
sentado por ¢ na figura 3.30. Dentre as diversas medidas atuais da precessao dos equinocios,
um valor médio aceitavel para o periodo de precessdo € de T = 25.771,4anos ou cerca de
50, 288 arcosegundos/ano.

Finalmente, a obliquidade também nao € constante no tempo, mas varia entre 22,1° e 24, 5°

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 04/2014 Impresso: 11 DE MAIO DE 2024



caprituLo 3. A Dindmica dos Corpos Rigidos | 149
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lestial durante um ciclo completo de pre-
Figura 3.31: Diversas caracteristicas celestiais da Terra. cessao.

durante um periodo de aproximadamente 41.000 anos. A variacao da obliquidade € semelhante a
uma nutacédo do eixo rotacional da Terra e esta representada por § na figura 3.30.

Os movimentos de precessao e variacdo da obliquidade do eixo rotacional da Terra tém con-
sequéncias no clima do planeta ao longo do tempo e sdo causados pela forma e distribuicao de
massa da Terra e o seu movimento relativo com os demais orbes do Sistema Solar, principal-
mente o Sol e a Lua. Sera desenvolvido aqui um modelo simples que ira fornecer uma estimativa
para esses periodos.

3.12.1.1 PRECESSAO DO EIXO ROTACIONAL

Embora aparente ser uma esfera perfeita, a Terra na verdade €, aproximadamente, um elip-
soide oblato (ver figura 3.29) em relacdo ao eixo rotacional. O seu raio equatorial € de cerca de
Rrmax = 6.378,1km enquanto que o raio polar € Ry, = 6.356,8km (o raio médio do planeta €
Rr = 6.371,0km). Esta diferenca é atribuida ao efeito centrifugo que ocorreu na nuvem primor-
dial enquanto esta condensava e resfriava ja com o movimento de rotacao. Medidas recentes dos
momentos principais de inércia da Terra fornecem o valor relativo

Iz -1 1
- —0,0032737634 ~ —— 3.46
¢ I : 305, 5 (3.46)

Sera mostrado agora que gracas a elipcidade na sua forma, a interacao gravitacional entre
a Terra e o Sol e entre a Terra a Lua gera um torque liquido, o qual sera o responsavel pelo
movimento do seu eixo rotacional. O calculo sera realizado aos pares: Terra-Lua e Terra-Sol.

= Figura 3.33: Tlustragdo da érbita
. da Lua em torno da Terra, mos-
v trando as quantidades relevan-
tes mo cdlculo de Uy.

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 04/2014 Impresso: 11 DE MAIO DE 2024



150 | 3.12. Dindmica de corpos rigidos sem pontos fixos

A figura 3.33 ilustra a 6rbita da Lua, assumida como centrada no nucleo da Terra e a diversas
quantidades envolvidas no modelo. Embora possua uma excentricidade igual a 0,0549, a 6rbita
sera assumida circular, com raio igual a Ry = 384.399 km. Também na figura 3.33, o sistema de
coordenadas XY Z esta centrado na Terra, com o eixo Z orientado na direcdo perpendicular ao
plano orbital da Lua. Embora este plano possua uma inclinacao de 5,145° em relacao a ecliptica,
ambos serdo posteriormente considerados coplanares.

Outras quantidades importantes para o modelo sao:

Mrtera = 5,97237 x 10** kg, Miua = 7,342 x 10*? kg, Mso = 1,98855 x 103 kg.

A Lua e o Sol serao considerados massas puntiformes, mas para a Terra assume-se uma densi-
dade variavel p = p (r), mas com o centro de massa em seu centro geométrico.

Iniciando o calculo pelo sistema Terra-Lua e tomando as quantidades definidas na figura
3.33, a energia potencial gravitacional entre uma massa puntiforme M = My, e a Terra, sendo
que a distancia entre o centro da Terra e a massa puntiforme é R = Ry, € dada por

sendo G = 6.67430(15) x 10~ m3kg~1s~2 (NIST, 2018) a constante gravitacional.
Para o calculo desta integral, € necessario realizar uma aproximacao adequada para o deno-
minador. Como Rry, > Rrmax. pode-se escrever'®
R-r\°
3 1 4
() -}

w2 R (%) G

onde P, (x) é o polinébmio de Legendre de grau n. Para os presentes propdsitos, basta tomar os
trés primeiros termos da série, escrevendo-se entao
R-7r\’
3 —-1f,
< Rr ) ] }

sendo que o segundo termo € nulo porque € justamente a massa da Terra multiplicada pela
posicdo de seu centro de massa. Ja quanto ao terceiro termo, se forem definidas as matrizes

ng*4 {MTerra r T+ﬁ/ dgrp

3R2 — R* 3R.R, 3R.R, x
H=| 3R.R, 3R;-R®> 3R,R. |, r={y|,
3R.R, 3R,R. 3R?- R? z

pode-se mostrar, apos alguma algebra, que
3 R-1r\> 1 THr
Rr  R2p2
G(]\4]\4Terra

Ug ~ — — / d®r p (r) THr.

Introduzindo-se a matriz de inércia (3. 19b), e assumindo que a mesma € calculada para um
referencial coaxial com os eixos principais de inércia, com o eixo z paralelo ao eixo rotacional,
resulta entao

Ou se€ja,

GMMTGI’I"} 1=y U ~ GMMTerra GM

Up-——F 235 ZH”I R 2R

(Is — I) (3R? — R?) (3.47)

A ultima expressao acima foi obtida com a suposicado de que a Terra € um elipsoide oblato.

A expressio para a energia potencial gravitacional dada por (3.47) foi obtida em um refe-
rencial em repouso com a Terra e, portanto, a quantidade R, varia no tempo tanto devido ao
movimento de rotacdo da Terra quanto aos demais movimentos do eixo rotacional devidos ao
potencial, de forma semelhante ao que ocorre no caso do pido simétrico analisado na secéo
3.10.

18Ver, por exemplo, <https://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials>.
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Se o referencial XY 7 ilustrado na figura 3.33 for um referencial inercial, com os eixos X e Y
sobre o plano orbital e Z perpendicular a esse plano, entdo R = (Rx, Ry,0) € R, pode ser escrito
a partir de (3.32a) como

Rz - R31 (¢7 07 1/’) RX + R32 (st 0, 1/}) RY}

sendo R3; € R3y elementos da matriz de Euler (3.32b). Como a 6rbita € suposta circular, pode-se
escrever, mediante uma escolha adequada do instante inicial, Ry = Rcosa € Ry = Rsena, sendo
a um angulo que varia com a orbita da Lua em torno da Terra. Resulta entédo

R, (t) = Rsenfsen (¢ — ).

Na expressao acima para R,, os trés angulos (f, ¢ € o) variam no tempo, mas em esca-
las distintas. As variacdes de 6 e ¢ correspondem respectivamente a nutacao e precessao do
eixo rotacional, as quais ocorrem em periodos de tempo da ordem de milhares de anos, en-
quanto que a variacao de « se deve a o6rbita lunar, que ocorre no periodo 71, = 27,321661 dias =
27d7h43min11.5s, o qual é muito mais curto que o periodo de ¢. Portanto, em (3.47) é conveni-
ente substituir R? pela sua média temporal no periodo Ti,., a qual €

1
TLua

_ Trua 1
R = / dt R? (t) ~ §R2 sen? 0,
0

tendo sido assumido que ¢ (t), 6 (t) = cte. neste periodo.
Desta forma, obtém-se finalmente

GMMTerra GM
R 4R3

U, ~ (I3 — Ir) (1 — 3cos? ) . (3.48)
Fazendo-se referéncia a expressao (3.30a), o potencial (3.48) possui duas partes: a primeira
depende somente da distancia entre a Lua e o centro da Terra, a qual € constante em uma
orbita circular. O segundo termo, por outro lado, depende da orientacao do eixo rotacional da
Terra em relacdo ao plano da orbita. Este segundo termo € responsavel pelo torque atuando
sobre a Terra, o qual ira gerar os movimentos de precessdo e nutacdo deste eixo. Observa-se
claramente que este torque somente existe porque a Terra é um soélido oblato, ao invés de ser
uma esfera perfeita.

Para se obter a energia potencial total do sistema Lua-Terra-Sol, deve-se somar agora a
expressao (3.48) os termos correspondentes a interacdo Terra-Sol. A mesma expressao pode
ser empregada para tanto, bastando substituir-se M = Mg, € R = Rpg. A orbita da Terra
possui uma excentricidade igual a 0,0167086, ainda menor que a excentricidade da 6rbita lunar.
Portanto, assume-se novamente uma orbita circular de raio Ryg = 1,495978707 x 108km = 1 UA.

Portanto, a energia potencial total do sistema Lua-Terra-Sol pode ser escrita

1
Ug.tor = —O + ZQQ (Is—I) (1 — 3cos? 9) , onde

MLua MSOI) 2 (MLua MSOI)
O = GMropa | —— + , Q=G + .
! < Rry  Rrs Ry, Ris

(3.49)

Observa-se que

(ML‘“"> - (MS‘“) ~ 1,44 x 10~°, mas (MP“a> - (‘]V[,S°1> ~ 2,00.
Rrr RTS R% L R%S
Ou seja, a acdo da Lua é desprezivel frente a agcdo do Sol sobre o centro de massa da Terra,
mas a sua contribuicdo para o torque exercido sobre o eixo rotacional € duas vezes maior que a
contribuicao do Sol.

Com o potencial (3.49) e a energia cinética (3.29¢), a Lagrangiana total pode ser separada
em parte translacional e parte rotacional, L = Ly + Liot, @S quais resultam em equacdes
de movimento desacopladas, uma vez que nido ha vinculos entre os termos translacionais e

rotacionais. Assim, para os prépositos deste problema, é suficiente considerar L,.;, a qual pode
ser escrita, a partir de (3.27), (3.29¢), (3.33b) e (3.49), como

. . . . 2
Lyot = %11 (92 + ¢?sen” 9) + %13 (w + ¢ cos a) ~ %QZ (I — I) (1 — 3cos?0)
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a qual possui uma forma semelhante a Lagrangiana do pido com um ponto fixo, analisado na
secao 3.10.

Da mesma forma como no problema do pido, as coordenadas ¢ e 1 sado ciclicas, com os
momentos conjugados

Dy = I3 (1/) + deos 9) = I3ws3 = cte., Do = I psen? + py cos 0 = cte.
A energia mecanica total pode ser escrita na forma (3.36a),

2
/_1 N2 !/ _lpi
E_2110 + U (0), onde E' = 5T e

3
(pgp — py cOs 9)2

Uet (0) = 21, sen? 0

1
+ EQQ (Is — I) (1 — 3cos? 9) .
Desta maneira, a solucdo por quadratura para 6 = 6 (¢t) é dada por (3.36b), a qual é novamente
demasiado complicada para ser resolvida analiticamente.

Ao invés de empregar a solucdo por quadratura, escreve-se a equacao de Euler-Lagrange
para 6, a qual fica

0+ [e (q52+ 2(22) cosf + (14 €) ¥d| senf = 0,

lembrando que ¢ = (Is — I;) /I; = 0,00327. Obviamente, a equacao para 6 (¢) acima € tao dificil de
ser resolvida quanto a solucdo por quadratura. Busca-se entdo uma solucao aproximada.

Para se obter a solucdo aproximada, considera-se o caso em que nao ha nutacao, i. e.,
0 =0 = 0. Neste caso,

¢ (<l52+ 292) cosf+ (14 ¢) P ~ 26926059+ (1+ €)=~ 0,

onde foi empregado o fato que P < |¢¢\ Com isto, obtém-se a estimativa para a taxa de
precessao
b~ _3 ¢ 02 9.
2\1+4e€ W

O sinal negativo para ¢ indica que o sentido de rotacio da linha dos nodos em torno de Z ocorre
no sentido oposto de rotacdo em torno do eixo rotacional, o que também esta indicado na figura
3.30.

Tomando ) ~ 27Tk, 6 = Oop € Q% ~ 1,29511 x 10-13572, obtém-se a seguinte estimativa para

a taxa de precessao do eixo rotacional:

Periodo de precessao estimado 2w

Test =77
g

Comparando com o periodo medido Tj,ec = 25.771,4 anos, observa-se que a estimativa realizada
difere em apenas 2,8% do valor medido. Calculos mais precisos fornecem resultados muito mais
proximos ao valor medido.

Por outro lado, a variacao da obliquidade do eixo rotacional ndo pode ser explicada pela
nutacdo resultante da acao combinada da Lua e do Sol. O periodo de 41.000 anos é causado pela
lenta mudanca no plano da ecliptica, causada pelas perturbacdes introduzidas pelos demais
planetas do Sistema Solar, principalmente de Jupiter.

Em adicao a precessao retrograda do eixo rotacional e da variabilidade na sua obliquidade,
existem também mudancas periédicas na excentricidade da 6rbita da Terra que também sao
causadas pelos outros planetas, principalmente por Jupiter. A excentricidade pode variar de 0 a
0,06 em um periodo de cerca de 105.000 anos € esta variabilidade esta associada com a ocorréncia
de eras glaciais no planeta.

M ~ 7,96659 x 10712 rad/s A 7,88692 x 10 s &~ 25.060, 51 anos.

3.12.1.2 A OSCILAGCAO DE CHANDLER
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Um outro fenémeno que ocorre devido ao fato de a Terra
ser um soélido oblato é a chamada oscilacdo de Chandler,
a qual consiste na precessao livre do eixo rotacional, que
ocorre em um periodo pouco maior que um ano. Esta osci-
lacao, representada na figura 3.34, foi descoberta em 1891
pelo astronomo norte-americano Seth Carlo Chandler.

Em um periodo tdo curto de tempo, o efeito do torque
analisado na secao anterior € desprezivel e o planeta se com-
porta aproximadamente como um s6lido oblato livre. Nesta
situacao, de acordo com a discussao realizada na secao
3.11.1, se o vetor w na figura 3.34 é a velocidade angular
total da Terra, com w3 = 277T.,! associada com o periodo rota-
cional, entdo a precessiao em torno do eixo rotacional ocorre
com a frequéncia angular (3.42), isto é,

Ig —Il 27me
—_— W3 R
Il ° Trot

o que corresponde ao periodo estimado

o Figura 3.34: Tlustracio da oscilagio de
Tost = Q—t = 26,35 Ms =~ 305, 8 dias. Chandler.
es
O valor correto do periodo da oscilacdo de Chandler é dificil de ser medido e vale Tchandier =
433 dias. A discrepancia vem do fato de que Terra nao €é realmente um corpo rigido, sendo, na
verdade, quinzenalmente deformada pelo efeito de maré com a Lua. Este efeito, embora pequeno
para o raio da Terra, é suficiente para explicar a diferenca em cerca de 100 dias entre o valor
estimado e o valor medido.
Outro ponto ainda nao esclarecido a respeito da oscilagcdo de Chandler esta no fato de que
a mesma ja deveria ha muito ter sido amortecida, justamente pelos processos irreversiveis en-
volvidos na deformacao da crosta terrestre pelas marés. A manutencdo desta oscilacdo é em
parte atribuida a terremotos no interior da crosta e ao movimento diferencial do nuicleo sélido.
Recentemente,!'® constatou-se que a oscilacio de Chandler sofreu uma alteracao em 180° em
sua fase em 1920 e, mais recentemente, em 2005. As causas destas mudancas de fase ainda
sao desconhecidas.

Qest = ~ 2,385 x 10~ " rad/s,

3.12.1.3 DETERMINACAO DO TERCEIRO MOMENTO PRINCIPAL DE INERCIA

A principal suposicao realizada ao longo desta secdo € que a Terra € um soélido oblato, ou
seja, os momentos principais de inércia relativos aos dois eixos principais perpendiculares ao
eixo rotacional sao iguais entre si. Na verdade, estes dois momentos sao ligeiramente distintos
entre si, mas a determinacao da diferenca é extremamente dificil de ser realizada.

Em um trabalho recente (VILCU, 2011), modelos do potencial geogravitacional foram atuali-
zados com novas medidas de satélite. De acordo com os resultados deste trabalho, os valores
meédios dos momentos principais de inércia da Terra sao

I} = 8,010935639 x 103" kg.m?, I = 8,011108377 x 10" kg.m?, I3 =8,037333747 x 103" kg.m?.
Observa-se que a diferenca relativa entre /; e I, é de apenas

I
‘1 — 21 =215 x 107 = 0,00215%.

Com estes valores, o coeficiente de achatamento ¢, dado originalmente por (3.46), passa a ser
calculado como
, 2l3— (I + 1)
B 215
As orientacoes dos eixos principais de inércia sao as seguintes. O eixo x5 permanece orientado
ao longo do eixo rotacional da Terra. O eixo z; corta o Equador na longitude \; ~ —15,2° de
Greenwich (Oceano Atlantico), enquanto que o eixo z» corta o Equador na longitude Ay ~ +74, 8°
(Oceano Indico).

= 0,003 273 690.

19ver https://www.technologyreview.com/s/415093/earths-chandler-wobble-changed-dramatically-in-2005/ ou
(MALKIN; MILLER, 2010).
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3.12.2 ESFERAS ROLANDO SOBRE SUPERFICIES

Sera discutido aqui o problema basico de
uma esfera homogénea com massa M e raio ,
R rolando sem deslizar sobre uma superficie S’ ‘ Ty
horizontal.

Usando as quantidades definidas na figura
3.35, as quais seguem as convencoes reali-
zadas nas figuras 3.15 e 3.16, é conveniente
usar a expressao (3.29c) para a energia ci-
nética total quando a origem do referencial

do corpo estd no centro de massa (o cen- a
tro geométrico) da esfera. Desta forma, se
/ — / / = / !
R’ = (X{,X},a), entao R h
1 C12 Y2 Lo o 0
T:§M(m-ng)+5m,
onde I € momento de inércia em relacao ao
eixo de rotacdo. Como a esfera € homogé- T C

nea, qualquer eixo passando pelo seu centro
de massa € um eixo principal e o momento de
inércia € dado pela expressao no item (f) da
tabela 3.1,

Figura 3.35: Uma esfera homogénea com massa M e
raio a rolando sem deslizar sobre uma superficie hori-
zontal.

2
I:ng.

Serao empregadas as componentes da velocidade angular no referencial inercial S’ em termos
dos angulos de Euler, dadas por (3.33a). Neste caso,

. . 2 . . 2 . 2
w2=(0cos¢+wsen9sen¢> +<Hsen¢—1/)sen0cos¢) —i—(qﬁ—i—z/}cos@)
= 6% + $* + )% + 2¢) cos b.

Portanto, como a energia potencial é constante, a Lagrangiana fica escrita
s 1 . . 1./, . . .
L{X@X@¢aa¢}=§M(XP+X§)+§I@%Hﬁ+¢%um¢mw). (3.50a)

Como a esfera esta rolando sobre a superficie, € necessario empregar a condicao de rolamento
sem deslizamento (3.31), a qual fica

V/—‘erT‘C:O.

No referencial S’ a posicdo do ponto de contato (C') em relacdo ao centro de massa (O) é dada
simplesmente por r¢ = (0,0, —a). Assim,
Al Al A
€1 €3 €3
w X re = |wj wh wh| = —a(whe] —w]eH)
0 0 —a
=—a [(9sen¢)—¢senﬁcos¢) el — (écos¢+1/}sen98en¢) éé} .

Portanto, resultam as duas equacoes de vinculos (nao holénomos)

- : X! . . X!
fi = —vYsenfcosg+0seng — —L =0, fo=1vsenfsend +Ocosp+ —2 = 0. (3.50Db)
a

a

As equacdes de Euler-Lagrange para a Lagrangiana (3.50a) em conjunto com os vinculos nao

holénomos (3.50b) sao dadas pela expressao (1.62). Resultam entdo as equagodes
OL d 0L df1 0fa2

———— A= F A= =
ox; dtox|  Tlax|  Pax|
OL d 0L of1 Of2

-+ — + A — =0
0x}, dtox, ~oxy ox)

(X1) :

(X3):
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. OL dOL |\ Oh 0
() : 96 dta¢}+>\ 3 /\2&;5 0

OL d 0L\ 0f \ Ofs _

80 dt 9 a0 a0
OL _d oL .\ Ofy \ Ofy _

(X)) : MX| = f% (3.51a)

(X1h) - MX, = % (3.51b)
- 1% (64 deost) = 1ty = 0 3.51

OF (6 +beost) = 1uf = (3:51c)

0) : (6 + ¢ sen 9) = A1sen ¢ + Ag cos ¢ (3.51d)

() : I% (w + (i)cos 0) = — (A cosd — Aysen @) send. (3.51¢)

Estas equacgdes, em conjunto com os vinculos, formam um sistema de 07 equacdes para 07
incégnitas (X], X}, ¢, 0, ¥, A\ € Aa).

Até o momento, ja se conhecem duas constantes de movimento: ws (de 3.51c) e a energia
cinética. Para se obter mais informacées das equacdes de movimento, realizam-se as seguintes
operacoes:

(3.51d) x cos ¢ + (3.51e) x Sii? :
Ag—](@—&—(bwsenﬁ)cowé—kl— (w+¢> )bezﬁ

¢

(

Mas, de ( 3.51c) conclui-se que

+ dse ¢— —i—qbwseanosd))

é = —¢c0s0 + 9¢sen9.
Entao,
Aoy - . . - .
T= 0 cos ¢ — Opsen ¢ + 1 sen fsen ¢ + 01 sen ¢ cos O + Ppip sen 6 cos ¢
= % (9cos¢ + z/)sené’sencf)) = w).
Ou seja, do resultado acima e de (3.51b), conclui-se que
Ao = Iy = MaX}.
Mas, o vinculo f; em (3.50b) mostra também que
X+ aw) =0 = X} = —auj.
Ou se€ja,
Ao = I} = —Ma?d)
Como I, M e a? sao todas quantidades positivas, conclui-se portanto que

A2 = 0.

Isto implica entdo que X} = cte. e w} = cte.

Uma analise semelhante mostra que \; = 0 e, portanto, X = cte. e w) = cte. Ou seja, sobre
uma superficie horizontal, uma esfera rola com velocidade angular constante e com seu centro
de massa se deslocando com velocidade constante ao longo de uma linha reta.
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3.12.3 O DISCO DE EULER

Um disco de Euler é um disco rigido que rola sem deslizar sobre uma superficie plana. Esse
disco pode apresentar, em geral, rotacées em trés eixos perpendiculares: rotacdo, precesséo e
tombamento. Este € um problema tradicional de dinamica de corpos rigidos sem pontos fixos,
em relacdo ao qual muitos videos e simulacdes podem ser encontrados. Alguns exemplos sdo:2°
MATLAB simulation of a rolling thin disk undergoing a steady motion, MATLAB simulation of
a thin disk undergoing a typical rolling motion, Simulation of Classical Rolling Coin Dynamics
by MATLAB, 3D Dynamic Simulation Rolling Disc, Dance of the Wedding Rings (Rolling Disk or
Euler’s Disk) e The Maths of Spinning Coins and Euler’s Disk.

Nesta secao, alguns casos de movimentos de discos de Euler serdao analisados e discutidos.

Exemplo 3.7 (Disco rolando sobre superficie horizontal). Retornando ao problema do disco
homogéneo com massa M e raio a que rola sobre uma superficie horizontal sem tombar, discu-
tido no exercicio 1.5, o seu movimento sera agora deduzido.

As quantidades relevantes para este problema estao definidas na figura 3.36. Essas quanti-
dades seguem as convencoes realizadas nas figuras 3.15 e 3.16, enquanto que os angulos ¢ e ¢
sdo os angulos de Euler definidos na figura 3.20. Dessa forma, o ponto O € o centro de massa
do disco e sera também a origem do referencial do corpo.

/
A:ch

S/

~—linha nodal

Figura 3.36: Disco rolando sem tombar sobre uma superficie horizontal.

Orientando o eixo z3 na direcdao perpendicular ao plano do disco e os eixos z; € x5 sobre o
plano do mesmo, todos serao eixos principais de inércia, com I; = I, e I3 = 2[;, de acordo com o
lema 3.2 e o teorema 3.3. Assim, basta calcular

IgZ/dSTp(’I') (23 +23), com p=06(z3) e o = —
a
1
I3 = 27ra/ drr3 = Icm4 = - Mad>.
; 2 2

Portanto, a matriz de inércia do disco é

100 1
l=1]010], sendoI:ZMaQ.
002

O movimento do disco sera agora descrito empregando-se o formalismo lagrangiano e os
angulos de Euler. Neste caso, definem-se as seguintes condi¢des iniciais para a posicao inicial

20Ver hyperlinks no arquivo PDF.
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do centro de massa e os angulos de Euler:
Xig=0,  Xj=0,  Xjp=a=cte,  do=m =5, =0

Neste caso, a matriz de rotacao (3.32b) assume a forma

~100
R=[001],
010

resultando
! A /
T1= "2 Tg =Ty T3 = Th.

Para o calculo da energia cinética total do disco, € conveniente usar a expressao (3.29c),
valida quando a origem do referencial do corpo esta no centro de massa (o centro geométrico) do
disco. Desta forma, se R’ = (X, X},a), a energia cinética fica

T = %MV’Q + % [ (wf +wd) + swi],
onde foram empregadas as componentes da velocidade angular no referencial do corpo.

Neste momento, uma observacao importante deve ser feita. Em fun¢ido da condicao inicial
adotada para o angulo ¢, a ilustracdo para o valor instantaneo deste angulo na figura 3.36 na
realidade corresponde ao angulo inicial ¢, = 7 adicionado ao valor ilustrado. Este fato sera
importante para as componentes da velocidade angular no referencial fixo, pois nas mesmas
deve ser realizada a transformacio ¢ — ¢-+m. Dessa maneira, a partir de (3.33), as componentes
da velocidade angular em ambos os referenciais (S’ e S) sao

w1 = ¢senfsentp + O costp wiz—écosqb—lbsenqﬁsene
wo = ¢sen B cosp — Osenp wh = —fsen ¢ + 1 cos ¢ sen O (3.52)
ws = Gcosd + 1 wh = ¢+ 1 cosh.

Com isso, a Lagrangiana fica
T | . 1 s 0 SN2
L{XDX%¢&9¢}__fM(X1+X§)+219 +¢ba19+2(¢+¢a»@ ,

uma vez que a energia potencial é constante.
Como ocorre rolamento, a condicao (3.31) deve ser empregada. De acordo com a figura 3.36,
rc = (0,0, —a), de onde se obtém
A
wXre = |wj wh wh| =—a(wye; —wje)). Ou seja,
0 0 —a

X —awh =0, X}+aw;=0.

Nota-se que foram empregadas as componentes de w no referencial S’, as quais sao dadas
agora por (3.52). Estas condic¢bdes fornecem dois vinculos nao holénomos para o problema. Um
terceiro vinculo (holénomo) vem da condicdo de ndo tombamento. Esta imposicido faz com que
6 (o angulo entre os eixos z3 e z5) permaneca sempre constante. Portanto, os vinculos impostos
sobre o movimento do disco sao

fi=X{—ajcos¢=0, fo=X,—apseng=0, f3=0—0=0,
sendo que a imposicao 6 = /2 ja foi aplicada sobre f; e fs.

Como o vinculo f; € holonomo, este também pode ser diretamente substituido na Lagrangi-
ana, a qual se reduz entao a

T 1 ) ) 1 /. .
L{X1 X5, 8,0} = oM (X2 + X2) + 51 (62 +20%).
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As equacgoes de Euler-Lagrange sao dadas por (1.62), resultando

0L d OL af Of2
- =+ — + A — =
ox; dtox]  “lox;  “ox| )
!/
oL d 9L\ Oh ., O _, ~MX! 4+ X =0
0Xy diox,  “oX; ok, —MX;+ X =0
oL d oL df1 dfa I16=0
¢ 99 9¢ 99; 21 + Aacos ¢ + Asasen ¢ = 0.
0L d 0L 0 0
OL _d 0L | , Oh |, 0F
oY dt 9y o o
A solucao para ¢ (t) €
o (t) = ¢ot.
Como os vinculos f; e f; impde
X! = arp cos p — agnpsen ¢, X} = arpsen ¢ + ad) cos ¢,

os vinculos sao dados por
A= MXi: Ma (¢COS¢ - zl}gi)sengb) = Ma (dcosaﬁ — q50¢sen¢)
Ay = MX)= Ma (d}sengb—i- 1/}¢'>cos¢) =Ma (d}senqﬁ—i- ¢0¢c0s¢) )
Da ultima equacao resulta

21 + Ma? (zl)cosqb— éoz/.)sen(b) cos ¢ + Ma? (zﬂsenqﬁ—l—(bow.coscﬁ) sen¢ =0,

20 + Ma?h = 0 = ¢ = 0.

Ou se€ja,

¥ () = Yot + 1o = tot.

Finalmente,

X1 (t) = azo sen (cz.ﬁgt)

X! = ath cos ¢ = aryy cos (gi)ot
— 0

Xé = ar) sen ¢ = arhy sen (dﬁot) X5 (t) = aq/.'}—o [1 — cos ((ﬁotﬂ .

oo

N—

Observa-se que a trajetoria do centro de massa é uma circunferéncia:

. 2 . 2
X2+ Xé—aﬂ.J— ~ (a2 .
%o bo

Exemplo 3.8 (Disco rolando (sem tombar) sobre um plano inclinado). Considera-se agora

a dinamica de um disco uniforme rolando sobre um plano de inclinacdo «, como ilustrado na
figura 3.37.

Orientando agora os eixos z e x5 sobre o plano inclinado e definindo U = 0 no ponto superior
da inclinacao, a energia potencial ¢ dada em termos da posicao do centro de massa como

U(z)) = —MgXjsena.

Usando as mesmas condicoes iniciais do problema anterior,

Xip=0 X3 =0 po =1 ao:g o =0,
e as equacoes de vinculos, obtidas a partir de (3.31) e (3.52),
fr=X{ —ajcos¢ =0, fo =X —ahsen¢ =0,
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~

Figura 3.37: Um disco rola sem deslizar e sem tombar sobre um plano inclinado fixo.

onde novamente € imposta a proibicido de tombamento sobre o disco.
Assim, a Lagrangiana fica agora

1 ) ) 1 /. )
L=3M (X{Q + X;) +51 ((;52 + 2¢2) + MgX! sena.

De (1.62), as equacgdes de Euler-Lagrange ficam

Novamente,

Empregando-se os vinculos, resulta para os multiplicadores de Lagrange

A= MX{ — Mgsena = Ma (&cosgb—gz.boz/}sengb) — Mgsen«

= Ma (&senqﬁ—kd)od}cosqﬁ).

Ao = M X}

E a ultima equacéao fornece

A solucao da EDO para v (t) €

214 4+ Aacos ¢ + Azasen ¢ = 0,
. 9 .
P = i sen o cos (¢0t) .

oL d 0L df 0 f2
-+ — +dg—==10
ox{ dtox;  “lox;  “Caxi .,
oL _di oL ofs o Ofs o Mgsena — MX;+ X =0
oxy,  dtox,  loxy  Coxy N ~MX5+ X =0
oL d oL f Ofs —Ié=0
¢ 9¢ 9¢ 9¢ 21 + Ajacos ¢ + Asasen ¢ = 0.
oL d OL of1 Of2
T 5 - )\17.+A27.:
oy dt oy o o)
¢ () = dot.

. 2gsen o .
W (t) = ot + g — [1 — cos (qﬁotﬂ .
3agg
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Finalmente,

Xl = aw cosp =a {zﬁo + 2938(;110( sen ((bot)] cos (gﬁmﬁ)

ado

X2 = a¢ sen ¢ = a {zﬁo + 2935(;110( sen ((;.507,‘)] sen (@ﬂf) ,

ago
cujas solugdes sao, surpreendentemente,

X 0) = [0 050 () en )
0

X5 (t) = a.—% 4 e, [M/)O + gser;a (gﬁot)] cos (gi)ot>

o 3o ®o 395

o 3o

0

Chamando

al/}o gsen«
/8 = Y= 2
%o 3¢%

)

pode-se escrever

X () = [ﬁ + v sen (q'bot)} sen (éot)
X, (t)=p [1 — cos (qﬁot” +7 [éot — sen (2(;5@)} .

Se 1)y = 0, entdo 8 = 0 e a solucio se reduz a

X () = gzzga {1 — cos (24)015)}

gsena

6643

2 2
Xiigsega Jr<Xégse.no¢t>2 gsega ,
6¢0 3¢0 69250

X (t) =

{2¢0t _sen (2¢Ot)}

Ou se€ja,

= m/Jo {1 — cos (qﬁot)] gse.noz [t — ; sen (2(;5@)} .

isto €, o centro de massa percorre uma circunferéncia de raio gsen a/6¢3 centrada no ponto

r (t :gse.na(”—&—2 te)
c() 6¢% 1 ¢0 2
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