A FORMULACAO LAGRANGIANA DA
MECANICA CLASSICA

ESTE CAPITULO sera realizada uma introducao as formulacdes Lagrangiana e Ha-

miltoniana da mecanica classica. De forma distinta em relacdo ao formalismo

original proposto por Isaac Newton (1642 - 1727) em seu livro Philosophise Naturalis

Principia Mathematica® (publicado em 1687), as formulacées Lagrangiana e Hamiltoniana fazem

uso dos métodos do calculo variacional para postular que a evolucao espaco-temporal de um

dado sistema fisico é determinada por principios extremantes impostos a certos funcionais, os
quais sao determinados pelas quantidades dinamicas desse sistema.

A proposicao de principios extremantes que determinam o comportamento de sistemas natu-
rais tem sido realizada por fil6sofos naturais em periodos tdo remotos quanto o século XIII, como
nos trabalhos do filésofo natural alemiao Jordanus Nemorarius (Jordanus de Nemore) (1225 —
1260). As principais contribui¢ées para a formulacédo atual foram realizadas a partir do século
XVIII, com os trabalhos de Johann Bernoulli (1667 - 1748), Jean le Rond d’Alembert (1717 -
1783), Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) e William Rowan Hamilton (1805 - 1865). Cabe
aqui mencionar também o Principio de Tempo Minimo proposto por Pierre de Fermat (1601(7) -
1665) para a optica geométrica.

As formulacées da mecanica baseadas em principios extremantes sdo equivalentes e com-
plementares a formulaciao Newtoniana. Em determinadas situacdes, como por exemplo na di-
namica de sistemas sujeitos a restricoes (vinculos) de natureza geométrica ou cinematica, a
formulacado Lagrangiana revela-se mais adequada que a Newtoniana, uma vez que esta ultima
exige a determinacdo de forcas de vinculo para a obtencdo das equacdes de movimento, o que
nem sempre € possivel.

Outro aspecto positivo da formulacido Lagrangiana esta na sua conexao a leis de conservacao
e as propriedades de simetria dos sistemas dinamicos. Além disso, o fato de ser baseada em
principios extremantes, o que também ¢é realizado em outras areas da fisica além da mecanica,
introduz uma uniformidade nos formalismos que permite estabelecer de forma direta a interre-
lacdo entre fendomenos nas distintas areas. Estas vantagens revelaram-se convenientes para o
posterior desenvolvimento, ao longo do século XX, da mecanica quantica e da teoria quantica de
campos.

1.1 REVISAO DA MECANICA NEWTONIANA

Antes de se introduzir os métodos matematicos e principios fisicos associados as formulacées
Lagrangiana e Hamiltoniana, € importante realizar uma revisao da mecanica Newtoniana.

1.1.1 LEIS DE NEWTON

As trés leis de Newton para o movimento de corpos materiais sob a acio de forcas sao apre-
sentadas brevemente a seguir. Discussodes a respeito das interpretacoes e das consequéncias
desses postulados nao serao realizadas aqui.

IPrincipios Matematicos de Filosofia Natural.
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Primeira Lei. Existem sistemas de referéncia, denominados inerciais, em relacao aos quais toda
particula isolada descreve um movimento retilineo uniforme.

Neste postulado, uma particula € “isolada” se estiver distante o suficiente de qualquer outro
objeto material. Esta implicita também a nocao de tempo absoluto, que flui uniformemente
em qualquer referencial inercial.

Segunda Lei. Em qualquer referencial inercial, o movimento de uma particula é determinado
pela equacao de movimento
p=F, (1.1)

onde p (t) = mr (t) € o momentum linear da particula, sendo r = r (¢t) a sua posicao instan-
tanea e v (t) = 7 = dr/dt a velocidade instantanea. Ainda em (1.1), a quantidade F é a forca
total que atua sobre a particula.

A segunda lei pressupode que a cada particula esta associada uma quantidade escalar posi-
tiva m, denominada a massa da mesma, e que possui o mesmo valor em todos os referen-
ciais inerciais.

Terceira Lei. A cada acdo corresponde uma reacao igual e oposta. Isto é, se F,, é a forca
exercida sobre a particula a pela particula b, entao

Fhaszaba (12)

sendo F', a forca sobre b devida a particula a.
Este enunciado é denominada a forma fraca da terceira lei.

Na forma forte, exige-se também que, além de iguais e opostas, as forcas F,; € Fp, sejam
dirigidas ao longo da linha que une as duas particulas. Um exemplo de for¢a que viola esta
condicdo € a forca magnética exercida entre duas cargas elétricas em movimento.

Quando o sistema fisico em estudo é composto por um conjunto de N particulas interagentes
e que sofrem de forma simultanea a acdo de forcas que se originam de outras fontes, a forca
total na equacao de movimento (1.1) pode ser decomposta em:

Forcas internas. As quais surgem devido as interacées entre as particulas que compée o sis-
tema. Sera assumido que as forcas internas obedecem a terceira lei de Newton (eq. 1.2).

Forcas externas. Produzidas por agentes externos ao sistema de N particulas.

Com estas defini¢coes, a equacao de movimento da particula a (com a = 1,2,..., N) € escrita
como
N
bo=> Fa+F, (1.3)
b=1
b#a
onde J J
P, = a (mava) = % (ma"'a)a (14)

sendo p, = p, (t) o momentum linear da particula a, com m, e v, sendo respectivamente a massa
e a velocidade instantanea da mesma. A quantidade F'® denota a forca externa total atuando
sobre a particula.

Deve se observar também que a equacao (1.3) descarta a possibilidade de auto-interagéo, ou
seja, a acao da particula a sobre si mesma. Na mecanica classica, a auto-interacao € suposta
inexistente.

1.1.2 TEOREMAS DE CONSERVACAO

A partir das quantidades definidas e regidas pelas Leis de Newton, pode-se definir diversas
outras grandezas dinamicas importantes, tais como energia (cinética, potencial e mecanica) e
momentum angular. Estas grandezas, juntamente com o momentum linear definido em (1.4),
satisfazem teoremas de conservacao, os quais podem ser deduzidos a partir das Leis de Newton.

Inicialmente, algumas grandezas adicionais associadas ao sistema de N particulas regido por
(1.3) serao definidas:
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Centro de massa. O centro de massa do sistema de N particulas é aquele ponto no espaco ao
qual pode ser atribuida a massa total do sistema e que se move somente sob a acdo das
forcas externas. Este ponto, denotado por R (t), é definido pela expressao

N
R(t) = 2a=1MaTa (1) _ 1 chﬂ"a, (1.5a)

sendo M = Z(szzl me @ massa total do sistema.

Momentum linear total. Definido como o vetor resultante da soma de todos os momenta linea-
res do sistema,

N
P(t)=) p,(1), (1.5b)
a=1

sendo P (¢) o momentum linear total.

Momentum angular total. O momentum angular total do sistema de particulas em relacdo a
um ponto P no espaco, localizado pelo vetor posicao rp, € dado por

N N
Lp=>Y ma(ra—rp) X (fa —7p) =Y (Ta—7p) X (P, — Map), (1.5¢)
a=1

a=1

sendo definidos também r,p = 7, —7p 0 vetor posicao instantanea da particula a« em relacao
ao ponto P e r,p = 7, — 7p a correspondente velocidade relativa instantanea da particula
em relacao a P.

Energia cinética total. Esta ¢ definida simplesmente como

1 1 N
_ 2 .2
T = 3 agzl MeVs = 3 agzlmara. (1.5d)

A partir destas quantidades, os seguintes teoremas de conservacdo podem ser deduzidos.

1.1.2.1 CONSERVACAO DO MOMENTUM LINEAR

Somando-se as equacoes (1.3) sobre todas as particulas do sistema, obtém-se

N N N
Sha=> Fut+> FY.
a=1 a=1

a,b=1

b#a
Porém,
N 1 & (1.2) 1 N
Y Fu= 3 > (Fab+ Fra) — 5 > (Fap = Fap) =0,
a,b=1 a,b=1 a,b=1
b#a b#a +#a
resultando em,
N N
Y p.=P=3 F=F", (1.62)
a=1 a=1

sendo F(® a forca externa resultante sobre o sistema de particulas. Ou seja, se a forca externa
resultante sobre o sistema de particulas é nula, entGo o momentum linear total é conservado.
Uma consequéncia importante é obtida a partir da definicdo de centro de massa. Se as
massas das particulas nao variam, entao a taxa de variacdo do momentum total pode ser escrita
como
P=MR=F", (1.6b)

ou seja, o centro de massa se movimenta como uma particula com a massa total do sistema sob
a acao da forca externa resultante. Se F®) =0, o centro de massa se move como uma particula
livre.
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1.1.2.2 CONSERVACAO DO MOMENTUM ANGULAR

Derivando-se (1.5c) em relacdo ao tempo e assumindo novamente que 7, = 0, resulta

M=

Lp=Y) mq(ro—rp) X (#,—ip)
a=1
N N
:Z<TQ_TP) Xpa_zma(Ta_TP) X Tp
a=1 a=1
(1.3) N
(15) Z(Ta_rP)XFab+Z(Ta_TP)XF&G)_M(R—TP)XQAP_
.0a a. a:l
ab
Mas, novamente,
1
Z(r“_rl’) X Fap = 52[(%—7’19) X Fap+ (ry —7p) X Fiq)
a,b a,b
a;ﬁb a;ﬁb

a2, ;azb:(rarb) X Fop, = ;azb:rab X Fap,
a#b a#b
sendo 7., = r, — 7, a posicdo da particula a em relagéo a particula b. Contudo, se as forcas
internas obedecem a forma forte da terceira lei, entao r,, X Fg, = 0.
Portanto,
Lp=NY — M(R-rp)xip, (1.7a)

onde
N

Ngf) = Z(ra —rp) X Fl(f)

a=1

¢é o torque externo resultante em relacdo ao ponto P. Por sua vez, o segundo termo resulta
(R -r p) X7rp=0

se pelo menos uma das condicées for satisfeita: (i) rp = R; (ii) #p = 0 ou (iii) #p | R — rp. Neste
caso, .
Lp=N. (1.7b)

Portanto, se o torque externo total for nulo, o momentum angular total do sistema de particulas
em relacdo ao seu centro de massa ou em relagdo a um ponto fixo no espago é conservado.

Um outro resultado importante para o momentum angular total envolvendo o centro de massa
do sistema pode ser deduzido. Retornando a (1.5c) e considerando como ponto fixo a origem,

€SCreve-se
N

L= Zmara X Tq,

a=1

sendo L o momentum angular total em relacido a origem. Definindo-se agora os vetores posicao
(r!) e velocidade (v!,) relativas instantaneas da particula a em relacao ao centro de massa, entao

ro=R+7r ev,=V +v, (1.8a)

sendo V = R. Ou seja, L pode ser escrito como
Y N N
_ / / / /
L=MRXV +RX (dt ag_lmara> + (Lg:lmara XV + ;:17‘& X Pg-

Uma vez que

N N
Zmar; :Zmara—MR:MR—MR:O, (1.8b)
a=1 a=1
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resulta que
N

L=Rx (MV)+> vl xp. (1.8¢)
a=1
Ou seja, o momentum angular total do sistema em relacdo a origem € igual ao momentum
angular do centro de massa em relacao a origem acrescido do momentum angular total em
relacdo ao centro de massa.

1.1.2.3 CONSERVACAO DE ENERGIA

Alguns importantes teoremas relacionados com a energia do sistema de particulas podem ser
obtidos.

Em primeiro lugar, a energia cinética total do sistema de particulas, definida em (1.5d), pode
ser reescrita em termos dos vetores relativos ao centro de massa, definidos em (1.8a), como

N
_1 / /N ta=0_ 1 2 2
—ig me (V +v),)-(V +v,) —— MV + = E mev, +V - dt E mary, |,

a=1

N
(sp) 1o o 1 2
= 2MV —1—2; mav, . (1.9)

T
Ou seja, a energia cinética total do sistema pode ser escrita como a soma da energia cinética do

centro de massa com a energia cinética das particulas em relacdo ao centro de massa.
Os resultados (1.7) e (1.9) sao particularmente tteis na dinamica do corpo rigido.

TEOREMA TRABALHO-ENERGIA CINETICA. Este importante teorema é obtido calculan-
do-se o trabalho total realizado por todas as forcas que agem sobre o sistema de particulas
quando este parte de uma configuracao inicial A e atinge uma configuracao final B. Estas
configuracoées inicial e final correspondem aos dois conjuntos, em principio distintos, de posicoes
instantaneas das particulas em dois instantes distintos de tempo. Ou seja, se t = t4 € o instante
correspondente a configuracao A e t = tp corresponde a configuracao B, entao

Ai—>{’r’a7A:T‘a(tA)},Va:L...,N, (¢
B {ryp=17,(tp)},Ya=1,...,N.

Dada a particula «a, o trabalho total realizado por todas as forcas que sobre ela atuam entre
as configuracoes A e B é

B
Wors = [ [ FO+ Y Fu | -ar, / FO dr,+ Y / Fop-dre.
A

b#a b#a

Entao, o trabalho total realizado por todas as for¢cas que atuam sobre o sistema na transforma-

cado A—~ Bé
N N B B
Wan =3 Woan=Y [ FOdry+ Y [ Fu-dra,
a=1 a=174 a,b A
a#b

Independente da forma de atuacao das forcas externas e internas, o trabalho total sempre
pode ser escrito em termos dos momenta lineares. Além disso, para todo t4 < t < tp, o deslo-
camento infinitesimal dr,, da particula a, pode ser sempre parametrizado como dr, = v, (t) dt.
Entao, de (1.3),

N
Wap = Z/AB Py - drg 222 Z mava -Vt = Z/tB d < mav; >dt.
a=1

a=1

Ou seja, dada (1.5d), resulta
Wap =Tp —Ta, (1.10)

o qual é o teorema trabalho-energia cinética para o sistema de particulas. Este teorema é
completamente geral.
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CONSERVACAO DA ENERGIA MECANICA. Assumindo-se agora que tanto as forcas exter-
nas quanto as internas sejam conservativas, um outro importante teorema de conservacio €
obtido.

Pode-se caracterizar as forcas externas {Fgf) =F© (ra)} como conservativas de diferentes

maneiras.

* A forcgas sao irrotacionais, ou seja,
V. x F'©) =0,

sendo V, o operador gradiente aplicado as coordenadas da particula a.

Se um campo vetorial é irrotacional, entdo este sempre pode ser determinado a partir de

um campo escalar Ul = yld (r.), denominado a funcao energia potencial. Esta relacao ¢
definida como
F = _v, U, (1.11)

¢ O trabalho total realizado pela for¢ca conservativa sobre a particula a, quando esta executa
um caminho fechado no espaco, é nulo. O trabalho realizado na transformacao A — B é

dado por
(e) / F' . dr,.

Se F,(f) pode ser determinada pela relacdo (1.11), entao

(e)

B anB
W, = 7/ (VaU) - dra = f/() dUt®),
A U'®c
a,A

pela definicao de gradiente. Na ultima integral acima, Uéiz‘ = UL (ran) e UL = UL (ra.p).
Ou seja,

Wik = US0) ~ UL,
Por conseguinte, se A = B, o trabalho realizado pela forca conservativa é nulo.

O trabalho total realizado pelas forgas externas durante a transformaciao A — B é definido

como

EfZé%
Se todas as forcas externas forem conservativas, entdo pode-se definir uma funcao energia po-
tencial total externa U®) = U(®) (ry,... ry) como

N

U (ry,..rn) =D UP (ra),

a=1

a partir da qual pode-se escrever

N
Wis = (V- ) = U U
a=1

Ja para as forcas internas, uma suposicao adicional deve ser feita. O trabalho total realizado
pelas mesmas sobre o sistema de particulas é

4 B
W =3 [ P dr,
ab ’A
a#b
onde ngt) denota a quantidade referida. Mas, se estas obedecerem a terceira lei,

WAZEt) Z / Fab dTa - d'r'b Z / Fab d’f‘a — d’l"b)

ab 1 a,b=1
a;éb (b>a)
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Assume-se entdo que todas as forcas F,;, sdo conservativas. Portanto, relagcées semelhantes
a (1.11) sao validas, sendo introduzidas as funcgées energia potencial interna U, = Ugp (T4, Tb)
através de

Fop=—-V,Ugp. (1.12)
Para que a relacao (1.12) satisfaca a terceira lei de Newton, é necessario que
Fyo = —Fop = ViU (Ta,71p) = =VoUap (Ta,7p) -
Esta condicao é satisfeita se

Uab (ra7 Tb) = Uab ("'a - Tb) = Uab (Tab) , €

1.13
Uab (Pap) = Uba (Tba) , ( )

sendo r,, =71, — 71 (0 £ D).

. = it .
Com estas suposicoes, Wffg ) pode ser escrito como

in 1 B 1 B
WzElBt) = _5 Z/A (VaUab) * drab = _5 Z/A (VabUab) ° d?"ab
a,b a,b

a#b a#b
1 Uab,4 1
=-3 Z/ dUqp = 5 Z (Uab,a — Uar,B) ,
a,b Uab, 4 a,b
a#b a#b
uma vez que facilmente pode-se verificar que V, U, = —V,Upg = Vi Uss.

Definindo-se entdo a energia potencial total do sistema como

N N
1
_ —qle) L = —17(e)
U=U({ra) =U9+3 3 Un=U+ 3 Ua, (1.14)
a,b=1 a,b=1
a#b (a<b)

o teorema trabalho-energia cinética (1.10) atesta que
Wap =T —Ta.

Portanto, o trabalho total realizado por todas as forcas que agem sobre o sistema durante a
transformacao A — B €

e m e e 1
Wap =W +wim =y -yl 4+ 3 > (Uaba = Uaps) = Tpp — T,
a,b
a#b

a qual pode ser expressa como
Ua+Ta=Up+1Ts,

sendo U + T a energia mecanica total do sistema.
Ou seja, se todas as forcas atuando sobre o sistema de particula forem conservativas, a energia
mecanica total E =T + U é conservada.

1.2 INTRODUCAO AO CALCULO VARIACIONAL

Como ja mencionado, os formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano foram elaborados usando
métodos do calculo variacional, a partir de principios extremantes. Nesta secdo, portanto, sera
realizada uma breve introducdo ao calculo variacional de uma maneira que tenha interesse
direto a mecanica classica.
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1.2.1 DEFINICOES INICIAIS

Inicialmente, serao estabelecidas algumas defini¢cées de entidades matematicas com o intuito
de facilitar a compreensao do conteudo. O calculo variacional, conforme o mesmo € aplicado a
mecanica, faz uso massivo do conceito de funcional. E importante, entao, esclarecer a distin¢cdo
entre um funcional e uma funcao. Para tanto, assume-se um conhecimento basico em teoria de
conjuntos e espacos vetoriais, os quais serao utilizados nas definicées apresentadas a seguir.

Definicao 1.1 (Funcdo). Uma funcao é uma relacido ou mapeamento entre dois conjuntos,
sendo um conjunto de entrada, denominado o dominio e um conjunto de saida, denominado o
contradominio. O mapeamento entre entre os conjuntos € estabelecido por um conjunto de regras
especificas, com a exigéncia de que cada elemento do dominio seja mapeado a somente um
elemento do contradominio. Um par entrada-saida da funcido é denominado um par ordenado e
o conjunto de todos os pares ordenados ¢ denominado o grdfico da mesma. Se os elementos de
saida da func¢ao formarem um subconjunto do contradominio, este € usualmente denominado a
imagem da funcao.

Se X for o dominio de uma funcdo denominada f e Y o seu contradominio, o mapeamento do
elemento z € X para o correspondente elemento em Y é representado por

f:X—=vYouxLv

A operacao realizada por f sobre o elemento z € X € usualmente representada por f (z), quando
entdo x € denominado o argumento de f. O resultado ou a saida desta operacdo corresponde
ao mapeamento de z ao elemento em Y que pode ser identificado por y e somente a este. Este
mapeamento € usualmente representado por

y=f(z).

A figura 1.1 ilustra o mapeamento entre conjuntos realizado pela funcéao f: X — Y.

)‘.. Figura 1.1: Representac¢io do mapeamento entre os
/ conjunto dominio (X) e contradominio (Y) da fun-
f(X) ¢io f(x). O subconjunto amarelo de Y representa a

X imagem da funcdo.

f: X-Y

Em analise funcional,? bem como para a fisica, a maior parte das funcées de interesse sao
mapeamentos entre conjuntos de numeros, de acordo com a definicdo realizada acima. Porém,
observa-se que existem grupos ou classes de funcées que estabelecem determinados espacos
vetoriais,® denominados de espacos funcionais, os quais possuem importancia singular. Certos
operadores, aqui denominados de funcionais, atuam sobre um ou mais vetores desses espacos
funcionais, projetando-os sobre um elemento de um conjunto, normalmente numérico.

Definicdo 1.2 (Classe funcional). Se X e Y sdo conjuntos (numéricos), entao o conjunto de
todas as funcées f: X — Y, denotado por M ou Y%, forma uma classe funcional.

Alguns exemplos relevantes dessas classes funcionais sao:

2Ramo da matematica formado pelo estudo de espacos vetoriais dotados de propriedades adicionais (como produto
interno, norma, topologia, etc) e dos operadores lineares que atuam sobre esses espacos, de acordo com suas proprie-
dades particulares.

30u, mais corretamente, espacos topoldgicos.
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® Cla,b], o conjunto de todas as funcdes reais f : R — R continuas no intervalo (fechado)
[a,b] C R.

¢ C"[a,b], o conjunto de todas as fungodes reais que sdo continuas até a derivada de ordem r
no intervalo [a,b] C R.

Co (R), o conjunto de todas as funcodes reais continuas que sao nulas no infinito.

* C"(R), o conjunto de todas as funcoes reais que sao continuas até a derivada de ordem r.

C* (R), o conjunto de todas as funcdes reais que possuem derivadas em todas as ordens.
Estas fungoes também sao denominadas de funcées suaves.

L4 [a,b], o conjunto de todas as funcdes reais cujo valor absoluto € integravel no intervalo
[a,b] C R.

L5 [a,b], o conjunto de todas as funcdes reais quadraticamente integraveis no intervalo
[a,b] C R.

As classes apresentadas acima constituem somente alguns poucos exemplos dos espacos funci-
onais conhecidos.

Definicdo 1.3 (Funcional). Denomina-se funcional uma correspondéncia ou mapeamento J
que associa a cada funcao f (z) de uma classe M um elemento de um conjunto X, denotado
comumente por J {f (z)}. Este mapeamento pode ser representado como

L T{f(2)}, sendo J{f ()} € X.

A classe M é denominada o dominio do funcional .J, ao passo que uma func¢io f(z) € M ¢é
denominada ponto do dominio.

Pode-se dizer que se uma funcido ¢ um mapeamento entre dois conjuntos numéricos, um
funcional é um mapeamento entre um espaco funcional e um conjunto numérico. Em outras
palavras, trata-se de uma operacao que toma um vetor (elemento do espaco funcional) como en-
trada e retorna um escalar (elemento de X) como sua saida. Uma ultima descri¢cao simplificada
seria afirmar que um funcional € uma funcao de uma funcao.

Exemplo 1.1. Dada a classe C [0, 1], define-se J{y (z)} € R para toda y (z) € C [0, 1] pela operagao

1

T {y ()} = / y (x) da.

Assim, o elemento y (z) = 1 serd mapeado em

J{l}:/olldle.

Por sua vez, o elemento y (z) = ¢ € C [0, 1] sera mapeado em
1
J{e"} = / e’dr =e—1=1,7182818....
0

Exemplo 1.2. A operacao

Txo {y ()} = o/ (w0),
onde zy € [a,b] define um funcional que mapeia um elemento de C![a,b] a um numero real.
Assim, paraa =1, b= 3 e z9 = 2, 0 elemento y (z) = z?, sera mapeado em

Jo{a?} = 2z|,_, =4.

Por sua vez, o elemento y (z) = In (1 + x) sera mapeado em

1 1
J2{1n(1—|—x)}:1+x =3
=2

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 02/2014 Impresso: 3 DE OUTUBRO DE 2024



10 | 1.2. Introducdo ao cdlculo variacional

Uma categoria importante de funcionais, tanto para a analise funcional quanto para a fisica,
sdo aqueles definidos a partir de um operador integral. Ou seja, dada f (z) € C" [a, ], define-se o
funcional I [f] como

IUﬂ:1Abe{f<w,f%xm.n,ﬂ”<x%x}gcwdx7 (1.15)

sendo ¢ (z) uma funcédo peso conhecida e G {---} um funcional aplicado a C" [a,b]. Assume-se
implicitamente que g (z) é tal que a integral exista. Esta definicdo também deve ser alterada
para o caso de integrais improprias. Contudo, este € o tipo de funcional de interesse para a
mecanica Lagrangiana.

Exemplo 1.3. Para y (z) € C[-1, 1], define-se o funcional

1M=1f@@wﬂﬂ

Assim, se .
G{ya} = T
a escolha y () = 1 + z resulta em
! €T ! T
I[y] :[1 de — I[1+ 2] 2/71 mdlen\/g—arctanl

Exemplo 1.4. A operacao
b
Iy :/ V14 y2de

associa a cada y (z) € C! [a,b] o comprimento do arco da curva y = y (z) no intervalo [a, b].

Definicao 1.4 (Funcional linear). Um funcional L {y (z)} de dominio M sera dito ser um funci-
onal linear se satisfizer as condicoes:

1. L{cy(z)} = cL{y(x)}, para c = cte.
2. L{y1 () +y2(x)} = L{y1 ()} + L{y2 (z)}, para todos y; (x),ys2 (z) € M.

Um funcional que satisfaz a definicdo 1.4 é um caso particular de um funcional linear ou
forma linear na teoria de espacos vetoriais.*

Finalmente, sera apresentada a seguir, sem demonstracao, a regra integral de Leibniz para
diferenciacao sob o simbolo de integracao.

Afirmacado (Regra integral de Leibniz). Sejam c € R e as funcées a(c),b(c) € C (R). Se f (z,¢)
for uma funcéao da classe C! [a (c),b(c)], entao

d " e db da
de Juio) f(z,c)de = /a(c) 50 @ e+ f(b¢) 7= = f (a,¢) = (1.16)

1.2.2 O PROBLEMA BASICO DO CALCULO VARIACIONAL

Uma vez apresentadas as definicées de funcao e funcional, pode-se agora discutir o problema
basico do calculo variacional. Para a mecanica classica, o tipo de funcional mais empregado foi
definido em (1.15). Assim, o problema basico do calculo variacional consiste em determinar a
funcao y (z) € C? [x1, 2] tal que a integral

= [ G o @)y ds (1.17)

seja um extremum, isto é, que resulte em um valor maximo ou um minimo frente a qualquer
outra funcéo y (z) € C? [z, x2].

A forma adotada para o funcional J [y] e apresentada em (1.17) possui algumas condic¢oes
que devem ser mencionadas:

4Ver, por exemplo, Apostila de Fisica-Matematica, secdo 4.4.
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1. Assume-se que o funcional G {---} depende somente de y (z) e 3’ (x) e pode ser explicita-
mente dependente de x.

2. Os limites de integracdo sao considerados fixos, ou seja, dentre todas as infinitas funcées
y (x) da classe C? 11, x3], serdo consideradas para o calculo do extremum somente aquelas
que possuem as mesmas imagens nos limites da integracao.

O procedimento do calculo variacional para a determinacao do extremum de J consiste em
variar a forma funcional de y (), mantendo-se os limites de integracao fixos, até que a integracao
em (1.17) forneca o valor extremo.

Ha infinitas maneiras de como efetivamente realizar a variacao na forma funcional de y (z).
Um procedimento usualmente abordado em textos de mecanica consiste no uso de um parame-
tro a € R. Assume-se que as func¢oes da classe C? [x1, 73] em (1.17) dependam parametricamente
desta quantidade, ou seja, y = y (z, ). Assume-se também que o extremum € obtido para a = 0,
quando entdo y = y (x,0) = y (z). Neste caso, as funcées vizinhas a y (z), e que também perten-
cem a mesma classe, sdao obtidas com a # 0. A maneira mais simples de se implementar este
procedimento consiste em escrever

y(z,a) =y (z)+an(z), (1.18)
sendo 7 (z) € C? [x1,z2] tal que 7 (z1) = 7 (z2) = 0. Esta situacéo esta representada na figura 1.2.

y

¥(x) + an(x)

Caminho
variado

Caminho extremo, y(z)

S gy .- JOM R 1

X1 Xa

Figura 1.2: Representacio da fungio y (z) que ird fornecer o extremum de J, juntamente com fungdes vizinhas,
obtidas a partir da variacio do pardmetro .

Aplicando este procedimento ao funcional (1.17), este passa a ser escrito formalmente como
T2

T = [ Gya).y wa)i)dn (1.19)
z1

sendo que y' (z,a) = Jy/0x. Por conseguinte, uma variacdo da no valor do parametro « ira
resultar em uma variacao no funcional J («). Esta ultima pode ser expressa como

= aJ
0J = %da7

onde o simbolo §.J representa esta variacao do funcional, resultante ndo da variacdo na variavel
independente z, mas da forma funcional de y (z, «).
Entao, a condicdo de valor extremo para J («) é obtida através de

oJ

Bal._ " 0, (1.20)

para todas as funcgoées 7 (z).
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Exercicio 1.1. Considere o funcional

Gy (z,)} = [y (z,0))

em (1.19). Mostre que o extremum de J («) € obtido pela forma y () = = no intervalo 0 < x < 2,
usando 7 (z) = senz.

Resolucdo. Empregando-se as formas propostas, escreve-se
y(x,a) =+ asenx.
Ou se€ja,
G{y (z,0)} = [1 4+ acosz]®,
resultando entao de (1.19) o funcional

2
J(a):/ [1+ acosa]? dz = 2r + o’
0

Portanto, pela condicao (1.20), observa-se que realmente o valor extremo (neste caso, um ponto
de minimo) é obtido por J (0).

1.2.3 A EQUACAO DE EULER

Dados entao o funcional (1.17) e a condicdo de extremum (1.20), pode-se determinar agora
uma nova equacio, denominada equacdo de Euler, cuja solucao ira fornecer a forma funcional
para y (z).

Esta equacao € obtida derivando-se (1.17) em relacao ao parametro «,

0 0 2 , _
527 @)= 55 | Clima).y a)adr

Empregando-se a regra de Leibniz (1.16) e lembrando que os limites de integracao sdo pon-
tos fixos na variacao de y (z,«), pode-se permutar os simbolos de diferenciacdo e integracao,
resultando

0 2.0 , )
5a7 @)= [ G0y (@) de

Ja, \ Oy O0a Oy da '

De (1.18) percebe-se que
oy’ _ dn

dy
n(z) e da  dx’

P

0 (" [0G G dn
a—aJ(a) _/m <ayn(ax) + oy dm) dx.

1

Entao,

A segunda integral acima pode ser manipulada empregando-se integracao por partes como

20Gdy,  0G 2 2 rd oG
@%dl_ 8y/n(l) . /ﬂv1 <da: 6y/>n(m)daz.

T1

O primeiro termo € nulo, uma vez que 7 (x;) = 1 (z2) = 0. Resulta entao

0 2 0G  d 0G
a—O_/El (ay—dwayl>n(l‘)d1‘_0,

—J
Ja (@)
onde ja foi aplicada a condicao (1.20). Deve-se lembrar agora que 7 (z) € qualquer funcao da
classe C! [r1, 2] que se anula nos limites de integracao. Portanto, a condicédo (1.20) € satisfeita
para uma funcao 7 (z) arbitraria se e somente se
06 _d oG _
oy dx oy

(1.21)

quando y = y ().

A expressao (1.21) é denominada a equacdo de Euler. Dado o funcional G {y (x),y' (z);x}, o
calculo de (1.21) ira fornecer uma equacao diferencial de segunda ordem para y (z), cuja solucao
serd a forma funcional para o extremum de J.
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Exemplo 1.5. Retornando ao exemplo 1.4, o funcional

b
Iy]:/ V1+y2de

calcula a extensao da curva tragada por uma funcéo y (r) € C?[a,b]. A equacdo de Euler (1.21)
serd agora empregada para calcular o extremum de I [y]. Para tanto, a partir de (1.17) identifica-

se
Gly @),y (x);2} =1+ y2

Portanto,

aG d aG B d < y/ > _ y// y/2y// y//

_———— = —— _ = — =0
Oy dxz oy dx \ \/1+y? ’

+
VIFY? (g™ (g
ou seja, obtém-se a EDO
"=0=y(z) =c1x+c2, (c1,c2 Ctes.).

Ou seja, o extremum é uma reta, como ja € bem sabido. Novamente neste caso o extremum é
um ponto de minimo, ou seja, a reta € a menor distancia entre dois pontos. A curva tracada por
qualquer outra funcéo da classe C? [a, b] que tenha os mesmos pontos fixos em r = a € z = b tera
uma extensao maior que a reta.

Exemplo 1.6 (A braquistécrona). Pode-se empregar a equacgao de Euler (1.21) para a solucao
do problema classico da braquistécrona.®

Considere uma particula movendo-se nas vizinhancas da superficie terrestre, sob a acdo da
forca peso. Se a particula parte do repouso no ponto P; = (x1,y;) € chega a P, = (z2,92), qual
deve ser a sua trajetéria para que este percurso seja realizado no menor tempo possivel?

(Ilsyl) ¥

Figura 1.3: O problema da braquistécrona: deter-

minar a trajetéria para que a particula percorra a

distancia entre os pontos (z1,y1) e (z2,y2) sob a
F agdo da forca peso mo menor tempo possivel.

(%9, yg)

Resolugdo. Sem perda de generalidade, pode-se colocar P, na origem e orientar o sistema de
coordenadas conforme representado na figura 1.3. Como a forca peso € conservativa, a energia
mecanica da particula é conservada, T+ U = const. Definindo arbitrariamente U (z =0) = 0,
entdo a equacao de movimento da mesma ¢é

1
QmU2 —mgr =0= v = +/2¢gz.

Sendo v = d¢/dt, onde d¢ € o elemento de arco tangencial & trajetoria da particula e com o sentido
de movimento da mesma, entdo dt = d¢/v e o tempo total para o percurso € obtido pelo calculo

da integral
T /P2 de [P \Jda? +dy? / [1+
p v Py V2g9x

5Do grego: BpdxioTos: brachistos - “o mais curto” e xpévos: chronos - “tempo”. Este problema foi proposto e resolvido
pela primeira vez por Johann Bernoulli, em 1696.
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Este resultado esta na forma do funcional (1.17), onde se identifica

1+ @)

Gly(z),y (x);x} =

Empregando entdo (1.21), observa-se que 9G/9y = 0, o que permite escrever

d G 9G "y
_——_— = _— — = .= (2
dx Oy’ oy’ cte. = (2a) ’

sendo ¢ uma constante a ser determinada posteriormente. Calculando 90G/9dy’, obtém-se entao

12
Y 1 2 €
—_— = — :} =
x(1+y2) 2a Y 20 —x’

a qual pode ser escrita como

_ / xdx
Y V2az — 22’
Realizando a mudanca de variavel
x=a(l—cosh), dv =asenfdb,
resulta a primitiva
y= a/(l — cos ) db,

cuja solucéao é
y=ua(0—send)+b,
sendo b a segunda constante, a qual € nula pelas condicdes iniciais.

Esta solucdo esta representada na figura 1.4. A mesma define um cicloide® que passa pela
origem.

(%1, y1) a 2ma
P TS : !I\ y
1 -’ ) ~ R
/ / a \\ Y
] i’ Y 7/ A}
’ I e, 1 1 / \
’ i 1 1 ’ \
/ akF 5 N ’ Y
i 1 L P ~
o \ - ! s ~
s 1 ’ ~
P(x, y) & (%2, y9)
o P
2al S--
Cicloide
x

Figura 1.4: A solucdo do problema da braguistécrona: um cicloide.

Para finalizar o problema, € necessario encontrar o valor do parametro a, dados =2 e y,. Para
tanto, € necessario também encontrar o valor de # = 6, neste ponto. Resulta entdo um sistema
de duas equacées nao lineares para a e 6, que somente podem ser resolvidas por métodos
numeéricos. Por exemplo, se (z2,y2) = (1,1), resultam a ~ 0,572917 e 62 ~ 2,41201. Se (x2,y2) =
(2,3) resultam a ~ 1,00133 e 6, ~ 3,06878.

Exercicio 1.2 (A catendria). Considere uma superficie de revolucdo gerada por uma curva
qualquer que conecta os pontos fixos P, = (z1,y1) € P» = (z2,y2) € que € entdo revolvida em
torno do eixo y, como representado na figura 1.5. Encontre a curva y (z) que minimiza a area da
superficie de revolucao.

6Uma animacao de um cicloide pode ser vista em <http://mathworld.wolfram.com/Cycloid.html>.
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¥

(’fz, }'2)

N
g e | >\ ds= (dx? + dy?)”

(%1, ¥1)

Figura 1.5: A superficie gerada pela revolugio da curva entre Py e P» em torno do eixo y.

Resolucgédo. Na figura 1.5, observa-se que o elemento de area dA é dado por

dA = 2rxds = 2wz\/dx? + dy? = 27x/1 + y'2dz.
Portanto, a area total sera

A:/dA:27r/ z+/1+ y2dz.

Identificando-se esta integral com (1.17), obtém-se de (1.21)

d zy’ xy’
— | — | == ———— =
dr | /14y /1+y?

sendo ¢ uma constante. Ou seja,
adz
y=| 75—
A /Z‘Q _ CL2

cuja solucgao €

—-b
y = acosh™" (§>+b<:>x:acosh (y ),
a

a

a qual é a forma de uma catendria, isto é, a forma da curva de uma corda flexivel pendurada por
dois pontos de sustentacao.

1.2.4 DIFERENCIACAO FORTE DE FUNCIONAIS

O procedimento adotado na secao 1.2.2, onde foi assumido que a varia¢do na forma funcional
da funcao y (z) é realizada de forma parameétrica na expressao (1.18), resultando na variacao 6./
do funcional (1.19).

Este procedimento é denominado de diferenciac¢do fraca do funcional, uma vez que embora o
mesmo tenha levado a equacao de Euler (1.21), a deducao desta foi levada a cabo empregando-
se o parametro a. Essa deducdo contempla somente uma maneira particular de se realizar a
variacao de J, dentre infinitas outras.

A deducéao da equacao de Euler como uma condi¢ido necessaria e suficiente para o extremum
é realizada através da diferenciacdo forte do funcional. Assumindo novamente que o funcional
J [y], dado por (1.17), esta definido sobre um conjunto de fungées y (z) € C? [x1, 73], € assumindo
que y = y(z) determina o extremum de J [y], entdo a partir de qualquer outra funcao §(z) €
C? [x1, 2], consistente com a condi¢do de limites de integracdo fixos, §(x1) = y(z1) € §(z2) =
y (x2),” pode-se definir a variacdo ou deslocamento virtual

Sy =dy(x) =g (z) —y(z),

com 0y (z1) = 0y (z2) = 0, conforme representado na figura 1.6.

"E consistente também com os vinculos impostos a y (), como sera posteriormente visto.
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y O deslocamento virtual dy ira resultar, por sua
vez, na variacdo AJ de J [y], definida por
(%9, ¥o)
yx) AJ [y, 0yl = AJ = J[g] = J [y]
=Jy(z) +dy ()] = Jy(z)].

__ Y Serao apresentadas a seguir algumas definicoes
G ) envolvidas na diferenciacao forte de um funcional.
X5 31
Definicao 1.5 (Norma de uma funcdo em uma
classe). Seja y(z) € Cla,b] (0o conjunto de todas as
funcodes continuas em a < z < b). Sendo Y o con-
tradominio de y (z), a norma de y (z) em CJa,b] € 0
nuamero ||y||, € Y dado por

lylle = max |y ()]
Figura 1.6: Variagio forte dy = g(z) — y(z) da =

i ld . . .
forma funcional de y () Se a classe funcional formar também um es-

paco vetorial, entdo a norma ||y||., dotada de propriedades adicionais, pode também ser a norma
do espaco, em cuja situacao sera constituido entdo um espago vetorial normado.®

Definicdao 1.6 (Diferencial forte de funcional). Se existir um funcional L[y (z),dy], o qual é
linear (definicao 1.4) em relacao a dy (x), tal que qualquer acréscimo

AJ [y, byl = Ty (z) + by ()] = J [y («)]
do funcional J [y] admitir a representacao
AJ = Lly, oyl + By, oyl [|dyll,

com f [y, éy] — 0 quando ||dy|| — 0, entdo L [y, dy] sera denominado o diferencial forte do funcional
J [y], o qual € representado por §.J = L [y, dy].

Definicdo 1.7 (Minimo absoluto de um funcional). Diz-se que um funcional J [y] possui um
minimo absoluto em y = y (z) se para qualquer funcao g (z) dentro de seu dominio se cumprir

Jlyl < T,
sendo que J [y] = J [§] se e somente se § (z) =y (x).

Pode-se estabelecer também a definicio do maximo absoluto do funcional, o que é realizado
de forma simétrica a definicio de minimo.

A partir das definicoes acima, pode-se deduzir os seguintes teoremas, que serdo apresentados
sem demonstracao.

Teorema 1.1 (Extremum de um funcional). Se um funcional diferenciavel J [y] admitir um ex-
tremum (mdximo ou minimo) no ponto y = y (x) interior ao seu dominio de definicéo, entéo

57 [y (2)] = 0.
As funcgoes para as quais §J = 0 sdo denominadas pontos estaciondrios de J.

Teorema 1.2 (Teorema fundamental do cdlculo de variagées). Dada uma fungéo f (z) €
C(a,b), se

b
/ “@¢@Mx:m

para toda fungao ¢ (z) € C! (a,b), entao f (x) = 0 neste intervalo.

8Ver, por exemplo, Apostila de Fisica-Matematica, secdo 4.7.
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As demonstracoes dos teoremas acima nao serao aqui apresentadas. Pode-se, outrossim,
apresentar a seguinte argumentacao, justificada pelos mesmos. Dado o funcional J[y], para
todas as fungoes §(z) = y(x) + dy(x) € C?[x1, 2] existem fungdes dy (z) € C?[r1,x2] tais que
[0y (z)]] < €, sendo e > 0; ou seja, sempre € possivel encontrar-se uma funcao Jy (x) tal que 0 <
€ < 1. Neste caso, para um determinado valor fixo de z; < z < x2, € nas condicdes estabelecidas
pela definicao 1.6, é possivel desenvolver-se J [§] (caso isso faga sentido) em uma série de Taylor
em torno de y (x) como

oJ 1 0%J
J[y,éy}zafg~ (59)‘*‘5 972 |- (0y)* +--- .
y=y Y=y
67yl 6@ J[y]

A condicao necessaria para que y = y () seja um extremum de J [y]| €, portanto,
dJ [y] = 0, para dy () arbitrario.

Porém, esta condicdo apenas define um extremum fraco, pois a mesma nao especifica se o ponto
estaciondrio é de maximo ou minimo. Para tanto, é necessario também examinar §®.J [y]; se
N [y] for negativo (positivo), para todo z; < =z < z2, entdo y = y(x) é um ponto de maximo
(minimo) de J [y].

A argumentacao acima serve apenas para tracar um paralelo entre o problema de se encon-
trar os extremos de funcionais com a procura dos pontos de maximo ou minimo de fungoes.
Para os casos de interesse na mecanica, os funcionais J [y] usualmente estdo na forma (1.17),
para a qual a argumentacao nao € aplicavel. Contudo, o desenvolvimento apresentado a seguir
é sempre valido.

A partir das definicoes e teoremas acima, Calcula-se agora a variacao de (1.17), resultando

5J=/m [G{7(2),7 ()2} = Gy (2).y (x);2}] do

Ty

:/% Gy +0y,y' +0y;52} — G{y (2),y (v);2}] da

Z1

Para variacoes infinitesimais, isto é, para ¢ (z) suficientemente préoximas de y (z) de tal forma
pode-se desenvolver a forma funcional

de G {y + dy,y' + 0y'; x} em uma série de Taylor como

oG

oG
G{y+dy,y +dy;2} = G{y,y'; x}+—5y+a -

5y’ + O (692, 8y, oydy') .

Mantendo entdo somente os termos de primeira ordem na série, resulta

B oG, . OGs,

No segundo termo da integral acima, € importante notar que

dj dy d d

51//:@/(@*1/(93):@*@*dm@*y):@(@)-

6 = / {aG 8GZ (6y)]

Novamente, o segundo termo € desenvolvido via integracao por partes, o que leva a

2d 0G d 0G
- —— (0y)dx = —/ — —dydx
/x . dz 0y’ e dx 0y

2 /0G d IG

0J = / < )5 dz.

e \OY  dx oy’
Portanto, a partir dos teoremas acima, o extremum de J [y] ird ocorrer para §J = 0. Além
disso, como dy € uma variacdo arbitraria em torno do ponto estacionario do funcional, pelo

Ou se€ja,

290G d 5‘G

1

Ou se€ja,
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teorema 1.2 resulta que a condicdo necessaria e suficiente para a determinacao do extremum é

dada por
oG d oG

Oy dz Oy -
a qual € justamente a equacao de Euler (1.21), ja deduzida na secao 1.2.3.

1.2.5 UMA SEGUNDA FORMA PARA A EQUACAO DE EULER

Quando o funcional G {--- } em (1.17) ndo depende explicitamente na variavel independente z,
a equacao resultante de (1.21) pode ser integrada, o que ira entao fornecer uma segunda forma
para a equacao de Euler, sendo agora uma equacao diferencial de primeira ordem para y (z).
Inicialmente, observa-se que

d o, _9Gdy 9Gdy 9G _ ,0G  ,0G  9G
de{y,y,x} Oy der@y’ dz tor or 7 Ay Ty ay’+ Oz

,9G _dG_9G _ 0G
4 oy dr Ox 8y'

Por outro lado,
1 (00) 06 406 (,0G)_dG_0G (0G_d oG
Y oy ) Y oy’ 4 oy’ ﬁy T dx 0z Oy  dx oy

Se G {---} satisfaz a equacao de Euler (1.21), entao o ultimo termo acima € nulo. Este resul-
tado pode entdo ser colocado na forma

oG d ,0GN\
é);c_d:r<G_y8y’) =0. (1.22a)

Esta é a chamada segunda forma da equacao de Euler, equivalente a (1.21).

Agora, se 0G/0x = 0, esta equacao pode ser integrada exatamente, resultando em

— y’a—j = constante. (1.22b)

Esta ultima forma fornece uma equacao diferencial de primeira ordem para y (z).

Exercicio 1.3 (Geodésica). Uma geodésica é a curva de menor distancia entre dois pontos
quaisquer sobre uma superficie arbitraria. Encontre a geodésica sobre uma superficie esférica.

Resolucao. Dada uma esfera de raio p, escreve-se inicialmente as coordenadas de (z,y,z) em
coordenadas esféricas como

x = psenf cosy y = psenfseny z = pcosb.
Entao, o elemento de comprimento d¢ = \/dxz? + dy? + dz2 sobre a esfera é obtido a partir de
dx = pcos B cos pdf — psen @ sen pdyp dy = p cos 0 sen pdf + psen 6 cos pdp dz = —psen6db,

de onde é obtido®
dl = p+/db? + sen? Odyp?.

Portanto, a distancia entre os pontos A = (61, 1) € B = (62, p2) sobre a esfera fica

ﬁ—/ dﬂ—/ py/ dB? + sen? Odp? —/ U +sen29d<p

Ou seja, o funcional

P2
= p/ V602 + sen? Odp,
Y1

9A expressio obtida para df é o caso particular (quando p = cte.) da extensdo de um elemento de arco em coordenadas
esféricas polares, dada em geral por d¢? = dp?+ p?df?+ p? sen? Odp?, e derivada em detalhes em Fisica-Matematica, secio
1.5.2.
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sendo #' = df/dyp, ird fornecer a distancia entre os pontos A e B ao longo de um caminho sobre
a esfera.
Para a aplicacao da equacao de Euler, identifica-se

G=G{0,0'} = /02 +sen? ¥,

o qual é independente de ¢. Pode-se empregrar entdo a segunda forma dada por (1.22b), de
onde resulta

V0?2 +sen2f — 9’% V0?2 +sen?f = a = cte.,

9/2
/0/2 + o 2 9 _ —
sen V02 4+ sen? 0 “

Esta equacao pode ser escrita como

sen? 0 = a\/0"2 + sen? 0,

a qual pode ser resolvida escrevendo-se dp/df = 1/6', resultando em

dﬁ_ acsc?é
d9 V1—a%csc2

Esta EDO pode ser resolvida para ¢ = ¢ (f), resultando em

1
o =—sen"! (ﬂ cotan 9) + a,
sendo 3? = (1 —a?)/a? e a = cte.
Escrevendo a solucao na forma equivalente

cotanf = —fsen (¢ — ),

escreve-se
cosf = —f cosasenf sen p + Fsen asenf cos @

e, retornando as coordenadas Cartesianas, resulta
z = fsenaxr — fcosay = z = Az — By,

com A= fsenae B = [fcosa.

Esta solucgao corresponde a equacao de um plano que passa pela origem (0, 0,0). A interseccao
deste plano com a esfera de raio p determina as geodésicas sobre esta ultima. A figura 1.7 ilustra
algumas dessas geodésicas sobre uma esfera de raio p = 1. Ja a figura 1.8 ilustra a diferenca das
distancias entre duas cidades situadas a mesma latitude, tanto ao longo da geodésica quanto
ao longo da paralela. A curva geodésica € menos extensa devido a curvatura do globo.

1.2.6 EXTENSOES AO PROBLEMA BASICO DO CALCULO VARIACIO-
NAL

Diversas extensoes a forma basica do funcional J[y] dado por (1.17) sdo possiveis. Nesta
secao serao discutidas algumas dessas extensodes relevantes para a mecanica classica e para a
fisica em geral.

1.2.6.1 FUNCIONAIS COM DIVERSAS VARIAVEIS DEPENDENTES

A discussao realizada nas secoes 1.2.2 — 1.2.5 assumia a existéncia de uma utnica funcao
incégnita y (z), a ser descoberta a partir de um principio extremante. Contudo, na fisica com
frequéncia um funcional é proposto com dependéncia em diversas funcgédes y; (z) (i =1,2,...)
incognitas. Estas devem também ser descobertas a partir dos métodos do calculo variacional.

Considera-se entdo um funcional contido no integrando de (1.17) que depende de n > 1
incognitas, até as suas primeiras derivadas, tal como

Jy1,v2, -5 Yn] = /7«'2 G{{yi ()}, {y: (x)}; 2} dx, (1.23a)
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Figura 1.8: Distancias entre Norfolk, EUA
(37°N,76°0) e Cabo Sdo Vicente, Portugal
(37°N,9°0), medidas ao longo da geodésica (great
circle, 3141nm) e ao longo da paralela (direct course,
3213nm). A distdncia pela geodésica é 72nm (milhas
1-1 nduticas) (= 133,34km) menor.

-1.0 -05 0.0 (] 1.0

Figura 1.7: Algumas geodésicas sobre a esfera de Taio
unitdrio. As geodésicas sao obtidas pelas equacdes de
plano z =0, z=2x/2 e z = 3z/2.

onde, parai=1,2,...,n,

G=G{yi (@)} Ay (@)}i2} = G{yn (@)1 (2), 02 (2) 95 (2) 5y yn (), Y (2) 52} (1.23b)

sendo que a condicdo de limites fixos ainda € mantida para todas as incégnitas.
Aplicando novamente os métodos apresentados na secdo 1.2.4 ao novo funcional J [{y;}]. a
condicao de ocorréncia do extremum resulta em

w2 oG oG 2 L /0G d 0G
0J = / g (ayﬁyi + ay,_éyé) dx = / E ((’“)y» - da:(?y’) oyidx = 0. (1.24)
1 =1 ¢ i 1 =1 ! g

Assumindo que todas as variagdes Jy; sdo arbitrarias e independentes, o teorema 1.2 leva ao
seguinte conjunto de equacdes, as quais determinam os pontos estacionarios do funcional,

00 d oG _
dyi  dz Oy,

0, (i=1,...,n). (1.25)

Ou seja, resulta um conjunto de equacdes de Euler, uma para cada funcao y; (x).

A suposicao de que as variacdes dy; sdo arbitrarias e independentes nao € valida em muitas
situacoes relevantes para a fisica. Neste caso, as caracteristicas do sistema fisico impoée relagcoes
entre diversas funcoes do conjunto {y; ()}, relacoes essas chamadas de vinculos. O tratamento
de problemas variacionais com vinculos sera abordado em diversos pontos deste texto, come-
cando pela secao 1.2.7.

1.2.6.2 FUNCIONAIS DEPENDENDO DE FUNCOES DE DIVERSAS VARIAVEIS INDE-
PENDENTES

Em muitos problemas fisicos, particularmente em teorias de campos classicos ou quanticos,
o funcional J depende de func¢ées de mais de uma variavel independente. Por exemplo, no caso
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em que J depende da funcéo z = z (z,y) € C* (D) (a qual tem duas variaveis independentes {z,y})
e de suas derivadas (parciais) primeiras, a forma genérica do funcional é

J ) = // G {2 (2,9) 2 (,9) 2y (2,9) 2y} dady, (1.26)
D

sendo z, = 0z/0z, z, = 0z/0y e D uma regido do plano z x y na qual a funcao z possui derivadas
continuas até a segunda ordem.

A derivacao da equacédo de Euler para este caso sera realizada na secdo 4.6 quando forem
estudadas oscilagées transversais em uma corda continua. O formalismo também ira servir
como uma introducéao a teorias de campos classicos.

1.2.6.3 FUNCIONAIS DEPENDENDO DE DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

Nesta extensao, sejam as fungoes y () € C"*! [x1, 2], busca-se o extremum do funcional

s = [ 6 {u @ @ )0} o

1

para o qual valem as condicgées de fronteira (i.e., os limites fixos)

y (71) = ao, Y (1) =ay, -, y(n) (z1) = ay, }
y(x2) =bo, y (z2)=b1, -, y" (22)=by.

Sem demonstracao, o extremum consiste nas solucéoes da equacdao de Euler-Poisson

oG d 0G d*> oG nd" 0G
7_77+77_...+(_) - =
dy dzx Oy  dx?dy" dxn oy

Este tipo de funcional pode surgir, por exemplo, em problemas de mecanica de corpos exten-
sos flexiveis, isto €, ndo rigidos. Este tipo de sistema nao sera discutido neste texto.

1.2.6.4 FUNCIONAIS COM CONDICOES DE FRONTEIRA VARIAVEIS

As aplicacoes do calculo variacional que serao consideradas neste texto assumem que as
condicoes de fronteira do funcional J sao fixas. A flexibilizacdo desta condicao para um funcional
do tipo (1.26) assume que a regidao de fronteira também é sujeita a variagées, isto é, D = D (s),
sendo s um parametro livre cuja variacdo descreve a variacdo da regiao de fronteira.

Este tipo de calculo variacional é empregado na demonstracdo do teorema de Noether.!? Este
teorema de grande importancia para teorias de campo afirma que toda simetria diferenciavel
(i.e., continua) de um sistema fisico implica em uma lei de conservacdo. O teorema de Noether
nao sera empregado neste texto, mas a conservacao de quantidades fisicas devida a simetrias
do sistema serao discutidas nas secoes 1.9 e 2.2.

1.2.7 EQUACOES DE EULER COM VINCULOS

A questao que se impde agora € como modificar o tratamento do calculo variacional quando
ha duas ou mais variaveis dependentes y; () (i > 2), mas estas ndo podem sofrer variacoes
independentes. Isto é, uma variagao dy;, aplicada a y; (z), implica necessariamente em variagoes
impostas também sobre pelo menos uma das outras variaveis y., y3, etc. Neste caso, a hipotese
de variac¢oes independentes que levou ao conjunto de equacoes de Euler (1.25) ndo € mais valida
e o formalismo deve ser modificado. Estas dependéncias ou condi¢cdes impostas as variacoes
de duas ou mais variaveis sao denominadas vinculos. Nesta secao sera discutido o caso onde
os vinculos sdo impostos sobre as variaveis dependentes somente. Outros tipos importantes de
vinculos e sua classificacdo serdo apresentados na secido 1.3.

10Demonstrado em 1915 pela matematica alema Emmy Noether (1882 — 1935).
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1.2.7.1 VINCULOS ALGEBRICOS ENTRE AS VARIAVEIS DEPENDENTES

Considera-se inicialmente o caso particular quando existem duas varidveis dependentes y ()
e z (z) (coordenadas), relacionadas entre si por uma equacao de vinculo

f(y,z,x)=0. (1.27)
Neste caso o funcional (1.23b) fica escrito
G=G{yy, 27z}

e o extremo do funcional J [y, z] € determinado por (1.24), o qual se reduz a

d 0G 0G d 0G
0J = — ——— ]9 — ——— | dz|dx=0.
/ K dy  dudy ) v (az dwaz/> } !
Porém, ao contrario do que ocorreu no tratamento apresentado na secao 1.2.6.1, quando as
variacdes das variaveis Jy; foram supostas independentes, agora estas nao o sdo. Uma variacao
0y deve necessariamente determinar a variacao dz através da equacao de vinculo (1.27). Como o

vinculo entre as variaveis dependentes y e z deve sempre ser obedecido, entdo qualquer variacao
dy deve implicar em uma variacao ¢z de forma a manter f (y,z,x) invariavel, ou seja, §f = 0.

Assim,
of of _9f/ 51/
—0y+ —d0z = 0z =
ay + EP 0= o0z 5 70z
ou seja, foi obtida uma relacdo entre as variacdées das coordenadas. Inserindo esta expressao no

integrando acima, resulta

d 0G 0G d OG\ 0f/dy
4 ——— = - —% )| == | dydz =
T = / [( Oy da:@y’) (6‘z dx&z’) Of )0z ydz =0
Agora ¢é possivel empregar-se novamente o teorema fundamental 1.2 e concluir que o ponto
estacionario do funcional é dado por

(8G d8G> (8G d8G>6f/6y_

dy  dxdy of 0z

of =

0z dx 0z

Esta expressao pode ser escrita como

oG _d 96\ (of\"'_(0G _d G\ (05"
dy  dx dy oy 0z dx 0z 0z
No resultado acima, observa-se que o lado esquerdo envolve somente derivadas de G e f
em relacdo a y e 3, ao passo que o lado direito envolve somente derivadas em z e z’. Como
ambas as variaveis dependentes sao funcdes da variavel independente z, a igualdade somente

sera satisfeita se ambos os lados forem iguais a mesma funcéo de z, a qual sera escrita como
—A(z). Isto permite desacoplar as equacdes em y e z, formando o sistema

oG d 090G of

?yf%aiy/Jr)\()ay,O (1.28a)
oG d 9G af

%*%@Jr (x )8z =0. (1.28b)

A solucao completa do problema envolve agora a determinacao de 3 funcées: y(z), z(z) e
A(x). Isto é possivel, em principio, porque ha 3 equacgdes: o vinculo (1.27) e as equacdes de
Euler (1.28a,b). A funcdo A(z) também €é conhecida como o multiplicador indeterminado de
Lagrange.

Para o caso geral de existirem n coordenadas (variaveis dependentes) y; (), y2 (z), ..., yn (2)
com m (< n) vinculos na forma

fj:fj(y17y27"’7yn7x):07 (j:1727"'7m)7

o tratamento acima pode ser facilmente generalizado, conforme é discutido a seguir.
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Dado novamente o funcional (1.23a), observa-se que, para um conjunto de m funcoes {\; (z)},
inicialmente indeterminadas, segue que

()fj(y17"'7y717 _0:>/ fj(yla"'vynaz)zo7 (]:17am)

Portanto, o funcional (1.23a) pode ser escrito de forma equivalente como

T2

J[yl,yz,...,yn1=/ G {yi ()}, (. (& m}+ZA o) f; (i} )| dr,

1

0 que nao altera o seu valor.
A condicgao de ocorréncia do extremum (6. = 0) resulta agora em

Sl = [ S o 3( ) if ) 52| G do =0,

o |i=1

Agora, a condicao necessaria e suficiente para que JJ se anule para quaisquer variacdes {dy;}

arbitrarias é
~ |0G d “
> i <8yz) JZ::)\ Sy; = 0. (1.29)

i=1

Se todas as variaveis dependentes no conjunto {y; (x)} sofressem varia¢des independentes,
entdo a condicao acima demandaria que os termos dentro de [- - -] fossem individualmente nulos.
Contudo, as funcées {y; (z)} também devem satisfazer aos vinculos f; {y;},z) =0 (j =1,...,m).
Devido a estes vinculos, m variaveis em {y; ()} sao dependentes das n—m restantes e a imposicao
[---] = 0 ndo pode ser imediatamente realizada. A técnica dos multiplicadores indeterminados
de Lagrange permite resolver este problema, levando a uma nova forma para as equacoes de
Euler-Lagrange em sistemas vinculados.

As m funcoes \; (z) podem ser determinadas se o conjunto {y; ()} for ordenado de tal forma
que as primeiras m variaveis sejam dependentes das n —m restantes e se for imposto na equacao
(1.29) que os primeiros m termos do lado esquerdo sejam identicamente nulos, i. e., que

oG 4 SR/ R
6:’./1' (62./1) Z ayl_ 7 (%—1,...,m).

& {{vi}{v; }so}

Como G {{y:},{y;};x} € um funcional conhecido, entao as quantidades ®; definidas acima tam-
bém o sdo. O mesmo se aplica a ¢;; () = df;/0y;. Portanto,

CPZ'FZAJ(]S”:(L (z:l,7m)
j=1
consiste em um sistema linear de equagdes para as incégnitas {),;} que pode, em principio, ser
resolvido e de onde resultam \; = A; ({v;},{v;},z). Obtendo-se as solugdes finais y; = y; (z),
resultam finalmente os multiplicadores indeterminados de Lagrange \; = A; (z).
Uma vez determinados os m multiplicadores de Lagrange, a equacao (1.29) se reduz a

" loc d u af B
> |5 -5 (5 +2 N (@) g o =0,

i=m-+1 j=1

a qual contém as variacdes dy; (i =m+1,...,n) independentes. Portanto, agora a imposicao
[---] = 0 pode ser realizada.

Desta maneira, a solucao completa do problema pode ser obtida pela solucao do sistema de
equacoes

G d G N, Of .
By dr oy dN@ =0, (i=1,...,n) (1.30a)
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fiyi,.. ., yn,x) =0, ou

dfj of; st afj B (G=1,...,m). (1.30b)
Z 8yz =0

Neste sistema, ha n + m incégnitas (coordenadas + vinculos), com n +m equacoes, o que torna o
sistema, em principio, soluvel.

1.2.7.2 EQUACAO DE EULER COM VINCULO INTEGRAL

Uma outra situacdo de interesse surge quando o vinculo também esta escrito em termos de
uma integracdo. Para caracterizar o problema, considera-se novamente o funcional J [y] dado em
(1.17), porém agora com um vinculo imposto sobre o extremuumn do mesmo, sendo este vinculo
expresso na forma de um segundo funcional K [y] = K, onde K é um valor constante que deve
sempre ser respeitado. Este novo funcional, portanto, fica escrito como

K [y] =/ g{y,y;z}de =K

1

A solucao este problema de vinculos € determinada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.3. Dado o funcional
T2
[] =/ Gy yx}da,
T

tal que y (x) € C! [x1,22] e tal que y (z1) = y1 e y (x2) = y2. Dado também o funcional

K [y] =/ g{y,y;z}de =K

1

onde K € R é constante. Sejay = y (z) um extremum de J [y|. Entéo, se y (x) ndo for um extremum
de K [y], existe uma constante \ tal que y (x) é um extremum do funcional

J[y]=/mz (G + \g) dz, (1.31)

1
isto é, y (x) satisfaz a equacéao diferencial

G d 0G A<ag d ag):O 1.52)

Jdy  dz Oy

oy dx oy

Exemplo 1.7 (O Problema de Dido). Um problema onde o uso de um vinculo integral se faz
necessario é o problema de Dido. Dada uma curva y (z) de extensao fixa ¢ e que cruza as abcissas
nos pontos (—a,0) e (a,0), qual sera a forma de y () que maximiza a drea sob a mesma?

/y(x)

Figura 1.9: Deseja-se encontrar a funcio y (z) tal que
a drea delimitada pela mesma seja a maior possivel,
para um perimetro fixo.

Resolugao: A situacao esta representada na figura 1.9. A area hachurada indica um elemento
de area dA = ydz. Entao a area total sob a curva é

A[y]/zyd:v-

Deseja-se maximizar A [y] mantendo-se a extensao total da curva constante. Este vinculo é

eXpresso por
L[y :/ déz/ V14 y?de =4,
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onde d¢ é o elemento de arco ao longo da curva. Identificam-se entdao em (1.32) os funcionais

G{y, vz} =y g{y, vz} = V1+y2.
Assim,
!/
oG ] oG 0 dg 0 g y

o

a7 =" oy " o i

e a equacao (1.32) fica

> =

dx /1+y/2 o dx /1+y/2 o

Yy (x) = i\/m“r co2, (C1,Cg = Ctes.)

a qual pode ser reescrita na forma

cuja solucao geral €

(@—c1)’+(y—c)’ = N,
a qual é a equacao de uma (semi) circunferéncia de raio A. Aplicando as condi¢des de contorno,

(a+c1)+E =X, (a—c1)’+& =X ~atca=%(a—c)=c =0,
>+ 2=\ =y = -2 — a2

Ou seja, necessariamente a < A, €
2
z? + <y+ VA2 - a2> =\

0 que mostra que o centro da circunferéncia localiza-se ao longo do eixo y, no ponto (0,cz). A
situacdo mais simples ocorre se a = A\, quando entao

resultando entdo em uma semicircunferéncia de raio a centrada na origem. Neste caso, a exten-
sdo da semicircunferéncia determina o valor da constante A:

giﬂ'a:ﬂ')\:>>\:£.
T

Exemplo 1.8 (O “caminho” de Gibbs para a entropia). Uma aplicacao interessante da acao
de vinculos sobre variacoes foi proposta por Josiah Willard Gibbs (1839 — 1930) para a determi-
nac¢ao da probabilidade de ocupacao de um determinado estado fisico de um sistema estatistico
em equilibrio termodinamico.

Dado um sistema estatistico com W estados discretos de energia acessiveis, a sua entropia
total (5), em equilibrio termodinamico, € dada pela férmula de Boltzmann

w
Slpi] = —ks va: Inp;,
i=1

sendo kp = 1,3807 x 10722 J/K a constante de Boltzmann e 0 < p; < 1 a probabilidade de ocupacao
do i-ésimo estado fisico com energia ¢;.

De acordo com Gibbs, a probabilidade de ocupacédo de um determinado estado fisico é tal que
a entropia € maxima, sob os vinculos do ensemble em questao. Deste ponto de vista, a entropia
S [p;] € interpretada como um funcional das probabilidades {p;} (i =1,...,W), o qual sera ma-
ximizado sob um ou mais vinculos. Essas probabilidades serao obtidas para dois ensembles, o
microcanoénico e o canonico.
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Ensemble microcanénico. Neste ensemble, o nimero de particulas, o volume e a ener-
gia total do sistema sao fixos. Neste caso, a maximizacido da entropia sera obtida com o
emprego de um unico vinculo:

w

filpr,ow) =) pi=1,

i=1

isto €, a exigéncia de normalizacdo da distribuicdo das probabilidades de ocupacao dos
estados.

Como S é um funcional das probabilidades {p;} e como essas, por sua vez, sao simples-
mente numeros e nao funcgdes, a maximizacao desejada sera obtida a partir do funcional

w w
Slp = Spl+M\fi(pi) = ks> _pilnp; + X\ (Zm) ;
i=1 i=1

de forma semelhante ao realizado em (1.31). Neste caso,

S =0(S+ M f1)=0,
w
Z [—kp(Inp; + 1)+ M\i]0p; =0 = —kp(lnp; + 1) + A\ =0
i=1

A /kp—1

—p =e = cte.

Ou seja, todos os estados tém a mesma probabilidade de ocorréncia. O valor do multi-
plicador de Lagrange \; € obtido retornando-se a condicao de normalizacao, de onde se
obtém

w w
Zpi = Ze)‘l/kal =M/EBl = ] =\, = 1—InW)kg = p; = WL,

=1 =1
Portanto, a entropia de um ensemble microcanénico fica simplesmente
S=k B In I/V,
a qual é a famosa expressio obtida por Boltzmann.

Ensemble canénico. Neste ensemble, o sistema ainda possui nimero de particulas cons-
tante, mas pode trocar energia com o ambiente. Ao atingir o equilibrio termodinamico,
o sistema passa a ter uma energia interna fixa, a qual é determinada por um parametro
intensivo denominado temperatura. Neste caso, a maximizacao da entropia sera realizada
por meio de um vinculo adicional, dado pela exigéncia de energia média (F) fixa:

w
fo(pro--pwir,. . ew) = (B) =Y piei =T,
i=1

sendo U denominado a energia interna do sistema.

Entao, o funcional a ser maximizado € agora

w w w
S[pil = Spi] + A fr () + Aafo (pi) = =k »_pilnp; + M (sz) + Az (Zm&-) :
i=1 i=1 i=1

Dessa forma,

w

(5§ =0~ {Z [*kB (lnpz- + 1) + M+ )\261']} op; =0,
=1

= —kp (hlpi + 1) + A+ Xg; =0 (1.33)

= p; =pi(e) = e(MitArees)/kp—1
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Retornando a condicao de normalizacao, determina-se \;:

w w
Zpi: 1= !Nk = Z (g, ... ew) :Zebsi/k‘?,

1=1 =1
sendo Z (¢;,...,ew) denominada a fung¢do de particéo do ensemble candnico.

Para obter o segundo multiplicador de Lagrange, retorna-se a (1.33), multiplica-se por p; €
realiza-se a soma, resultando

w w
S+ (M —kp)pi+X Y piei=0~S—kplnZ+ MU =0=S=kglnZ - \U.

i=1 i=1
Empregando-se agora a conhecida relacao termodinamica

1 95

T U’
resulta \y = —71.

Portanto, a probabilidade de ocupacédo do i-ésimo estado fisico no ensemble canoénico re-
sulta
6—81‘ / kBT

(e — 7—1,—€i/kgT _ =~
pi (61) Z e szil e—Ei/kBT’

a qual é a conhecida distribuicdo de Boltzmann.

Todo o formalismo do calculo variacional desenvolvido nesta secio sera agora empregado na
formulacado Lagrangiana da mecanica classica.

1.3 VINCULOS NA MECANICA CLASSICA

A existéncia de vinculos em grande parte dos sistemas fisicos € um dos grandes motivadores
para o desenvolvimento e uso do calculo variacional, uma vez que o mesmo possibilita um tra-
tamento mais simplificado da dinamica de sistemas vinculados do que € possivel na formulacao
Newtoniana.

Vinculos sao limitacdes a dinamica de um sistema fisico. Esses vinculos em geral sdo de
natureza geométrica ou cinematica. Na mecanica, a existéncia de vinculos sobre a dinamica das
particulas tera uma influéncia equivalente as forcas que agem sobre as mesmas. Um exemplo
imediato de dinamica com vinculos pode ser fornecido pelo problema do movimento de uma par-
ticula deslocando-se sob a acdo da forca peso sobre uma superficie esférica. A forma geométrica
da superficie sobre a qual a particula se desloca implica na existéncia de uma for¢a adicional
sobre a mesma, além do peso; no caso, a forca normal, a qual é sempre perpendicular a super-
ficie de contato. Se, além disso, existirem forcas de atrito atuando sobre a particula, entdo estas
também serdo determinadas pela forma geomeétrica da esfera.

Na formulacido Newtoniana, a acio desses vinculos deve ser traduzida na forma de forcas, as
quais sao determinadas tanto pela dinamica das particulas quanto pelas limitacoées geométricas
impostas pelos vinculos. Usualmente, esse tratamento nao pode ser feito de uma maneira trivial.
Por outro lado, na formulacido Lagrangiana, a agao dos vinculos é realizada através da imposicao
de equagées de vinculos, os quais sao incorporados pelo calculo variacional de uma maneira
relativamente mais simples, pois ndo demanda a definicdo de campos vetoriais complicados (as
forcas de vinculo).

1.3.1 EQUACOES DE VINCULOS

O movimento de um sistema dinamico é com frequéncia delimitado por agentes externos
que aplicam forcas sobre o sistema e que sdo, muitas vezes, dificeis de serem determinadas ou
mesmo desconhecidas. Por outro lado, em geral é possivel expressar-se esses vinculos na forma
de equacdes de vinculos, as quais sdo determinadas pela natureza geométrica ou cinematica
desses.
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Considerando a dinamica de um conjunto de N particulas que se deslocam no E?, assume-se
que estas tém seu movimento delimitado por um conjunto de K < 3N equagées de vinculos na
forma

fg ('I"l,...,’l"N;’i’l,...,’f’N,t) = O, ([ = 1,...,K), (134)

sendo r; = r; (t) (i=1,...,N) a posicdo instantanea da i-ésima particula e onde se assume que
as funcodes f; sao diferenciaveis nos seus argumentos. A figura 1.10 ilustra o caso de uma
particula movendo-se sob a ac¢do de uma forca resultante F, porém com movimento restrito por
uma equacao de vinculo do tipo f (r,t) = 0. A acdo conjunta das forcas e do vinculo é tal que a
trajetoria da particula fica sempre restrita a superficie.

ng

particula
\

\
o/

e

X

1

Figura 1.10: Uma particula movendo-se no E® sob a acio de uwma forca resultante F e restrita a wma superficie
determinada por uma equagdo ma forma f(r,t) = 0.

1.3.2 CLASSIFICACAO DOS VINCULOS

Uma classe particular importante de vinculos siao os denominados holénomos!! ou integrd-
veis. Estes ocorrem quando as equacdes de vinculo (1.34) se reduzem a

folri,...ornt) =0, ((=1,... . K), (1.35)

as quais descrevem restricoes de natureza puramente geométrica, sem dependéncia na cinema-
tica da particula.

Se um vinculo holénomo nao depende do tempo, este € denominado também _fixo ou escleré-
nomo. Por outro lado, se a dependéncia temporal existe, o vinculo mével também é denominado
reénomo.'2

Vinculos gerais como as equacées (1.34), as quais dependem das velocidades das particulas,
sao entao denominados ndo holénomos. Os exemplos a seguir ilustram alguns tipos de vinculos
usuais na mecanica.

Exemplo 1.9. Uma particula esta restrita a uma superficie fixa. Sendo r = (z1,22,23) 0 Vve-
tor posicao da mesma em um sistema Cartesiano, em relacdo ao qual a superficie permanece

Do grego hdlos (inteiro, completo) e némos (regra, lei).
12Do inglés scleronomic e rheonomic, respectivamente.
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fixa, entdo as coordenadas (x1,z2,23) ndo sao variaveis independentes mas devem satisfazer a
equacao de superficie
f(r)=f(z1,22,23) =0,

a qual consiste em um vinculo escleronomo. Se a superficie for uma esfera de raio R centrada
na origem, a equacao de vinculo é

3

f('r'):Zx?—RQZO.

i=1

Exemplo 1.10. Uma particula esta restrita a uma superficie mével ou deformavel. Neste caso,
o vinculo reénomo é dado por

f (Zla T2,T3, t) = 07
onde se nota a dependéncia temporal explicita na equacao.

Exemplo 1.11. Duas particulas se movem no espag¢o sempre unidas por uma haste rigida. Este
¢ um caso onde as forcas de vinculo sao dificeis de modelar. Porém, a equacao de vinculo €,
simplesmente,

(’I’Q — 7‘1)2 - L2 = O,

sendo L o comprimento da haste.

Exemplo 1.12 (Péndulo duplo). Um péndulo duplo oscila em um plano vertical fixo, conforme
esta representado na figura 1.11. Se o movimento das particulas ocorre no plano (z,y), entao as
equacdes de vinculo nos movimentos das mesmas sao:

vi i -1 =

(2 — $1)2 + (y2 — y1)2 ~13=0.

Figura 1.11: Péndulo duplo plano.

Exercicio 1.4 (Cilindro rolando sobre plano inclinado). Considere um cilindro rolando sem
deslizar sobre um plano inclinado, conforme representado na figura 1.12. Determine a equacao
de vinculo em termos das coordenadas generalizadas y € 0.

Resolugédo. Definindo como condicéo inicial 6 (y = 0) = 0, sendo # o angulo de rotacéo do cilindro
em torno de seu centro de simetria, entdo a relacao entre as duas coordenadas é y = R, sendo
R o raio do cilindro. Ou seja, a equacao de vinculo pode ser escrita

f(y,0)=y—R§=0.
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o

Figura 1.12: Um cilindro rola plano abaixo sem deslizar.

Esta equacao exprime a condicao de que o aumento na coordenada y ocorre somente devido a
rotacao do cilindro, sem permitir o deslizamento.

Neste exercicio e no proximo serdo oferecidos também importantes exemplos da diferenca
entre vinculos holéonomos e nao holénomos. No caso do cilindro, a equacao de vinculo f (y,6)
poderia ser diferenciada, resultando em

g(.0)=9-Ri=0,

a qual, aparentemente, se trata de um vinculo niao holénomo, conforme a classificacdo acima.
Contudo, este vinculo €, de fato, holonomo, pois a equacao g (y,é) = 0 pode ser integrada,
resultando em f (y,6). Ja no exercicio a seguir, os vinculos nao sao integraveis.

Exercicio 1.5 (Disco rolando sobre superficie horizontal. Parte 1). Considere um disco de
raio R que rola sobre um plano horizontal, conforme a figura 1.13. O disco pode agora rolar e
também girar em torno de um eixo de rotagao vertical (paralelo a z3). O disco nao pode, contudo,

“tombar”, isto € girar em torno da reta horizontal obliqua ilustrada na figura. Determine as
equacodes de vinculo do movimento do disco e classifique as mesmas.

X3

Figura 1.13: Disco rolando sem deslizar ou tombar
sobre uma superficie horizontal.

Resolucao. Como ) é a velocidade angular do disco em relacao ao centro geométrico, entao R|1/)|
é o modulo da velocidade deste ponto em relacdo a origem do referencial. Portanto, as equacoes
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de vinculos podem ser escritas
fi =iy — Ripcosdp =0 fo =iy — Ripseng = 0.

Ao contrario do exercicio anterior, os vinculos f; € f; ndo sdo integraveis, uma vez que a
coordenada ¢ também € uma variavel dependente neste caso. Portanto, este ¢ um exemplo de
vinculos nao holénomos.

Uma discussao didatica acerca das diferéncas entre vinculos holéonomos e nao holénomos
pode ser consultada em (LEMOS, 2003).

1.4 O PRINCiPIO DE HAMILTON

Principios de minimizacdo possuem uma longa histéria na fisica. A ideia subjacente a esses
principios € a suposicao de que a natureza sempre tende a se comportar de tal forma que certas
propriedades fundamentais sao “economizadas,” isto €, possuem os minimos valores dentre
todas as possibilidades de evolucao dos sistemas naturais.

O primeiro principio de minimizacao conhecido se deve a Hero de Alexandria (~10 — 70 AD),
que demonstrou que um raio de luz refletindo-se em um espelho sempre percorre a trajetoria
mais curta possivel. Como consequéncia deste principio, verifica-se que os angulos de incidéncia
e reflexdo sdo sempre os mesmos. Este principio fundamental da éptica geométrica foi posteri-
ormente generalizado por Fermat em 1657, afirmando que um raio de luz sempre se propaga de
um ponto a outro em um meio diafano ao longo da trajetéria de menor tempo. Com base neste
principio, € possivel deduzir ndo somente as leis de reflexdo da 6ptica geométrica, mas também
a lei de Snell da refracao.

As primeiras proposicoes de principios de minimizacao aplicados a mecanica podem ser tra-
cados a partir de Jordanus Nemorarius, no século XIII. A partir da formulacdo Newtoniana da
mecanica, as ideias de Jordanus foram desenvolvidas pelo matematico suico Johann Bernoulli
(1667 — 1748), o qual propos o Principio dos Trabalhos Virtuais, segundo o qual para um sistema
de particulas em equilibrio, a sua configuracao sera tal que dentre todos os deslocamentos vir-
tuais possiveis das mesmas, consistentes com os vinculos impostos ao sistema, o trabalho total
realizado pelas forcas que atuam sobre as particulas ao longo destes deslocamentos virtuais €
sempre nulo.

O principio dos trabalhos virtuais foi posteriormente generalizado para a dinamica de um
sistema de particulas pelo filésofo natural francés Jean le Rond d’Alembert (1717 — 1783). Em
sua obra Traité de dynamique,'® publicada em 1743, foi formulado o Principio de d’Alembert,
segundo o qual um sistema de particulas sempre evolui de tal forma que

3 (F§“> - i%-) Sy = 0, (1.36)
sendo FE“) a forca total aplicada a i-ésima particula do sistema, p, o seu momentum linear e
or; qualquer deslocamento virtual consiste com os vinculos impostos ao sistema. O Principio de
d’Alembert ja representou um avanco em relacdo a formulacdo Newtoniana, ao excluir qualquer
referéncia as forcas de vinculo. Por outro lado, os deslocamentos virtuais nao sao independentes
entre si, pois eles devem respeitar esses vinculos. Os deslocamentos virtuais ér, eram também
denominados velocidades virtuais pelos filésofos naturais do séculos XVIII. Por esta razio, o
principio de d’Alembert também €é conhecido como o Principio das Velocidades Virtuais.
Outra contribuicao foi realizada pelo filésofo natural francés Pierre Louis Maupertuis (1698
- 1759) em sua obra Ensaio de Cosmologia, publicada em 1750. O Principio de Minima A¢do foi
proposto a partir de seu dogma religioso pessoal de que Deus, em sua infinita sabedoria, criou o
universo de tal forma que este sempre evoluira com base no principio da economia. Assim, todos
os corpos do universo irdo sempre se movimentar de tal forma que sua ac¢do sera minimizada.
Na definicdo de Maupertuis, a acdo de um corpo ¢é o produto de sua massa pela distancia que
o mesmo percorre e pela velocidade com a qual esta se deslocando. Em sua obra, Maupertuis
afirmou que os principios de parciménia no comportamento da natureza demonstram a infinita
sabedoria do Criador e, portanto, demonstram irrefutavelmente a existéncia de Deus.

13Tratado de dinamica.
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A coroacao dos esforcos realizados durante o século XVIII, pelos estudiosos mencionados
acima e por outros, para desenvolver uma formulacio racional e consistente da mecanica foi
alcancada no tratado Mécanique Analytique,'* publicado em 1787 pelo matematico e astronomo
italo-francés Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813). Nesta importante obra, Lagrange deriva, en-
tre outras contribuigdes, as equagées de Euler-Lagrange. A sua deducao foi fortemente baseada
nos principios de Maupertuis e d’Alembert, fazendo uso também do formalismo do calculo de
variacoes, ao qual Lagrange prestou diversas contribuicoes.

Ja durante o século XIX, novas contribui¢ées foram apresentadas, por exemplo, pelo fisico e

matematico aleméao Carl Friederich Gauss (1777 — 1855). Em seu artigo Uber ein neues allgemeines
@rundgefets der Nedyanik, !> Gauss escreveu:

. Na natureza das coisas, ndo pode haver nenhum novo principio na ciéncia do
equilibrio e movimento que nao inclua os principios precedentes, ou que nao possa
ser deduzido a partir destes.

Contudo, um novo principio pode nio ser totalmente sem valor. E sempre interes-
sante e instrutivo considerar-se as leis da natureza a partir de um novo e vantajoso
ponto de vista, de forma a resolver este ou aquele problema de maneira mais simples,
ou de forma a se obter uma representacao mais precisa.

Dentro deste espirito, Gauss propos entao o Principio do Menor Vinculo, segundo o qual

(...) o movimento de um sistema de pontos materiais (...) ocorre a cada momento
em maxima concordancia com o movimento livre ou sob o menor vinculo. (...) A
medida do vinculo, (...) é considerada como a soma dos produtos das massas e dos
quadrados dos desvios do movimento livre.

Por movimento livre Gauss se refere as aceleracoes que os corpos corpos teriam somente devidas
as acoes das forcas aplicadas ao sistema livre de vinculos. Entao, para um sistema de N corpos,
se alvre = F,(f) /my, € a aceleracao livre de vinculos da k-ésima particula do sistema e a; € a
aceleracao do mesmo corpo devida ao movimento vinculado, a medida para o vinculo (3wang) do

sistema, denotado por Z, é
2

7 = Z mg | — —
e o movimento real de cada particula € tal que Z € minimizado.

O principio de menor vinculo foi mais tarde empregado pelo fisico alemao Heinrich Rudolf
Hertz (1857 — 1894) em sua obra ®ie Prinsipien der Mledyanit in neuem Jufammenbange dargeftellt, 6
publicada em 1894. Nesta obra, Hertz propde seu Principio de Menor Curvatura, segundo o qual
o movimento de um sistema isolado de corpos materiais ocorre ao longo de uma trajetoria de
menor curvatura com uma velocidade constante, de forma consistente com os vinculos impostos.
Sendo um sistema composto por N corpos, a quantidade

d’l‘k

¢ a medida da curvatura local da trajetoria do sistema em um espaco de configuracido de dimen-
sdo 3N, sendo r; a posicao instantanea da k-ésima particula e ds?> o elemento de arco ao longo
da trajetoria. Segundo Hertz, a trajetoria do sistema € tal que a quantidade K € minimizada.
A determinacao da trajetéria que minimiza K € equivalente a obtencao da curva geodésica, ao
longo da qual o sistema evolui. A importancia do principio da menor curvatura esta no estabe-
lecimento de uma fundamentacao conceitual para o posterior desenvolvimento da relatividade
generalizada em espacos curvos.

A formulacdo mais conhecida de principios extremantes aplicados a mecanica é devida ao
fisico, astronomo e matematico irlandés Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865), descrita em
dois artigos publicados em 1834 e 1835 na importante revista Philosophical Transactions of the
Royal Society of London. O Principio de Hamilton possui a seguinte formulacao:

l4Mecanica analitica.
15Acerca de uma nova lei fundamental da mecanica.
160s principios da mecanica apresentados em um novo contexto.
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Principio 1.1 (Principio de Hamilton). Dentre todas as possiveis trajetorias ao longo das quais
um sistema dinamico pode se mover entre dois pontos, dentro de um determinado intervalo de
tempo e de forma consistente com os vinculos impostos ao mesmo, a trajetoria real seguida é
aquela que minimiza a integral no tempo da diferenca entre as energias cinética e potencial do
sistema.

Considera-se inicialmente o movimento de uma unica particula em um campo de forcas
conservativas. As energias cinética e potencial da mesma sao:

T=T()eU=U/(r),

ou seja, a energia cinética é funcao somente da velocidade da particula, ao passo que a energia
potencial depende somente de sua posicdo. Define-se entdo a denominada fun¢do de Lagrange
ou, simplesmente, a Lagrangiana da particula como a diferenca

L=T(r)-U(r).

Rigorosamente, a Lagrangiana é¢ um funcional onde os pontos do dominio sdo as coordenadas
da particula z; = z; (t) € C? [t1,t2] (i = 1,2,3), as quais sao funcdes implicitas do tempo, que atua
como a variavel independente; ou seja,

L=L{r,e}=T()—-U(r).

Nota-se também que no caso de forcas conservativas, a Lagrangiana nao depende explicitamente
do tempo.
Assim, o principio de Hamilton se refere a integral no tempo

t2 t2
S= [ Liridi— / [ (#) — U (r)] dt. (1.37)
t1 tl

Observa-se que o funcional S tem a dimensao de energia x tempo, ou massa x deslocamento x
velocidade; ou seja, S possui a mesma dimensao da acao definida no principio de Maupertuis.
Em decorréncia, a quantidade S é denominada a integral de acdo ou, simplesmente, a acdo
do sistema. Deste ponto de vista, o principio de Hamilton € uma generalizacdo do principio de
minima a¢ao proposto por Maupertuis.

Entao, o principio de Hamilton afirma que dentre todas as trajetérias da particula, aquela
realmente seguida ira minimizar a sua integral de acdo. Este ponto extremante € obtido através
do calculo de .

2
65:5/ L{r,7}dt=0. (1.38)
t1

Como somente sdo consideradas as trajetorias possiveis no intervalo de tempo ¢, —t; que levam a
particula do ponto inicial 7y = r (¢1) ao ponto final r = r (t2), os limites de integraciao sao pontos
fixos na variacao de S. Portanto, as trajetdrias serdo determinadas novamente pelas equacées
(1.25), as quais passam a ser escritas
oL d 0L

5~ diae =0 (=1.2.3). (1.39)

Estas sao as equacées de movimento de Euler-Lagrange para uma particula movimentando-se
sob a acao de forcas conservativas.
Como a energia cinética de uma particula de massa m € simplesmente

L .o

T =—-—mr~,
2

a aplicacao das equacoes (1.39) sobre a Lagrangiana, com
oL oUu oL

833i - _8.CCZ‘ ¢ 8% -
resulta nas equacdes de movimento

oL d 0L N d (i) ou

2O = (may) = — 2=

Ox;  dtox dt Ox;
onde F; € a i-ésima coordenada da forcga total sobre a particula. Ou seja, o principio de Hamilton
resulta nas mesmas equacoes obtidas a partir da formulacdo Newtoniana. Alguns exemplos
simples sdo apresentados a seguir.

:Fiv
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Exemplo 1.13 (O oscilador harménico unidimensional). Abordando o exemplo classico de
uma particula movimentando-se ao longo do eixo = sob a acao de uma forca restauradora do
tipo F' = —kz, a qual € conservativa e possui a funcao energia potencial dada por

1
U(z) = 5/6:62,

sendo k a constante elastica, a Lagrangiana do sistema €

1 1
L:T—U:§m¢2—§kx2.

Desta, obtém-se a partir de (1.39) as equacdes de movimento:

oL d oL .
O, dios, O Mk =0,
cuja solucao € bem conhecida.

Exemplo 1.14 (O péndulo plano). Outro problema classico em mecanica. A massa m ilustrada
na figura 1.14 oscila sem atrito sob a acao da gravidade a partir do angulo inicial 6.

y

Figura 1.14: O péndulo plano, no qual a massa m oscila sem atrito a partir do dngulo inicial p.

Estabelecendo o ponto § = 0 como o nivel U = 0, a energia potencial do péndulo é U () =
mgl (1 — cosf). Assim a Lagrangiana da particula fica escrita, em coordenadas polares, como

1 .
L= 5m1202 —mgl (1 —cosh).

A coordenada polar ¢ sera denominada uma coordenada generalizada, sendo tratada da mesma
forma que uma coordenada retangular. Neste caso, a equacao de Euler-Lagrange (1.39) fica

escrita como 9L  d oL d
— - = —mglsen —mi®>—0 =
20 dt 99 0 = —mglsen m 7 0,
ou seja,

é—f—%senﬁzo,

a qual é a conhecida equacao de movimento do péndulo plano. A solucao exata desta equacao
sera discutida no exercicio 2.4.

1.5 COORDENADAS GENERALIZADAS

Os exemplos anteriores de aplicacao do formalismo Lagrangiano estavam restritos ao caso
extremamente particular de uma unica particula se movimentando ao longo de uma unica di-
mensao espacial.

Um sistema fisico geral pode ser composto por uma colecao de N particulas puntiformes,
algumas das quais podem estar conectadas entre si de tal forma que a distancia tipica entre as
mesmas pode ser considerada arbitrariamente pequena. Estas colecoes de particulas formam
entao corpos extensos.
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Para especificar o estado deste sistema geral em um dado instante de tempo, € necessario
empregar um conjunto de N vetores posicdo. Ou seja, o numero total de coordenadas no espacgo
Euclideano E? € igual a 3N. Se o sistema tiver a sua dinamica restringida por um conjunto de
m < 3N equacdes de vinculo, entdo as 3N coordenadas nao sao independentes entre si; de fato,
um total de m coordenadas sempre sera dependente das demais. Neste caso, o sistema € dito
possuir n = 3N — m graus de liberdade.

Para se descrever a dinamica deste sistema de N particulas, € necessario primeiro distinguir
os componentes dos vetores posicao e velocidade para cada particula. Em um sistema Cartesi-
ano, estes vetores podem ser distinguidos por um indice grego «, 3,7, --- = 1,2,..., N, enquanto
que as coordenadas individuais de cada particula continuam sendo identificadas por indices
latinos i,j,k,--- = 1,2,3. Desta forma a posicao e velocidade da a-ésima particula do sistema
podem ser representadas por

3

Ta =Y Tai®; (a=12...N) (1.40a)
i=1
3

o= daidi, (1.40D)
i=1

sendo #; (i = 1,2, 3) os vetores ortonormais candnicos no E®. Nesta representacio, a Lagrangiana
total do sistema passa a ser escrita como

L:L{rlﬂr27"'7TN77.1177.’2;---37;N;t}

=L{r11,%1,2, %13, .-, TN,1,TN,2, TN,3, 1,1, 81,2, 81,3, - - - EN,1, N2, N33t} (1.40C)

existindo também um total de m equacdes de vinculos na forma

a=1,2,...,N
fk (.23171, . ..J)N73;t) = fk ({xa,i} ,ﬁ) = fk ({T‘a} ,f,) =0, ¢ = 1,2,3 (140(1)
k=1,2,....,m,

vinculos estes que neste ponto serdo considerados holénomos.!”

Como € possivel perceber, a notacao comeca a se tornar complicada. Além disso, em muitos
sistemas o emprego de um sistema de coordenadas Cartesiano nao € adequado. Um sistema em
particular pode apresentar certas simetrias ou configuracdes geométricas as quais sao melhor
descritas com o uso de um sistema de coordenadas curvilineas. Esta situacdo ja ocorreu no
exemplo 1.14 do péndulo plano, onde foi conveniente adotar-se o sistema plano-polar. De fato, o
emprego deste sistema explicitou que o niimero de graus de liberdade do péndulo € igual a um,
uma vez que a massa oscila no plano zy, porém com o vinculo z? + y? = [2,

A descricao matematica do comportamento de um sistema em geral pode ser consideravel-
mente simplificada com o emprego de um sistema de coordenadas generalizadas, escolhido de
tal forma que:

1. Os vetores posicao e velocidade de cada particula do sistema sao univocamente determina-
dos a cada instante por esse novo sistema de coordenadas.

2. Os vinculos holénomos na forma (1.35 ou 1.40d) sao identicamente satisfeitos neste sis-
tema.

Em geral, é conveniente escolher um conjunto de coordenadas generalizadas tal que todas sejam
independentes entre si.

As novas coordenadas podem apresentar as caracteristicas comuns as leis de transformacao.
Por exemplo, elas podem ter dimensido de comprimento ou uma outra dimenséao fisica. Podem
até mesmo ser adimensionais, como foi o caso da escolha ¢ = 6 realizada no exemplo 1.14.

Nesta descricao, portanto, o sistema de N particulas restringido por m equacodes de vinculo
passa a ser descrito por um conjunto de n = 3N — m coordenadas generalizadas, quando os
vinculos forem todos holénomos. Denotando estas coordenadas por ¢; (j =1,...,n), deve existir

170 tratamento de vinculos nao holénomos sera realizada na secéo 1.8.4.
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entdao um conjunto de leis de transformacado do tipo

a=1,...N
Ta,i = Tayi (Q17q2a"'7QH7t) =Ta,i ({QJ}vt) =Ta,i (q7t>7 1= 17273 (141a)
7=1,...,n,
onde g = (q1,¢2,...,9»). Para que as leis de transformacao acima sejam validas, € necessario
também existir as transformacoées inversas
Qj = q]' (1’1717...,$N737t) = q]' (T‘h...,’l"N,t), (] = 1,...771). (141b)

Por sua vez, os componentes do vetor velocidade de cada particula devem ser expressos pelo
conjunto de leis de transformacéao

j:a,i - :.Eoc,i (CI17 ey Qn7q17 ey Q'rut) = i'a,i (q7qat) (1410)
4 =qj (1,1, TN3:T11 -, BN, E) =G5 (T2, PN T, TN ) (1.41d)
As quantidades {¢;} (j =1,...,n) sdo denominadas velocidades generalizadas.

Finalmente, as m = 3N — n equacoes de vinculos holonomos sdo dadas por (1.40d) e devem
ser igualmente satisfeitas pelas coordenadas generalizadas, quando entdo passam a ser escritas
como

fe(q,t)=0 (k=1,2,...,m). (1.41e)

Exemplo 1.15 (Péndulo plano). Retornando ao exemplo 1.14, o vinculo z? + y?> — > = 0 foi
explicitamente empregado na escolha da nova coordenada generalizada ¢ = 6, o que reduziu a
dimensionalidade da Lagrangiana ao numero de graus de liberdade do sistema (n = 1) e possibi-
litou a derivacao imediata da equacdo de movimento do péndulo.

Um procedimento alternativo seria partir do conjunto de equacdes de Euler-Lagrange com
N =1, i=1,2 para as coordenadas Cartesianas da particula e usar o método dos multiplicadores
de Lagrange, introduzido na secao 1.2.7, para tratar o seu movimento vinculado. Neste caso, a
partir do sistema (1.30) resulta

OL d OL af

OL d 0L af

aiy_aaiyﬁ‘/\(t)afy—o

fla,y)=a"+y* -1 =0,
sendo

1 1
LZL{fc7y}=§m(5c2+yz) —mg(y—1) — §m(¢2+yz) — mgy,

onde a constante mgl/2 foi ignorada na Lagrangiana por nao alterar as equacoes de movimento.
Ou seja, as equacgoes de movimento vinculadas ficam

mz — 2z (t) =0
mij+mg—2yA(t) =0
2?4 9? =12

Observa-se que o sistema de equacdes € de dificil tratamento. Por isso, é conveniente mudar
para o sistema de coordenadas plano-polares, cujas leis de transformacao sao

r=rsenfey=—rcos = i =rsend +rcosf e j = —rcos 0 + r sen 00
— & = i'sen + 2 cos 070 — r sen 0% + r cos 00

e jj = —i'cosf + 2sen 070 + r cos 06% + r sen 6.
Portanto, a dinamica do péndulo € descrita por
m (i“'senﬁ + 2cos 070 — 7 sen 062 + TCOSH@) —2rsenfA(t) =0

m (—fcos@+256n9¢9+T008992 +rsen0§) +mg +2rcosfA(t) =0
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r? = [? = constante.

Com a equacao de vinculo, observa-se uma simplificacao no sistema de equacodes:
ml (f sen 002 + cos 99) —2lsenfA(t) =0 (xcosb)
ml (cos 062 + sen 99) +mg+2lcosOA(t) =0 (xsenb).
Realizando-se as multiplicacées indicadas acima e somando-se as equacées, resulta

6+ % senf = 0,
a qual é a equacao de movimento desejada. Observa-se neste exemplo como a deducao foi bem
mais trabalhosa.

Retornando agora ao problema da descricdo do estado fisico do sistema de N particulas res-
tringido por m vinculos, como o numero de graus de liberdade € n = 3N — m, diz-se também
que n € a dimensionalidade deste sistema. Entao, escolhendo um conjunto adequado de n co-
ordenadas generalizadas, € possivel passar-se a representar o estado do sistema em um espaco
Euclideano de dimensao n, denominado espaco de configuracéo e que pode ser representado por
E™.

Cada dimenséao deste espaco corresponde a uma das coordenadas ¢; independentes € a evo-
lucao temporal do sistema de particulas € representado por uma curva no E", sendo que os
pontos ao longo da mesma sao obtidos pela evolugcido paramétricas das coordenadas ¢; = g; (t)
(j =1,...,n). Para um dado instante ¢, o conjunto de coordenadas {¢; (t)} representa a configu-
racao do sistema fisico neste instante.

1.6 EQUACOES DE EULER-LAGRANGE EM COORDENA-
DAS GENERALIZADAS (VINCULOS HOLONOMOS)

Tendo em vista a discussao acima sobre coordenadas generalizadas, o Principio de Hamilton
pode ser reapresentado da seguinte maneira.

Principio 1.2 (Principio de Hamilton). Dentre todas as possiveis trajetérias ao longo das quais
um sistema dinamico pode se mover entre dois pontos no seu espaco de configuragéo dentro de
um determinado intervalo de tempo, a trajetéria real seguida é aquela que minimiza a integral no
tempo da Lagrangiana do sistema.

Dadas entao as leis de transformacao (1.41), a energia cinética total do sistema passa a ser
escrita como
T = T(T177TN) = T(qvqat)

e a energia potencial total como
U=U(ry,...,rn)=U(q,t).
Em consequéncia, a Lagrangiana do sistema passa a ser escrita como
L=1L{q,qt}=T(q.qt)—Ul(q1).

Inserindo esta Lagrangiana em (1.38) e calculando-se novamente a variacdo da integral de acao,
obtém-se diretamente as equacgées de Euler-Lagrange em coordenadas generalizadas

oL d oL _

E importante enfatizar que a validade das equacées de Euler-Lagrange é garantida pelo cum-
primento das seguintes condicées:

1. As forcas aplicadas no sistema (excetuando-se as forcas de vinculo) devem ser derivaveis a
partir de potenciais. Isto ndo necessariamente implica em que as forcas sejam conservati-
vas.
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2. As equacoes de vinculo devem ser holonomas. Se houver vinculos nao holénomos agindo
sobre o sistema, a derivacdo das equacdes de Euler-Lagrange deve ser revisada.

Alguns problemas envolvendo a formulacao Lagrangiana serao discutidos a seguir.

Exercicio 1.6. Uma particula de massa m € restringida a se mover sobre a superficie interna
de um cone liso de angulo de abertura «, conforme representado na figura 1.15. Se somente é
aplicada a forca peso sobre m, determine as coordenadas generalizadas, as equacdes de vinculo
e encontre as equacoes de movimento.

Figura 1.15: Uma particula movendo-se mo
interior de um cone com dngulo de abertura
a. Sao empregadas coordenadas cilindricas
como coordenadas generalizadas.

Resolucao. Como coordenadas generalizadas, emprega-se as coordenadas cilindricas.'® Con-
tudo, a equacao de vinculo é
z =rcotq;

portanto, o sistema possui 2 graus de liberdade com as coordenadas
@ =req=2>0.
A velocidade em coordenadas cilindricas €
v =72 4120 + 22 = 72 412602 4 7% cot? a = 72 cosec® o + 1262,
onde foi empregado o vinculo. A energia potencial é
U = mgz = mgr cot a.

Entao, a Lagrangiana fica
. 1 .
L {T, 0,r, 9} = im (7*2 cosec? o + r292> — mgr cot a.

As equacdes de Euler-Lagrange ficam entao

oL d oL _
or dtor
oL d o1 _
80  dt oo

Mas como L nao depende de 6, a segunda equacao se reduz a

d 0L oL 9
—— = 0= — = mr° = constante.
dt 96 00
Como mr20 = mr?w é o momento angular sobre o eixo z, esta equacido exprime simplesmente a
conservacao do momento angular nesta direcao.
A outra equacao fica

2

rf* — gcot o — i cosec? a = 0 = 7 — rf? sen® o + gsen avcos @ = 0.

Pode-se eliminar § nesta equacao com a expressao para o momento angular.

18Ver, por exemplo, Apostila de Fisica-Matematica, secdo 1.5.1.
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Exercicio 1.7. O ponto de apoio na extremidade de um péndulo de comprimento b esta preso
a borda de um disco vertical de raio a, o qual esta girando com velocidade angular constante
w, como ilustrado na figura 1.16. Obtenha a expressido para os componentes Cartesianos da
velocidade e aceleracdo da massa m. Obtenha também a equacdo de movimento do péndulo.

Figura 1.16: Um péndulo simples conectado a um disco em rotagio com velocidade angular constante.

Resolugéao. Posiciona-se a origem do sistema de coordenadas no centro do disco em rotacao.
Neste caso, as coordenadas Cartesianas da posi¢do da massa m ficam

x=bsenf + acos(wt) e y=—bcosh + asen (wt).
Neste caso, as componentes da velocidade sao
i = bcos 00 — awsen (wt) e = bsen 06 + aw cos (wt) .
Portanto, as componentes da aceleracao sao:
i=b (COS 06 — sen 992) — aw? cos (wt)
j=>b (sen 66 + cos 092) — aw? sen (wt) .
Tomando-se a energia potencial nula em y = 0, a Lagrangiana do sistema se torna:

L= %m (x'2 +y2) —mgy

= %m (b292 + aw? 4 2abw sen (0 — wt) 9) — mg [asen (wt) — bcosh] .
Como a unica variavel dinamica restante € § = 6 (t), as derivadas de L sao:
oL .
20 = —mb [g send — aw cos (6 — wt) 0}

a—[f =mb [b@ + awsen (6 — wt)} ,
o0

e a equacao de movimento resulta em:
oL d oL _
00 dt o0
gsen® — awcos (6 — wt) f + b + aw cos (6 — wt) (9 - w) =0,

b0 + gsen  — aw? cos (6 — wt) = 0.
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Exercicio 1.8. Um péndulo simples foi instalado no teto de um vagao de trem que se move com
aceleracdo constante, conforme ilustrado na figura 1.17. (a) Encontre o angulo de equilibrio 6.,
para o qual o péndulo fica em equilibrio com o movimento do trem. (b) Encontre a frequéncia de
pequenas oscilacdées do péndulo.

Figura 1.17: (a) Um péndulo estd fixo no teto de um
vagdo que se move com aceleragio constante. (b)
Existe um dngulo €. no qual o péndulo estd em equi-
librio.

(b)

Resolugao. (a) Sejam ¢ o comprimento do péndulo, m a massa do mesmo, a a aceleracdo do
vagao e 6 o angulo que o péndulo faz com a linha vertical, a posicao e a velocidade instantaneas
do péndulo serdo sempre medidas em relacdo a um referencial inercial fixo ao solo. Este refe-
rencial sera posicionado de tal forma que o eixo = € horizontal e o eixo y € vertical. A energia
potencial gravitacional sera assumida nula quando 6 = +7/2, ou seja, quando o péndulo estiver
na horizontal. Desta forma,

T = m (i +7?) U(y)=mg(y—yp),

sendo yp a distancia do solo ao ponto fixo do péndulo. Assim, a Lagrangiana do péndulo é

1
L=T-U-= §m(j:2+y2) —mg(y—yp).

Agora, deve-se levar em conta que o movimento de m € vinculado. A particula esta sempre
a uma distancia constante do ponto fixo P, mas este se move com aceleracao constante, junto
com o vagao, na direcdo z. Entao, as formulas cinéticas do ponto fixo séo:

L s
yp = cte. xp (t) = xo + vot + iat )
Desta maneira,
x(t)=xzp(t)+ Lsenf y(t) =yp — Lcosb,

sendo que 6 > 0 significa uma oscilacao no sentido anti-horario em relacao a vertical.
Inserindo as equacdes de vinculos (holénomos) na Lagrangiana, resulta entao

1 2 .
L= im {(vg + at + £ cos 09) + 02 sen? 992} + mgl cos .

Ou seja, a unica variavel dinamica é 6 = 0 (¢). As derivadas de L sao:

L . . .
g—e =m [— (1}0 +at+€cos€9) {sen 06 + (2 sen@cos@@ﬂ — mglsenf
L . .
a—. =m [(vo+at+€cos€9)£cos€+€28en2 9(9}
00
d oL - .
Ty i m [5 60— (vo—i-at)ésenﬁe—i-aécose} .
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A equacao de Euler-Lagrange fica entdo

OL _d oL _
00 dt o0

9—&-%863119—!— %003020.

Embora a equacdo de movimento tenha sido obtida, a sua solugdo analitica é tao dificil
quanto a equacao de um péndulo simples. Contudo, € possivel encontrar o angulo de equilibrio
6. como sendo aquele para o qual 6. = 6. = 0. Este angulo €

tanf, = _¢ — 0, = —tan"* (a) .
g g

O sinal “—” indica que 6, esta orientado no sentido oposto a aceleracao.

(b) Dado entao o angulo de equilibrio, € possivel obter a equacdao do péndulo quando as
oscilacoes sao de pequenas amplitudes em torno de §.. Para tanto, define-se a variavel 7 (¢) =
0 (t) — 0., em termos da qual a equacao de movimento fica escrita

1
i+ Z\/aQ—i—gzsenn:O.

Assumindo por fim que |n| < |6.|, a equacao de movimento pode ser aproximada por

n+w§n:0,

a qual € a equacao de um oscilador harménico com frequéncia angular

1
Wi = Z\/GQ + g2

E interessante observar como a frequéncia aumenta com a aceleracao do trem.

Exercicio 1.9. Uma conta desliza sem atrito sobre um arame liso e curvado ao longo da parabola
z = cr?, como ilustrado na figura 1.18. A conta roda ao longo de uma circunferéncia de raio R
quando o arame esta girando em torno de seu eixo de simetria vertical com uma velocidade
angular w. Encontre o valor da constante ¢ para a conta permanecer em equilibrio.

Figura 1.18: Uma conta desliza sobre um arame liso
que estd rotando em torno do eixo z.

Autor: Rudi Gaelzer — IF/UFRGS Inicio: 02/2014 Impresso: 3 DE OUTUBRO DE 2024



42| 1.6. Equacoes de Euler-Lagrange em coordenadas generalizadas

Resolugao. Como o problema tem simetria cilindrica, serao escolhidas como coordenadas gene-
ralizadas r, ¢ e z, que definem um sistema de coordenadas cilindricas. Neste sistema, a energia
cinética da particula fica

1 .
T=gm (7’“2 + 2 +r2¢2) :

Determinando para a energia potencial U (z = 0) = 0, esta fica escrita U = mgz.
As equacoes de vinculo para este problema sao

1 .
z=c? = =27 =T = im [(1—}—4027“2) 7'“2+r2¢2}, U = mger?,
¢:wt:><ﬁ=w:cte.

A ultima equacdo resulta da exigéncia que a particula permaneca sempre sobre o arame que
esta girando em torno de z.
Assim, a unica variavel dinamica restante € r, resultando a Lagrangiana

1
L{rr} = 3m [(1 + 402r2) 72+ w2r2] — mger?
e da equacao de Euler-Lagrange temos
(1 + 4627“2) P+ 4ctri? + (2gc — w2) r=0,

cuja solucao fornece o movimento geral da particula.
Entretanto, foi solicitado em que condicdées a conta permanece em equilibrio, ou seja, com
r = R = cte. Nesta situacao, 7 = # =0 e a equacdo de movimento se reduz a

(Qgc - w2) R=0,

de onde segue que

conforme solicitado.

Exercicio 1.10. Considere o sistema de polias duplas com massas despreziveis ilustrado na
figura 1.19. Determine as equacdes de movimento das massas mi, my € mg, empregando as
coordenadas indicadas.

Resolucao. Sendo ¢ e {2 os comprimentos totais das cordas que prendem as massas a partir
das linhas tracejadas horizontais, se as distancias x e y sdo medidas a partir dos centros das
polias, entao

param; vy =2

d L
paramg:vgza(ﬁl—x+y):ﬂv+y

d
param3:03:%(81—m+€2—y):—5€—y.

Portanto,

1 1 1
T = §m1j32 + 5ma (& — 1) + 5 (& +17)°.

Definindo-se U =0 em z = 0,
U=—mige —mag(ly —x+y) —mzg(ly —x+ Ll —y).

Portanto, as equacdes de movimento para = e y podem ser obtidas, resultando no sistema de
equacoes

mid +me (& — ) +ms(@+9) =(mg —ma—m3)g

—ma (& — §) + ma (& +§) = (m2 —ma) g,

o qual pode ser resolvido.
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Polia 1

ll—x

-y

mg

ma

Figura 1.19: Uma mdaquina de Atwood com duas polias.

Exercicio 1.11 (Péndulo duplo). Retornando ao exemplo 1.12 do péndulo duplo, derive as
equacoes de movimento das massas.

Resolucdo. Verificando a figura 1.11, as seguintes transformacdes de coordenadas sdo conveni-
entes:

x1 =l senby Y1 = 1 cos b To = [y sen By + Iy sen Oy Yy = 11 cos 61 + I cos .
Ou seja,
.’bl = ll COS 0191 Yy = —ll sen@lél
,:.EQ = ll COS 9191 + 12 COS 929.2 y2 = 7[1 sen 9191 — ZQ sen 0292.

Entao, as energias cinética e potencial ficam escritas

1 . 1 R ..
T = 5 (m1 + 77”L2) lf&f + 57)’121%9% + mol11l5601 6045 cos (91 — 92)

U = — (m1 +mz2) gly cos 1 — magls cos bs.

Finalmente, as equacdes de Lagrange para 6; e 6, resultam nas equacgdes de movimento

(m1 + mg) l%el + malyls cos (91 — 92) ég + molils sen (91 - 92) 9% + (m1 + mg) glysenf; =0 (1.43)
mglgég + malyls cos ((91 — 92) él — molils sen (91 — 92) 9% + mogls sen @y = 0. ‘

A figura 1.20 ilustra a solucdo numeérica do sistema de equagdes para o péndulo duplo para
um certo conjunto de condic¢ées iniciais. Simula¢des que visualizam dinamicamente as solucoes
de (1.43) estdo disponiveis para Mathematica,'® python?® ou em outras fontes.?!

19<http 1/ /www.wolfram.com/mathematica/new-in-9/advanced-hybrid-and-differential-algebraic-equations/
double-pendulum.html>.

20<https: / /matplotlib.org/stable/gallery/animation/double_pendulum.html>.

2lSimulacées do péndulo duplo podem ser visualizadas em <https://www.youtube.com/watch?v=QXf95_EKS6E>
ou <https://www.youtube.com/watch?v=zX2R3BxBe74>. Um video mostrando um péndulo duplo pode ser visto em
<https://www.youtube.com/watch?v=U39RMUzCjiU>. Note que este € um péndulo fisico , cuja dinamica deve ser
descrita incluindo-se também os conceitos abordados no capitulo 3.
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Trajectory of pendulum 1

Trajectory of pendulum 2

Figura 1.20: Trajetérias das massas mi (curva vermelha) e ma (curva azul) de um péndulo duplo, obtidas a
partir da solugdo mumérica do sistema de equagdes (1.43). As condigdes iniciais sdo z1 (0) = 1, y1 (0) = 0,
22 (0) =1 e y2 (0) = —1, com ambas partindo do repouso.

1.7 POTENCIAIS GENERALIZADOS E FORCAS DISSIPA-
TIVAS

Nesta secao sera realizada uma breve discussao a respeito da generalidade das equacoes de
Euler-Lagrange e serao também apresentadas situac¢dées importantes nas quais, dentre todas
as forcas aplicadas ao sistema de particulas, podem existir forcas nao conservativas tais como
forcas que dependem de velocidade, forgas dissipativas ou forcas motrizes. Nos dois ultimos
casos, as expressdes obtidas serdao importantes para a discussao a respeito de vinculos nao
holénomos, a ser realizada na préxima secao.

1.7.1 FORCAS E POTENCIAIS GENERALIZADOS EM SISTEMAS HO-
LONOMICOS

Como foi mencionado na secao anterior, quando os vinculos sdo holonomos as equagodes de
Euler-Lagrange podem ser escritas na forma (1.42) mesmo se as forcas nao forem conservativas,
basta que as forcas sejam derivaveis de potenciais. O importante exemplo da Lagrangiana de
uma particula carregada no campo eletromagnético sera apresentado a seguir.

Exemplo 1.16 (Lagrangiana da carga em um campo eletromagnético). Considera-se uma
particula de massa m e carga ¢ submetida a um campo elétromagnético com E = E (r,t) €
B = B(r,t). A forca exercida pelos campos sobre ¢ é a forca de Lorentz??

1
Fq(E+v><B>.
c

Escrevendo os campos em termos do potencial escalar elétrico ¢ = ¢ (r,t) e do potencial vetor
A= A(r,t), como

E:—Vq&—l% B=V XA,
c Ot
resulta
10A 1
F—q|:—V¢—Cat+C'UX (VXA)
1 A
:—qV(gb—v-A)—q{a—l—(v-V)A}, (1.44)
c c| ot

poisvx (VX A)=V (v-A)—(v-V)A.

22No sistema de Gaussiano unidades.
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Deseja-se escrever agora a forca de Lorentz como uma forca generalizada, a qual € obtida a
partir de uma funcao potencial generalizado, dependente de velocidade. A expressao genérica
para tais forcas generalizadas é apresentada mais adiante, na equacéao (1.49). Ou seja, deseja-se
escrever a forca de Lorentz acima como

Fy (r,7,t) = —8—U(r,1",t)

o U(r,rt), (k=1,2,3), (1.45)

i o,
sendo U (r,,t) o potencial generalizado em questao.

Para tanto, observa-se inicialmente que a medida que a carga ¢ se desloca no espacgo sob
a acao dos campos, esta passa por regioes onde os mesmos variam, tanto devido as suas de-
pendéncias explicitas no tempo quanto devido as dependéncias espaciais. Entao, se o potencial
vetor for escrito da seguinte maneira:

A=A(r(t),1),

sendo r (t) a posicdo instantanea da carga, a expressao acima ilustra como os campos experi-
mentados pela particula variam ao longo de sua trajetéria. Pode-se calcular entdo

dA _
dt

3
0Adr; 0A
oz, dt ~ ot T VA

0A .
ot ;

=1
Assim, a k-ésima componente da forca de Lorentz em (1.44) resulta escrita como

- 0 1 quk
Fi= Tozy <¢ ¢’ A) c dt

Como nem ¢ nem A dependem explicitamente da velocidade da particula, a seguinte identidade
€ valida: 5 5
A, = — (7 A) = —
= e T A = 5,

Portanto, a forca de Lorentz pode ser expressa na forma (1.45) como

(7 -A —co).

0 q. d o q.
F=—-— —ipA) —1iA

b Oz}, ( ¢ e ) + dt Oy, (qd) e )’
onde se identifica o potencial generalizado

U (r,7,t) = qo (r,t) — %r A(r,t),

de modo que a Lagrangiana da carga no campo eletromagnético fica escrita

Lir, vt} = %mi’2 —qo(r,t)+ 9.4 (r,t).
c

Sera realizada agora a derivacdo da Lagrangiana de um sistema de particulas cuja dinamica
¢ determinada tanto por potenciais generalizados quanto por vinculos holonomos. Na derivacao,
sera assumido que existe um conjunto de n coordenadas generalizadas, sendo » numero de
graus de liberdade do sistema, de acordo com a discussao realizada nas secoes 1.5 e 1.6.

Retornando inicialmente ao caso particular de forcas conservativas, a fungao energia poten-
cial total do sistema € escrita como U = U (q,t) e as equagdes de Euler-Lagrange ficam

T(gat) -Vt - 20 Tigan=0 (k=1...n),

Aq dt 9qy,
as quais podem ser escritas como
0 d o 0
—T 7,t) — —=—T 7,t) = — t) = —F t 1.46
8Qk (q7 q, ) dt BQk (qv q, ) an U (q7 ) k (qv ) ) ( )

onde

0
Fi (q,t) = —a—qu(q,t)
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sao as componentes das forcas conservativas em termos das coordenadas generalizadas. A
forma acima para a equacdo de Euler-Lagrange foi justamente aquela obtida por Lagrange a
partir do Principio de d’Alembert.

Na ultima expressao acima, a funcao energia potencial U (g,t) € um campo escalar que atua
no espaco de configuracao E”, ao passo que as forcas conservativas Fj, (q,¢) sdo campos vetoriais
que atuam também no E™. Estes campos vetoriais podem ser expressos na forma de uma n-upla
como F (q,t) = (Fy, Fs,...,F,) € E".

A relacdo entre estes campos que atuam no espaco de configuracao do sistema com as forcas
e os potenciais no E3, os quais atuam sobre as particulas do sistema, pode ser estabelecida da
seguinte maneira. Retornando a discussdo realizada na sec¢do 1.5 a respeito de coordenadas
generalizadas, a forca total que atua sobre a a-ésima particula do sistema pode ser expressa
como F, =F,(ry,...,rq,...,7n), onde ja se assume que todas as forcas no sistema sdo conser-
vativas. Neste caso, de acordo com os resultados obtidos na secao 1.1.2.3, a forca total sobre
cada particula sempre pode ser expressa em termos de uma funcao energia potencial como

oU
Fo,=-V,U(ry,...,Txn) :—Zfﬁci.

i=1 O ai
Levando em conta agora as leis de transformacao (1.41), observa-se que paratodo j =1,...,n,
or,, al ara L 0U Ora, 0
ZF 3, ~ 2 VU g, " _le;ax 5y~ og° @Y

Ou seja, o campo de forcas que atua no espaco de configuracao do sistema esta relacionado com
as forcas que atuam individualmente sobre as particulas do sistema através de

N or
=N"F,- 2% (j=1,...,n). (1.47)
a§=1 94, (J )

Agora a hipétese de forcas exclusivamente conservativas sera descartada. Assume-se que
existem forcas nao conservativas, porém tais que elas podem ser derivadas a partir de um po-
tencial dependente também das velocidades generalizadas. O exemplo 1.16, onde a Lagrangiana
de uma carga no campo eletromagnético foi derivada, servira de modelo para tais potenciais
generalizados.

As forcas em questao devem ser derivaveis a partir de potenciais do tipo

U=U(ry...,7N,V1,...,UN,1),
através da relacao
a,t 1y---5TN,V1ly.--, UN, - 336@,1 dta’[la’i.
Neste caso,
N N N 3
or, oU 0xq.; 0xq,; d OU
F, - —=— d
2 Far 50 =" X2 e oyt 2 g, doun
a=1 a=1 i=1 ’ a=11i=1 ’
Mas,

6$a,ii ou _1 0xo,; OU _ oU gax%i
aq]‘ dt 81)04,7; B dt aq]‘ 811(”- 811(” dt 8(]]' '

Além disso, dadas as leis de transformacao r, = 7, (q,t) € v, = v, (g, q,t), observa-se que

dra or, .
va: —r Z%E

de forma que
ov, Or, Or,

=% . (1.48a)
(9qj aq]‘ 8qj
Da mesma maneira,
d Oz "9 890 8 ox ox 890 ; O0vg
“ @, a,l . a,t _ a,t . a,t _ a,z. 148b
dt 0Og; Z 815 Jq; 0q; (Z an ot ) 0q; ( )
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al O al U 0%a; OU dOza;) o= d [0zq; OU
ZFQ.&]]-__ZZ<8$@1 0q; +8va,i% 0q; )+szt< 0q; 811,”)

__XN:Z?’: OU Brai  OU Dug,
B 81:041 aqj ava,i an

_|_
[]=
SIS
@
S|
@
@
IS
N———

o qual se reduz a

N T, oU  d oU
> For =2t
8(]]' 8qj dt 8(]]'

sendo U = U ({ra},{#a}.t). ou seja, ainda dado em termos das grandezas cinematicas das
particulas do sistema.

Entao, se o potencial puder ser escrito agora em termos das coordenadas e velocidades gene-
ralizadas como U = U (q, g,t), sendo denominado neste caso potencial generalizado ou potencial
dependente de velocidades, e se as forcas generalizadas Qi = Qy (q, q,t) forem obtidas a partir
das expressoes

oUu d oU
; 1,t) = ——+ —— =1,... 1.49
Q] (q7qa ) 8(]] + dt aq»j7 (] 9 ,TL), ( a)
onde
N or
(q,q,t) Z (P1,. s PN, VL, .., UN,E) - aq% (1.49b)
a=1 j

entao, retornando a (1.46) e substituindo Fj por @, resulta

ou d oU

T(a. 1) — Tla if) = — ., _0U doU
(q,4,1) (g,4q.t) Qr (q,q,t) dae i 9dr

dar dt O
a qual pode ser colocada novamente na forma das equacgdes (1.42), com a Lagrangiana do sis-

tema escrita como

1.7.2 FORCAS GENERALIZADAS DISSIPATIVAS OU MOTRIZES

Nem todas as forcas podem ser derivadas a partir de potenciais. Quando isso ocorre, a
discussao realizada acima a respeito de forcas e potenciais generalizados nao € mais valida. Por
exemplo, forcas dissipativas que se originam do atrito entre dois corpos ou da viscosidade de
um fluido sdo, em geral, dependentes da velocidade da particula, mas ndo podem ser derivadas
a partir de um potencial, como foi feito para a forca de Lorentz. Nesta situacdo, é necessario
ampliar o conceito de forcas e potenciais generalizados, de forma a incluir esses casos.

Considera-se novamente a forca total que atua sobre a a-ésima particula do sistema. Esta
forca sera escrita agora como

F Ey()t =F ot .f a

sendo F, a for¢a discutida na secao anterior, a qual pode ser derivada a partir de um potencial,
mesmo que nao seja conservativa, e f,, a forca total que nao pode ser obtida a partir do potencial.
Entao, seguindo a definicao realizada em (1.47), define-se Q' (j =1,...,n) como a parte das
forcas generalizadas que nao ¢é oriunda de nenhum potencial, através de

N
ora
SO~ (1.50)
a=1 q]

Desta forma, as componentes das forcas generalizadas totais existentes no espaco de confi-
guracao podem ser escritas como
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Substituindo agora esta expressao em (1.46), as equacoes de Euler-Lagrange tornam-se

OL d 0L

oo diod —Qk; (1.51)

onde, novamente,
L{qaq;t} = T(qviLt) - U(qaibt)‘

Uma vez que as forcas generalizadas @)} nao sao derivadas a partir de uma funcao energia
potencial, elas, em geral, violam a conservacao da energia mecanica do sistema. Quando a
energia mecanica decresce, as forcas @) sao denominadas forcas generalizadas dissipativas;
quando a energia aumenta, elas sdo denominadas forcas generalizadas motrizes.

Usualmente, forcas motrizes sdo dependentes explicitamente do tempo. Assim, serdo consi-
deradas em mais detalhes as forcas dissipativas, pois elas ndo necessitam de uma dependéncia
temporal explicita.

AS FUNCOES DISSIPATIVA E DE RAYLEIGH

De particular importancia dentre as forcas dissipativas sdo aquelas que se originam da vis-
cosidade do meio através do qual as particulas do sistema se movimentam. Essas forcas sao
usualmente dependentes das velocidades das particulas e sdo sempre dirigidas nos sentidos
opostos aos movimentos das mesmas. Ou seja, se f, € a forca dissipativa que atua sobre a
«a-ésima particula, entao

fo=—9a(va)va. (1.52)
Muitas vezes, a funcao g, (v,) > 0 € determinada empiricamente e é do tipo g, o v5, com
¢ =0,1,..., dependendo de |v,|. A forca f, modelada acima sempre ira realizar um trabalho

negativo sobre cada particula do sistema, levando a dissipacao da energia total do sistema.
De (1.50) segue que
- S wn 52
[ Q Oc 8q]

Mas, empregando novamente a identldade (1.48a), resulta que

N
v,
- o \Va) Vo * -
> ga (va) 9i,

Por outro lado,
v, 1002 Ovg
Va5 =55, —Vaj. -
¥ (“)qj 2 8qj ¥ (“)qj
Assumindo também que g, (v,) = go (Va), OU seja, que nao ha uma direcao preferencial para a
forca dissipativa, resulta entéao

N

Ov OF

- a (Vo) Vo .O( =— R) (1533)
2 9a (ve) 94; dd;

sendo F a funcgao dissipativa, dada por

F = Z/ Go (V) 0"V, (1.53b)

a=1

o que pode ser verificado a partir da regra de Leibniz (1.16).
Portanto, as equacdes de Euler-Lagrange na forma (1.51) sdo escritas agora como

oL d OL oOF
OL d oL 0F _, i_y. . (1.54)
dg;,  dtoqg  9q U )

Quando a funcéao g, (v,) = b, = cte., a forca dissipativa é proporcional a velocidade e a funcao
dissipativa em (1.53) fica escrita simplesmente

1 N
=3 z:: v2, (1.55)
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sendo entdo denominada fungéo de Rayleigh.
O exemplo a seguir ilustra o uso da funcao de Rayleigh para um sistema dissipativo.

Exemplo 1.17 (Péndulo simples com resisténcia do ar proporcional a velocidade). Retoma-
se o problema de um péndulo simples, mas agora sera incluida uma for¢a dissipativa atuando
sobre o mesmo devido a pequena viscosidade do ar. Usando novamente coordenadas plano-
polares e ja considerando o vinculo sobre a massa, a Lagrangiana do péndulo simples €

. 1 .
L {9, 9} = Smi20% + mgt oo,
sendo ¢ o comprimento do péndulo e definindo U (§ = 7/2) = 0.
Se a velocidade do péndulo for pequena o suficiente, a for¢a resistiva sera sempre proporcio-
nal a mesma. Dessa forma, a expressao (1.52) pode ser escrita
f = —gv,
sendo g = cte. Com esta expressao a funcao de Rayleigh (1.55) €, simplesmente,
1 1 .
= —bv?® = ~bl?6%.
F=gh"=5

Entao, a equacao de Euler-Lagrange na presenca de forcas dissipativas (1.54) fica

96 diop i

fornecendo a equacao de movimento

é—l—gé—l—gsenO:O.
m i

No caso de pequenas oscilacoes (|0| < 1), esta se reduzira a equacdao de um oscilador harmoénico
amortecido.

1.8 FORMALISMO LAGRANGIANO COM VINCULOS NAO
HOLONOMOS

Nesta secao, o formalismo Lagrangiano sera estendido para o caso mais geral de um sistema
restringido por vinculos néao holénomos. Inicialmente, os vinculos continuarao supostos todos
holénomos, mas serao obtidas expressodes equivalentes as discutidas na secdo anterior, sendo
explicitada a relacao entre as forcas de vinculos e as forcas generalizadas. Posteriormente o caso
mais geral sera discutido.

Conforme discutido na secdo 1.2.7, quando um sistema com N particulas € sujeito a m
equacoes de vinculos, o numero de graus de liberdade se reduz a n = 3N — m e o formalismo do
calculo variacional deve ser modificado pelo método dos multiplicadores de Lagrange. No caso
de vinculos holénomos e com o uso de coordenadas generalizadas adequadamente escolhidas,
foi argumentado na secéo 1.6 que as equacdes de Euler-Lagrange podem ser escritas em termos
das n coordenadas generalizadas, as quais satisfazem automaticamente os vinculos. Contudo,
mesmo neste caso em certas situacoes € vantajoso manter-se os multiplicadores de Lagrange,
principalmente quando as forcas de vinculo agem somente durante um intervalo finito de tempo
na dinamica total do sistema.

Por outro lado, quando ha vinculos nao holonomos presentes, € em geral impossivel introduzir-
se coordenadas generalizadas tais que os vinculos sejam satisfeitos e o tratamento formal do
problema deve necessariamente envolver o uso dos multiplicadores de Lagrange.

1.8.1 TRATAMENTO GERAL

Retorna-se as coordenadas e as velocidades de cada uma das N particulas do sistema. Porém,
para economizar a notacao, ao invés de se identificar coordenadas e velocidades por z,; € v,
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respectivamente, sera mantida a notacido em termos das variaveis ¢; € ¢;. Assim, o sistema
devera ser descrito por 3N coordenadas e velocidades, juntamente com m equacdes de vinculos
do tipo

fé (917--~7Q3N741,-~-7Q3Nt) = f@ (q7Qat) = Oa (f = 1,...,771), (1563)

sendo que as coordenadas gz, ..., g3y continuam sendo interpretadas como coordenadas genera-
lizadas. Estas equacdes também podem ser escritas na forma diferencial como

3N
B Ofe ,  O0fc,.  Ofc )\ _
dfy = ;:1: (aqj da + gt dy + dt) 0. (1.56b)

Como ja argumentado em diversos momentos, estes vinculos sao devidos a restri¢oes im-
postas aos movimentos das particulas do sistema que podem ser de natureza geométrica e/ou
cinematica. No formalismo Newtoniano estas restricées surgem devido a forcas de contato (forca
normal) ou a for¢as dissipativas/motrizes. Por essa razao, diz-se que as equacodes (1.56) descre-
vem a acgao de forcas de vinculo que atuam sobre o sistema fisico.

Retornando agora a formulacdo do Principio de Hamilton em (1.38), a trajetéria do sistema
deve ser tal que a integral de a¢do € minimizada, isto é€,

ta , (0L d OL
6S 5 SL{q,q;t}dt /f ; (aqj o aqj) dq;dt = 0.

E importante observar aqui que a Lagrangiana L = T — U somente leva em conta as forcas
aplicadas as particulas do sistema, sem inclusao das forcas de vinculos. Porém, agora as vari-
acoes {d¢;} nao sao mais independentes entre si, justamente devido a esses vinculos. De fato,
em (1.56) observa-se que dentre estas variacdes, m (< 3N) sao linearmente dependentes das
n = 3N — m restantes através do sistema de equacodes

3N
. 0 afe ..
o) = 3 (Gltau; + iy ) =0, (=10, (1.57)
j=1 J J

A questao que se impoe agora € como levar em conta estas relacoes de dependéncia (entre
as variacoes das coordenadas generalizadas) durante o processo de minimizacao da acdo do
sistema, quando §g; # 0. A solucdo deste dilema pode ser obtida através da aplicagao, sem
muito rigor, de propriedades conhecidas de espacos vetoriais com produto interno em algebra
abstrata.?3

Na auséncia de vinculos, as variagdes {d¢;} sdo todas independentes entre si. Assumindo
que tanto o conjunto de fungées dg; = dg; (t) quanto os funcionais

0L d OL
A Ity = — — ——— j=1,...,3N
J {qa q’ } aqj dt 6(1]3 (.] 9 9 )
sdao componentes de vetores em um espaco vetorial com produto interno de dimensao 3N, aqui
identificado por .73V, entdo a condic¢éo JS = 0 pode ser escrita como?*

to 3N
58 = > Ajdg; | dt=o.
t1 ]:1
De acordo com o teorema 1.2, este resultado leva as equacdes de Euler-Lagrange conhecidas
para um sistema sem vinculos.

23Ver, por exemplo, Apostila de Fisica-Matematica, capitulo 4.

29Em 73N, os vetores sdo as 3N-uplas h = (h1 (t),...,han (t)), sendo h; (t) (j = 1,...,3N) funcodes da classe C* [t1, t2],
integraveis neste intervalo, enquanto que os escalares sio os numeros reais. Dados h,g € .3V, a adicdo vetorial é
definida como h + g = (h1 + g1,...,han + g3n) € F3V, o vetor nulo é 0 = (0,...,0) e o produto do vetor h pelo escalar
a €Ré ah = (ahy,...,ahsy) € .Z3N. O produto interno entre h e g é definido como

to [ 3N
<h,g)i/ > hjgj | dt=a€R.
ty

Jj=1
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Entretanto, a mesma condicao pode ser agora interpretada como o resultado do produto
interno entre os vetores A = (Ay,...,A3y) € 6¢ = (6q1,...,9q3n), ambos do espaco .#3V. Este
produto interno pode ser escrito como

65 = (A, dq) =0,

ou seja, A L Jg. Como as componentes do vetor g, em um sistema sem vinculos, sao todas
independentes entre si, cada variac¢ao arbitraria dq; serve como base de um subespaco #1 ¢ F73V
de dimensédo um. Por isto, o conjunto {dg;} é linearmente independente. Como as variacées sao
arbitrarias, entao qualquer combinacdao das mesmas gera uma nova variacao arbritraria. Por
esta razao, o vetor §q necessariamente pertence a uma base de .#3V. Portanto, a condicdo de
produto interno nulo entre A e dq implica que A é ortogonal a qualquer vetor da base de .73V,
implicando por sua vez, que A = 0, ou seja, € um vetor nulo, de onde se obtém novamente as
equacoes de Euler-Lagrange (1.42).

Por outro lado, em um sistema vinculado um total de m variagcées em g sdao linearmente
dependentes das n = 3N — m restantes. Sem perda de generalidade, pode-se assumir que as
variacoes 6¢n+1,--.,0g3n SA0 escritas em termos de dqy,...,dq,. Portanto, nesta situacao o vetor
5q = (6q1,...,06q,) pertence agora a base do subespaco .#" C .73V, Neste caso, A ndo é mais um
vetor nulo, pois a condicao (A,dg¢) = 0 implica em que o vetor A é simplesmente ortogonal ao
subespaco .Z"; ou seja, A € F™ = Z3N =" sendo .#™ o complemento ortogonal de .7".

Retorna-se agora a (1.57) e multiplica-se cada equacao do sistema por uma funcao p (t) €
C! [t1, 2] suficientemente bem comportada, somando-se entdao as equagoes e integrando a resul-
tante em t; <t < t». Com isso, obtém-se

t m 3N t 3N m
’ Oese o Oese V| gr = / ’ Ofe _d () Ofe\| s Lo
/t1 Z Zﬂe (t) <8qu dg; + 24, 5%) dt = . Z e g, di foe 2d; dg; pdt =0,

(=1 j=1 j=1¢=1

resultado este que pode ser escrito como

ty | 3N m m
[1s (zx@j) sy | dt = <z>@,aq> _o,
1 /=1 /=1

onde cada y, € um vetor no .#3" cujos componentes sdo

_ 0 _d () Ofe
Xej = He o dt He dd; .

Este resultado deve ser valido para todos os vetores y, possiveis (obtidos a partir de todas
as funcgoes uy (t) possiveis), o que implica em que os vetores y, ndo somente sio ortogonais ao
subespaco ", mas também que eles varrem um subespaco %, C Z3V que é complemento
ortogonal de .#". Portanto, como todo espaco vetorial finito pode ser dado pela soma direta de
um subespaco pelo seu complementar ortogonal e como tanto .#™ (que contém A) quanto .%,
sdo ambos complementares ortogonais a .#", segue que %, = F™.

Por consequéncia, como os vetores y, varrem .#", deve existir um conjunto de coeficientes
{ag} (¢ =1,...,m) os quais permitem escrever

m
A=,
=1

ou seja,

= < of d Ofe
8= a =Y [Ae (n 22 ()\e (t )} ,
=1 =1 aq]' dt aq]‘
onde se definiu
e (t) = —appe (1),

os quais sao os multiplicadores de Lagrange.
Assim, as equacgdes de Euler-Lagrange para um sistema vinculado ficam escritas

oL d aL

= =0 i=1,...,3N 1.58
dg;  dt 8g; 7 U r-28N), ( ?
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onde

L{g. @t} = L{g. @t} + > N (t) fe(q,q.1). (1.58b)
=1

Estas 3N equacoes, em conjunto com as m equacoes de vinculos (1.56) permitem, em principio,
encontrar-se as 3N + m incognitas.

Embora solavel a principio, o sistema (1.56) + (1.58) possui um sério inconveniente: para
sistemas nao holénomos ele implica em um conjunto de m equacoes de primeira ordem para os
multiplicadores {)\; (t)}, o que por sua vez implica em condicbes iniciais para as forcas de vinculo
e/ou para as {§;}. Tais condic¢ées iniciais niao tém sentido fisico em geral. Uma alternativa para
a solucao deste conlflito, valida em casos particulares, sera apresentada na secio 1.8.4.

1.8.2 SISTEMAS HOLONOMICOS COM MULTIPLICADORES DE LA-
GRANGE

Como mencionado anteriormente, mesmo com vinculos holénomos € as vezes conveniente
empregar-se o método dos multiplicadores de Lagrange. Se os vinculos sao holdonomos, as
equacdes (1.56) ficam escritas simplesmente

fe(g,t) =0, t=1,...,m) (1.59)
ou N
3
Z (arjdg; + apdt) =0,
j=1
onde
df, Ofe
ag; = ag; (g,t) = 9 € ap = ag (q,t) = T
J
e as equacgoes (1.58) ficam
oL _d oL er(t)ai‘f:o, (j=1,...,3N). (1.60)

g, dioq,

Este sistema de equacoes simplesmente reproduz as expressoes ja obtidas na secao 1.2.7.

Embora nao necessario no caso de vinculos holénomos, o emprego dos multiplicadores de
Lagrange pode ser 1til quando a dinamica do sistema € tal que os vinculos se tornam invalidos
ou sao violados a partir de um determinado ponto. O exercicio a seguir ilustra uma situacao
onde isso ocorre.

Exercicio 1.12. Uma particula de massa m € liberada do repouso quase no apice de um hemis-
fério fixo de raio a, conforme ilustrado na figura 1.21. Encontre a forca de vinculo e determine o
angulo 6. no qual a particula abandona o hemisfério.

Figura 1.21: Uma particula de massa m movendo-se
sem atrito sobre um hemifério de raio a.

Resolugdo. Empregando coordenadas esféricas e assumindo U (¢ = 7/2) = 0, a Lagrangiana da
particula fica

L {7"77'", 0, 9} = %m (7'"2 + r2€2) — mgr cosf.
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Note que ja foi assumido que o movimento da particula ocorre sobre um plano. A equacao de
vinculo sobre o movimento da particula é

_ _ of _ . of _
f(r79)—7"—a—():>5—1, %—0.
Assim, as equacoes de Euler-Lagrange (1.60) ficam
0L d 0L of ; 52 _
E_ﬁﬁ—'_ (t)E_O: mit —mro° + mgcosf — A\ (t) =0
OL d 0L of d ( 9 _
R )\(t)%—0:> £<r 9) grsenf =0,

onde A (t) € o multiplicador de Lagrange. Tendo obtido o sistema de equacdes acima, aplica-se
agora o vinculo r = a = cte., resultando

mab? —mgcosf + A =0, § =9 send.
a

A segunda equacao pode ser integrada da seguinte maneira,

_ié_iéie_gié_ﬁ 0
Tdt  dedr de o>

/édézg/sen9d9:> %ézz—gcosﬁ—&—a.

a

Foi dito que a particula foi abandonada do repouso quase no apice do hemisfério, isto é, em um
angulo 0 < 0y < 6.. Assim,

62 = 2% (cosfy — cos ).

Inserindo esta solucdo na primeira equacao, resulta

2myg (cos By — cosf) —mgcosf+ A =0 :>’)\: (3cos@ — 2cosby) myg,

obtendo-se assim a expressao para forca de vinculo, a qual é a for¢ca normal que o hemisfério
exerce sobre a particula.

Observa-se entao que a forca de vinculo se torna nula para 6 > 6., dado por A (6.) = 0; ou
s€ja, em

2
0, = cos™* <3 cos 00> > 48,2°.

A partir deste angulo a particula abandona o hemisfério e se movimenta como um projétil.
Uma analise das forcas mostra que a forca de vinculo é, de fato, a forca normal exercida pelo
hemisfério sobre a particula. O vinculo some quando essa for¢ca normal se anula.

1.8.3 LAGRANGIANAS EQUIVALENTES

Antes de se abordar o problema dos vinculos nao holénomos, € necessario realizar a derivacao
de uma importante propriedade matematica da Lagrangiana.

Definicdo 1.8 (Lagrangianas equivalentes). Duas Lagrangianas L, {q,q;t} € L2{q,q;t} sao
ditas equivalentes se diferem entre si pela derivada total em relacdo ao tempo de uma funcao
arbitraria das coordenadas generalizadas e do tempo g (q,t), ou seja,

. . d
Ly{q,q;t} — Li{q,q;t} = 79 (q,1).

Desta definicao, o seguinte teorema segue.

Teorema 1.4. Lagrangianas equivalentes originam as mesmas equacées de movimento.
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Demonstracdo. Sendo L, {q,q;t} e L2{q,q;t} duas Lagrangianas equivalentes, calculam-se as
integrais de acdo S; e S; associadas as mesmas a partir da definicdo de equivaléncia, resultando
em
to ) ta ) ta d
/ La{q,q;t}dt = / Ly {q,q;t}dH/ —g(q,t)dt,

t1 t1 t1 dt

ou seja,
Sy =51 +9(q(t2) t2) —g(q(tr),t1).

Como os instantes ¢; e t; sdo fixos, a aplicacdo do Principio de Hamilton ao resultado acima
resultara em
0S5y = 651.

Portanto, as equacées de movimento resultantes serdo as mesmas. O

O teorema acima também pode ser demonstrado diretamente a partir das equacoes de Euler-
Lagrange para cada Lagrangiana.

1.8.4 SISTEMAS NAO HOLONOMICOS

Em uma situacado mais geral, deseja-se um método que permita integrar uma classe de vin-
culos nao holdénomos, porém sem surgir o inconveniente mencionado anteriormente a respeito
das condicdes iniciais para os multiplicadores de Lagrange. Isto € possivel para uma classe
particular de vinculos nao holénomos, determinados pelas equacoes

3N
fo(@.at) => ag (q.t) 4 +an(q.t) =0, ({=1,...,m), (1.61a)

j=1
cuja forma diferencial pode ser expressa como

3N
> (g, t)dg; +an (g t)dt =0, ({=1,...,m); (1.61b)

j=1

ou seja, para vinculos lineares nas velocidades generalizadas. Quando ay; (q,t) = 0, as equacoes
(1.61a) se reduzem as equacdes de vinculos holéonomos (1.59) em coordenadas generalizadas.

Embora vinculos na forma (1.61) sejam uma classe particular de vinculos nao holénomos,
diversos sistemas fisicos os apresentam. Em particular, sera mostrado na secao 3.8.3 que este
tipo de vinculo surge quando ha rolamento de corpos rigidos.

De acordo com a discussao realizada anteriormente, vinculos nao holénomos nao sao integra-
veis, i. e., nado € possivel encontrar-se um fator integrante que transforme a equacao diferencial
de primeira ordem acima em uma diferencial exata. A justificativa para esta afirmacao segue
do seguinte argumento. Suponha, outrossim, que exista um conjunto de funcgées {h,(q,t)}

(¢ =1,...,m) tais que, para cada f; (g, q,t) em (1.61a) seja possivel escrever
3N d
> he(a:t)ar; (1) d; + he (@) aee (q,t) = - He (q,t) = 0.

j=1

Neste caso, os fatores integrantes h, permitem integrar as equacdes (1.61a), gerando os vinculos

holénomos Hy (q,t)—Cy, =0 ({ =1,...,m), sendo C; = cte. Mas, se os fatores integrantes existem,
entao

OH, OH,

—=h t i t — =h t t).

aq] 4 (q7 )a/éj (q7 ) 3 at 4 (q7 )aft (qa )

Como as funcoes Hy (q,t) devem ser funcdes suaves das coordenadas e do tempo, é necessario
que as seguintes identidades sejam satisfeitas:

0?H, 0’H, 0 0 .

8q,,8qj - quﬁq,. = 87(]7 (hZGZj) o 87% (hlalr) (T 7é j)’
0*Hy 0*Hy 0
8qj8t 8t8qj 8(]]'

0
heag) = 5 (heayj) ,
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paratodo ¢/ =1,....me j,r=1,...,3N. Se estas identidades nao forem todas satisfeitas, entao
nao existem fatores integrantes e os vinculos sdo nao holénomos.

Contudo, para vinculos na forma (1.61), pode-se argumentar que uma vez obtida a solucéo
das equacdes de movimento, as fung¢édes ¢; = ¢; (t) se tornam conhecidas e tais que satisfazem
os vinculos. E razoavel supor, portanto, que existe uma funcao f, = fo (g (t),t) tal que

dfe
dt

sendo fy (g, q,t) um vinculo na forma (1.61). Ou seja, as equacdes de vinculo podem ser escritas
25
como

=fo= fi(q /fz ;1) dt,

d N o 0
flaan = Shan =3 Beg 2

j=1
o que permite identificar

¢
~— = ar; (q,t) - = (g, 1).

Observa-se também que
ofe _ 0fe
84]‘ 8qj ’
Esta sera a forma adotada para os vinculos ndao holénomos nesta secao.
Retornando agora as equacgdes de Euler-Lagrange que devem ser empregadas para sistemas
vinculados em geral, dadas por (1.58a,b), a Lagrangiana para este sistema vinculado pode ser
escrita como

L{q,q;t} = L{q, q,t}+Zm = L{q, quan
=1
onde {7, (t)} sdo os multiplicadores de Lagrange associados aos v1nculos eL{q,q;t} =T{q,q;t}—
U{q,4q;t} € a parte da Lagrangiana associada as forcas generalizadas derivaveis de potenciais.
Considera-se agora uma outra Lagrangiana £ {q, ¢;¢} definida por

L{g.q;t} = L{gq,a;t} =Y infe

=1
Observa-se entao que

_ ) ] m dfé d’[]e m
L£{q,q;t} E{q,q,t}—;< = T ) g <Zm ) fe (a, ))-
De acordo com o teorema sobre Lagrangianas equivalentes, como a diferenca entre £ e £ é
a derivada temporal de uma funcao do tempo e das coordenadas generalizadas, estas devem
resultar nas mesmas equacdes de movimento. Portanto, pode-se empregar a forma dada por
L{q,q;t}, ao invés de L {q,q;t}, para a determinacéo da dinamica do sistema vinculado.

Como as funcgodes 7, sdo indeterminadas, pode-se escrever sem perda de generalidade 7, (t) =
—X¢ (t), resultando entdo na seguinte Lagrangiana

‘C{qaq’t}*L{qaqat}+Z)\Z f@(qa )

{=1

A partir desta, as equacdes de Euler-Lagrange (1.58a) ficam

OL d 0L Z Ofe
e

= _ = 24,

= j=1,...,3N). 1.62

(=1

Esta equacao € empregada mesmo em situacoes em que fe € nao linear em {¢;}.

A equacao de Euler-Lagrange (1.62) com as equacoes de vinculo (1.61) sao empregadas para a
resolucao da dinamica de muitos sistemas classicos vinculados, por exemplo para o problema do
corpo rigido, abordado no capitulo 3. O exercicio a seguir ilustra uma aplicacdo do formalismo
desenvolvido nesta secao.

25Este argumento torna-se ainda mais convincente se for suposto que f(q,q,t) = fo+ (77[,)71 ge (t), onde n, (t) € o
multiplicador de Lagrange e g, ¢ uma funcao tal que a expressao seja valida.
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Exercicio 1.13. Considere uma particula movendo-se livremente sobre um plano, exceto pelo
vinculo néo holénomo

onde w = cte.
(a) Mostre que o vinculo acima nao é holénomo, i. e., mostre que nao existe um fator integrante

que transforme f em um vinculo holénomo.
(b) Obtenha e resolva as equacédes de movimento e a forca de vinculo.

Resolucao. (a) Um vinculo que aparenta ser ndo holonomo € na verdade holénomo se existir um
fator integrante nao nulo A (z,y,t) tal que permita integrar a equacédo. Ou seja, se

. d OH K& OH .6 OH
hx—whyzaH(x,y,t):a—xaj—&—a—yy EZO'

Se isso for verdade, entdo a equacao acima se transforma na equacéao de vinculo holénomo
F(z,y,t) = H (z,y,t) - C =0, (C=cte.)
Entao, supondo que exista h (z,y,t), identifica-se

on _, oH _, o
or oy ot

Porém, neste caso as derivadas de 22 ordem devem satisfazer as condicoes

2H  02°H on

ayax_axayﬁ a—y—0:> h=h(z,t),
OH _PH _ oh ___ oh

otor Ozt o~ Yoz

P2H  O9°H

3y3t_8t(9y:> —wh=0= h =0.

Ou seja, nao existe um fator integrante h (z,y,t) e, portanto, o vinculo é de fato nao holénomo.
(b) Para resolver a dinamica da particula, considera-se agora sua Lagrangiana, dada simples-
mente por

. 1 . .
L{i,y} = 3m (;v2 + y2) .
Da equacao de vinculo temos

os _ o5 _ os _ of _
(’h_o’ oy 8:’5_1’ 83’/_0

A solucao € obtida a partir das equacdes (1.62). De acordo com as mesmas, temos

oL d 0L _Of
o dior Tlas

oL _doL  of
gy dtoy oy

=0 = mi—A=0

Usando o vinculo,

2

1
T=wy = |x(t) = <yo + v0t> wt + xg,

resultando entdo para A (t)

’/\:mfé:mwvo.‘

1.8.5 FORCAS DE VINCULO E FORCAS GENERALIZADAS

O termo “forcas de vinculo” foi anteriormente empregado em relacdo aos vinculos impostos
ao sistema e os multiplicadores de Lagrange. Essa relacdo sera agora discutida em maiores
detalhes, visando o esclarecimento do significado fisico do termo.
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1.8.5.1 ViNCULOS NAO HOLONOMOS

Retornando a discusséao realizada na secao 1.7.2 a respeito de forcas generalizadas que nao
sdo derivaveis de potenciais, realizou-se a separacido da forca total que atua sobre a a-ésima
particula como

tot

sendo F',, a for¢a derivavel de um potencial que pode depender do tempo e f, a forca que nao é
derivavel de potenciais e que sera aqui relacionada com as for¢as de vinculo. Definiu-se entao
a forca generalizada @) conforme a expressao (1.50) e as equacdes de Euler-Lagrange foram
escritas como em (1.51). Ou seja, a forca generalizada nao potencial fica expressa como

oL d 0L
!/ _ o =
Q; = (8qj o qu> , (1.63a)

onde a Lagrangiana contém somente as contribuicées das forcas generalizadas Q; (g, g,t), deri-
vaveis de potenciais.

Por outro lado, a se¢ao 1.8.4 discutiu a evolugdao do mesmo sistema de particulas em termos
de vinculos nao holénomos, os quais foram denominados de forcas de vinculo devido ao seu
efeito na dinamica do sistema. Foram derivadas entao as equag¢des de movimento (1.62).

Obviamente, a dinamica do sistema € tinica e ambas as descricées devem produzir os mesmos
resultados. Por conseguinte, para que ambos os sistemas de equac¢des descrevam a mesma
dinamica, é necessario estabelecer a seguinte relacdo entre as forcas generalizadas e as forcas
de vinculo:

Q=D M) 8‘& ZAWJ (1.63b)
=1

Em suma, tanto a definicdo (1.50) quanto as expressoes (1.63a,b) servem para determinar as
forcas de vinculo que atuam sobre o sistema.

1.8.5.2 VINCULOS HOLONOMOS

A equacao de vinculos holénomos (1.59) é um caso particular da equacéo (1.61a). Contudo,
ao tomar a derivada total no tempo da primeira, resulta

Z Oty 2

a qual pode ser escrita na forma (1.61a) com as identificacées

o 0fe

Qg ot )
embora, € claro, que os vinculos nao deixem de ser integraveis.

Desta forma, as expressodes (1.50) e (1.63a,b) sdao igualmente validas para identificar as forcas
de vinculo em sistemas holonémicos.

Uma outra relacao entre vinculos holonomos e forcas de vinculo que ilustra a origem fisica
destes ultimos, passa pela definicado do momento canénico conjugado.

Definicao 1.9 (Momento canénico conjugado). Seja L{q,q;t} a Lagrangiana de um sistema
fisico com n graus de liberdade. A quantidade p;, definida por

oL
Pk = i (1.64)
dk
¢ denominada o momento canénico conjugado a coordenada gj.

Como a dimensao fisica da Lagrangiana ¢é de energia ([L] = M L?T~?), a dimensao do momento
conjugado €
bl = (L[ T <=5 [p] = MLT™,
isto é, o momento canénico tem a dimensao de momentum linear se a coordenada conjugada g

possuir dimensao de comprimento. Entretanto, como sera ilustrado em exemplos posteriores,
mesmo neste caso o momento conjugado nao necessariamente sera igual ao momentum linear.
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O momento conjugado a uma coordenada desempenha um papel importante na analise das
leis de conservacado do sistema fisico que sera realizada na secao 1.9. Ainda mais importante
¢ o papel desempenhado pelos momentos conjugados no formalismo Hamiltoniano, que sera
abordado no capitulo 2.

Seja entdao um sistema com N particulas submetido a m vinculos holonomos, descritos pelas
funcoées f, = f¢ (q,t); por conseguinte, este sistema possui n = 3N — m graus de liberdade.

Empregando o método dos multiplicadores de Lagrange, a dinamica deste sistema sera des-
crita pelas equacoes de Euler-Lagrange (1.60), as quais podem ser escritas como

d OL . 0L & dfy
Eaquzpj 8qj + Ao (t) 5=
(=1

A expressao acima pode ser comparada com a segunda lei de Newton p = F. De acordo com
essa interpretacao, o lado direito da equacao contém as forcas (generalizadas) que atuam sobre
o sistema.

Se a energia cinética total do sistema depende somente das velocidades generalizadas, entao
a taxa de variacao do momento canoénico sera

. m afg 9 m OUt
:774, )\/ =——|U - A/(t)ff = - )
; 8(]] 0q; < ; ) dq;

q;j

sendo
cf =U— Z Al f@a

o qual atua como um potencial efetivo que determina a dindmica do sistema. O primeiro termo
consiste no potencial generalizado. Ja o gradiente do segundo termo ira gerar as forcas de
vinculo, ou forc¢as reativas, aplicadas ao mesmo. A forca reativa na j-ésima dire¢ao oriunda dos
vinculos impostos ao sistema sera entao

9
Qe = Z)\ It o1, s,
8%

0 que mostra que em sistemas holonémicos, Q’**" € a forca generalizada dada por (1.63b).
A contribuicao do k-ésimo vinculo a Q;-eat é

Qre‘it A (t)=— (k=1,...,m).
Dessa forma, a dimensao fisica de )\, é

] = [fe] " a [p) T

Dependendo das quantidades envolvidas, o multiplicador de Lagrange pode realmente ter a
dimensao de forca.

Exemplo 1.18 (“Variacédes sobre o tema:” péndulo plano). Retorna-se ao problema do pén-
dulo plano simples, abordado com multiplicadores de Lagrange no exemplo 1.15. A dinamica
deste sistema sera aqui analisada de acordo com as expressoes obtidas nesta secao.

(i) Empregando coordenadas plano-polares (ver figura 1.14),

x =rsenf y = —rcosb,
escreve-se a Lagrangiana como
. 0 1 2 252
L {r,@m,@} = §m (r +r<6 ) + mgr cos 6.
Nota-se que € inicialmente assumido que 7 # 0. A equacao de vinculo pode ser escrita como

f(ry=r—1=0.
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Assim, as equacoes de Euler-Lagrange sao

L d oL ;
iffai.Jr %:0 mré? + mgcos —mi+ A =0
or dt or ar

oL d oL  Of _ _ 9 2g)
AZL — grsen 6 7 (r 9) 0.

0 dion T

Empregando agora o vinculo, 7 = # = 0, a segunda equacédo se reduz a conhecida equacéao do
péndulo

é—l—%senﬁzo,

enquanto que a primeira equacao fornece o valor do multiplicador de Lagrange
A=—m (l92 +gcos€> .

Realizando a decomposicido de forcas na figura 1.14, observa-se que A contém 7, = —T =
—mgcosf, sendo T, a componente da for¢ca de tensao do cabo na direcao radial e 7' seu modulo.
O outro termo € proporcional a aceleracdo radial da particula. Portanto, de fato A € a forca que
cria o vinculo imposto a particula.

(ii) Do ponto de vista das for¢as de vinculo dadas por (1.63a, b), obtém-se que para o péndulo
simples,

Qy=Q5 =0, Q= Q™ = A (1) = —m (16 + g os0) .

Ou seja, as forgas de vinculo (reativas) atuam somente na direcdo radial em um péndulo simples.
(iii) Finalmente, a partir da definicdo (1.50), obtém-se novamente

or .
Q=T 5;=0, Q =T-i=T,.

1.9 PROPRIEDADES DE SIMETRIA DAS EQUACOES DE
EULER-LAGRANGE E LEIS DE CONSERVACAO

Algumas propriedades matematicas importantes da Lagrangiana de um sistema e de suas
correspondentes equacoes de Euler-Lagrange serdao apresentadas nesta secao.

1.9.1 INVARIANCIA SOB TRANSFORMACOES DE COORDENADAS

Durante a discussao realizada na secao 1.6, assumiu-se que o Principio de Hamilton proposto
inicialmente no espaco Euclideano E? também é valido quando sao realizadas as transforma-
¢oes para as coordenadas generalizadas, em cuja situacdo a dinamica passa a ser descrita no
espaco de configuracao do sistema. Com essa suposicao, foram derivadas as equacdes de Euler-
Lagrange (1.42). A validade dessa suposicio serda agora demonstrada. De fato, sera mostrado
aqui que as equacdes de Euler-Lagrange sao invariantes em forma frente a qualquer transfor-
macao de coordenadas.

Parte-se da suposicdo de que as equacoes de Euler-Lagrange determinam corretamente a
dinamica do sistema quando este possui um total de n graus de liberdade, sendo o seu espaco
de configuracao determinado pelas coordenadas generalizadas {qi,...,¢,}, as quais podem ser
as coordenadas {z,;} das particulas no espaco E3. Define-se agora um conjunto de n novas
coordenadas {si,...,s,}, relacionadas a {¢;} através das leis de transformacao

Sk =8k (q1,-- -, qn,t), (E=1,...,n). (1.65a)

Nota-se que a lei de transformacao pode depender explicitamente do tempo. Porém, uma
condicao importante é imposta. Empregando conceitos de analise funcional, a definicao dos
mapeamentos s (g,t), onde as coordenadas {¢;} fazem o papel de elementos do dominio da
funcao e as coordenadas {s;} sdo as imagens, devem sempre ser tais que o mapeamento €
bijetivo, ou seja, sobrejetivo e injetivo, a cada instante de tempo.
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Uma discussido mais moderna a respeito das condi¢des impostas sobre as leis de transfor-
macao emprega conceitos avancados de geometria e topologia. Nao se deseja realizar aqui uma
discussao aprofundada sobre este assunto. Basta mencionar que o conjunto das coordenadas
generalizadas {¢;}, as quais variam de forma continua dentro de seus dominios de validade,
definem um espaco topolégico métrico, no qual as nogdes geométricas de pontos no espaco con-
tidos em uma vizinhanca e de distancia entre dois pontos quaisquer podem ser definidas sem
ambiguidades.

Adicionalmente, a dinamica do sistema nao esta necessariamente restrita a um espaco Eu-
clideano, caracterizado por ser plano. A dinamica pode ocorrer também em espacos curvos, tal
como ocorre com particulas confinadas a se deslocar sobre superficies esféricas (ou hiperesfé-
ricas). Porém, aqui uma nova condicdo € imposta: mesmo se o espaco topolégico for curvo,
essa curvatura deve ser suficientemente “suave” para que a vizinhanca em torno de qualquer
ponto deste espaco se assemelhe a um espaco Euclideano plano. Adicionando entdo esta ultima
condicao a propriedade de diferenciabilidade do espaco topolégico (por ser métrico e continuo),
caracteriza o mesmo como uma variedade diferencidvel.?®

Portanto, empregando a linguagem de espacos topologicos, os conjuntos das coordenadas
{g;} e {sk} definem duas variedades diferenciaveis que podem ser identificadas por Q e S, res-
pectivamente, e que estao relacionadas entre si pelo mapeamento

r: Qr— S,

o qual é operacionalizado pelas leis de transformacdo (1.65a). Pelas condicdes impostas ao
mapeamento, o mesmo € sempre bijetivo e € também diferenciavel (nas coordenadas ou no
parametro t).

Agora, impde-se uma ultima condicdo: este mapeamento deve ser inversivel, por se tratar de
duas descricdes distintas do mesmo sistema fisico. Ou seja, devem existir também as leis de
transformacodes inversas

¢ =q; (51,...,80,t), (G=1,...,n), (1.65b)

as quais executam o mapeamento inverso r~! : S — Q, e este mapeamento inverso também
deve ser diferenciavel.

Na area de topologia, tal mapeamento bijetivo e inversivel entre variedades diferenciaveis é
denominado um difeomorfismo, e os espacos Q e S sao ditos difeomorficos entre si.

Retornando as equag¢des de movimento, e diferenciando (1.65b) no tempo, obtém-se

8q, (9qj aqj B 8qj
Z 3T o = Ba = e

Realizando a transformacao (1.65a) na Lagrangiana original L {q, q,t}, esta pode ser expressa
como

E{s,é,t} =L{q(s,t),q(s,8,1),t}.
Agora, derivando L:

8i o ~ OL aC]g oL aqg

87% o Z (an 8sk * o0 (9(]p 85k)

Z 0L 0qy ( (1.48a) Z 0L Oqq

8Sk 0 8Sk Ods aSk

mas

d 0L i(d 0L dq; OLd aqg)

dt 93y, dt 0ge Dsy,  qq dt Dsy,

(1 48b) Z i@l@ oL 8(][
dt Ogp Osy, 8(]@ 6Sk

Portanto, obtém-se - -
OL _d 0L _§~(OL dOL)Ou _
sy dt 88, 8qg Cdt 8q4 Osp

26Em inglés: differentiable manifold.
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uma vez que as equacoes de Euler-Lagrange sao supostas validas no espaco Q. Ou se€ja,
demonstrou-se que estas equacdes também sao validas no espaco S e sdo invariantes sob dife-
omorfismos.

1.9.2 SIMETRIA E LEIS DE CONSERVACAO

Uma outra vantagem da formulacao Lagrangiana sera ressaltada agora: a obtencao de leis
de conservacao a partir das simetrias envolvidas na dinamica de um sistema fisico no espaco
e no tempo. Essas leis de conservacao serao obtidas a partir da procura das constantes de
movimento contidas dentro da Lagrangiana. Essas constantes de movimento podem ser sim-
plesmente coordenadas generalizadas que se conservam na dinamica do sistema mas também
sao propriedades globais do sistema, tais como os momenta linear e angular e a energia totais.

1.9.2.1 CONSTANTES DE MOVIMENTO

Como mencionado, constantes de movimento, ou integrais primeiras sao grandezas fisicas
conservadas, ou seja, que permanecem estacionarias, durante a evolucao dinamica do sistema.
Tratam-se de funcées g das coordenadas e velocidades generalizadas tais que

d
d;(t] =0, ou ¢g(q,gq,t) = constante.

Um tipo de constante de movimento que € facilmente percebido na Lagrangiana do sistema ¢é
uma coordenada ciclica. As definicoes e teoremas a seguir determinam a sua existéncia.

Definicdo 1.10 (Coordenada ciclica). Seja L{q,q;t} a Lagrangiana de um sistema fisico com
n graus de liberdade. Se a Lagrangiana ndo depender da coordenada g;, ou seja, se

oL

— =0,
Oqk

entao esta coordenada € dita ciclica.
Com as defini¢coes de coordenada ciclica e momento candnico conjugado (definicao 1.9), o
seguinte teorema € valido quando os vinculos forem holénomos.

Teorema 1.5. Seja L{q, q; t} a Lagrangiana de um sistema fisico com n graus de liberdade sub-
metido a vinculos holonomos. Se a coordenada q;, for ciclica, enté@o o seu momento conjugado®’ é
uma constante de movimento.

Demonstracdo. Como os vinculos sao holénomos, entdo a equacao de Euler-Lagrange da coor-
denada ¢ é
oL d 0L _ dpy,

— 75— =0= —=0.
dqr,  dt Oqy, dt

O

Exemplo 1.19 (Particula submetida a forca central. Formulacdo Lagrangiana). Seja uma
particula movimentando-se sob a acdo de uma forca central. Neste caso, supde-se que a forga €
sempre conservativa e o seu potencial € do tipo U = U (r). Empregando coordenadas esféricas, a
Lagrangiana completa da particula fica entao escrita

L {T, 0,70, gb} = %m (7*2 +720% + r? sen® 0<,b2> —U(r). (1.66)

Nesta Lagrangiana, observa-se que a coordenada ¢ € ciclica; portanto,

OL
Py = 3% = mr?sen? fp = constante.

Verifica-se facilmente que p, é a componente z do momentum angular da particula.

27Ver definicao 1.9.
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1.9.2.2 TRANSLACOES E ROTACOES VIRTUAIS

A possivel existéncia de coordenadas ciclicas, as quais implicam na conservacao do momento
conjugado a elas, mostra que a dinamica do sistema € invariante frente a deslocamentos ar-
bitrarios ao longo dessas coordenadas. Por exemplo, se a coordenada ciclica tiver dimensao
de comprimento, entdo a dinamica € invariante frente a uma translacao arbitraria ao longo da
mesma; por sua vez, se a coordenada for um angulo, entao o sistema € invariante frente a ro-
tacoes. Estes deslocamentos podem ser tanto reais quanto virtuais (imaginarios), e podem ser
tanto passivos (quando € o referencial que é deslocado) quanto ativos (quando € o sistema fisico
que sofre a transformacao).

A invariancia na forma e/ou nas propriedades de um sistema fisico frente a transforma-
coes arbitrarias indica a existéncia de uma simetria do mesmo. Quando as transformacoées sao
aplicadas ao sistema fisico per se, a existéncia de uma simetria implica em que a “forma” do
sistema, ou seja, a distancia relativa entre dois pontos quaisquer do sistema, permanece invari-
ante frente a transformacao. Neste caso, diz-se que o sistema apresenta uma isometria frente a
essa transformacéo em particular. Uma importante consequéncia da existéncia de simetrias na
forma e/ou propriedades de um sistema consiste no surgimento de constantes de movimento
que estarao associadas a essas simetrias.

Para verificar se a Lagrangiana de um sistema fisico qualquer, composto por N particulas,
contém informacdes sobre suas propriedades de simetria, estuda-se como a Lagrangiana do
sistema varia devido a transformacées virtuais do tipo

onde {ir,} e {dv,} sdo variacdes realizadas sobre as coordenadas e velocidades das particulas.
Sob estas transformacodes, a Lagrangiana L = L{ry,...,rnN,v1,...,vy;t} sofre a variacao

/ / / /. .
OL=L{ry,....,7\,v,...,vN;t} = L{ry,...,rn,v1,...,0N;t}.

Se as variacdes forem suficientemente pequenas,

N

0L = (8L < Ory + a—L . 5va> , (1.67)
pot or. v,

onde 0L/0r, e OL/dv, indicam, respectivamente, os gradientes nas coordenadas e componentes
da velocidade da a-€ésima particula.

Diferentes tipos de transformacdes podem levar a diferentes tipos de variagdes na Lagrangi-
ana e se esta for invariante frente a uma ou mais transformacodes, isto indicara a existéncia de
simetrias no sistema fisico que levarao as constantes de movimento associadas a estas ultimas.
Algumas dessas simetrias que levam as leis de conservacao em sistemas de particulas serao
abordadas a seguir.

1.9.2.3 TEOREMAS DE CONSERVACAO

Sera considerado um sistema composto por N particulas, submetidas a m equagdes de vin-
culos holénomos do tipo
fé(rla"'arNat):()? (6:177m)

Neste caso, a Lagrangiana é dada por (1.58b),
L{ri,....,rn,v1,...,oN;t} =L{ry,..., "N, v1,...,0N; 1} +Z)\( () fe(re,...,TN,t) (1.68)
=1

e as equacoes de movimento podem ser dadas por (1.58a).
As leis de conservacao consideradas aqui sdo as seguintes.

CONSERVACAO DO MOMENTUM LINEAR TOTAL

A conservacao do momentum linear total de um sistema esta associado a invariancia da
Lagrangiana do mesmo frente a translagées rigidas, ou seja, deslocamentos virtuais que mantém
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as distancias relativas fixas e nao alteram as velocidades. Este tipo de tranformacdes é descrito
por

0Ty = €&y, v =0, (a=1,...,N),

sendo |e| < 1 um parametro real pequeno e &, um vetor unitario que indica a direcédo e o sentido
da transformacao. Nesta situacio, o seguinte teorema se aplica.

Teorema 1.6 (Conservacao do momentum linear total). Seja um sistema de particulas cuja di-
namica é descrita pela Lagrangiana (1.68). Se a Lagrangiana permanecer invariante frente a uma
translagéo rigida arbitraria ao longo de uma dada dire¢éo, entdo a componente do momentum
linear total do sistema ao longo dessa diregéo é conservada.

Demonstracdo. Se L € invariante frente a uma translacao rigida, entao de (1.67),

N N
oL . R oc
6[:—(;67’&'(Een)—ﬁen'QZIR—o.
Como ¢ € arbitrario, resulta que
Y oL
An . _— = 0
€ o; org,

Contudo, observa-se que
oL 0L  OL (1.64)

Dv. ~ Or, O, o Mele
onde p, € o momento conjugado a coordenada r,, ou seja, o momentum linear da «-€ésima
particula.
Assim, da equacao de movimento (1.58a) resulta que
oL d oL  dp,
ore  dtdv, dt’

Portanto, se a Lagrangiana for invariante frente as translagoes rigidas,

N N
dp, d d
& - Fao _ 2| g § =_ (e, -P)=
en dt dt(e” a_lpa> dt(e” ) =0,

a=1

sendo P =) _ p, o momentum linear total do sistema de particulas.
Ou seja, se a Lagrangiana for invariante frente a uma translacao rigida do sistema de parti-
culas, entio o momentum linear total do sistema é conservado na direcao da translacao. O

Exemplo 1.20. Considere a Lagrangiana de uma particula movendo-se sob a a¢ao da forca peso,
1
L= 3™ (w% + 32+ x%) — mgxs.

Esta Lagrangiana € claramente invariante frente a translacao rigida
o0r =ce(cosné; +sennés), (0<n<2m).

Portanto, as componentes p; = mi; € po = mis do momentum da particula sao conservados. Este
resultado € trivialmente estendido para um sistema de N > 1 particulas movendo-se sob a acao
de seus pesos.

CONSERVACAO DO MOMENTUM ANGULAR TOTAL

Agora sera verificada a consequéncia da invariancia da Lagrangiana frente a uma rotacao
rigida do sistema em torno de um determinado eixo de rotacao. Esta transformacéao ¢é realizada
escolhendo-se inicialmente um eixo de rotacdo cuja direcao e sentido serao dados pelo vetor
unitario é,. Em torno desse eixo sera entao efetuada uma rotacao de todos os vetores do
sistema por um angulo §f. Definindo o vetor axial §0 = 46 é,,, a rotacao rigida é assim descrita
por

0re =00 X 1y, 0Vy = 00 X v,,. (1.69)

A figura 1.22 ilustra a rotacao do vetor r,. Nesta situacao o seguinte teorema se aplica.
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Figura 1.22: Rotagio Tigida de um sistema de particulas.

Teorema 1.7 (Conservacdo do momentum angular total). Seja um sistema de particulas cuja
dinamica é descrita pela Lagrangiana (1.68). Se a Lagrangiana permanecer invariante frente a
uma rotacéo rigida arbitraria, entdo a componente do momentum angular total do sistema ao
longo do eixo de rotacéo é conservada.

Demonstrac¢do. Se L é invariante frente a uma rotacao rigida, entao de (1.67),

N
M:Z[a’c -(60><ra)+a—£-(50xva) =0.
a=1

% v,

Como a- (b X ¢) = b- (¢ X a), a expressao acima pode ser escrita
N
) oL oL
oL =4d0e, - az::l (ra X 787"04 + v, X ava> =0.

O elemento de angulo §¢ € arbitrario; além disso, ja foi visto que

oc oc
v, Pa or, Pa-

Portanto,
al d & d & d
eTL';(raxpa+raXpa):en'%Z(raxpO):en'izeazi(en'[’):oa

sendo L =) _ £, o momentum angular total do sistema.
Ou seja, se a Lagrangiana € invariante frente a uma rotacao rigida do sistema de particulas,
entdo o momentum angular total do sistema € conservado ao longo da direcédo do eixo de rotacgao.
O

Lembrando do exemplo 1.19, a Lagrangiana de uma particula submetida a uma forca central
¢é invariante a rotacoées em torno do eixo z3. Por isso, a componente do momentum angular da
particula ao longo de z3 € conservada.
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CONSERVACAO DA ENERGIA TOTAL

Por fim, sera discutida a conservacao da energia total do sistema. Neste caso, serdo emprega-
das novamente as coordenadas e velocidades generalizadas, mas os vinculos serdao considerados
holénomos, para simplificar a discussao. Assim, a Lagrangiana do sistema sera aqui um funci-
onal do tipo

L:L{Qhumedhuwqﬁﬁ}, (n:?)N—m)

Neste caso, o seguinte teorema se aplica.

Teorema 1.8. Dada a Lagrangiana L{q, q;t} que descreve a dinamica de um sistema movimen-
tando-se sob vinculos holénomos. Se L ndao depende explicitamente do tempo, i. e., se 9L/0t = 0,
entdo a funcdo h(q, q,t), definida por

h(q,q.t qua — L{q,qt}, (1.70)

é uma constante de movimento.

Demonstracao. Para demonstrar este teorema, basta realizar a derivada total de » em relaciao ao
tempo:

dh [0, d (OLY] _dL
it~ Taq; T Y \og; dt
{ oL . . d(aL)] Z(aL oL ) OL
= q; G\ 5 QJ q;
= a4 dt \ 0¢; = Jdq aq ot
n 0
d (0L oL
— i | — ~ =" - == (1.71)
=1 / q; 8%‘ ot
ou seja,
dh-_ oL
d ot
Portanto, se L nao possui dependéncia temporal explicita, a funcao h é conservada. O

A funcao h(q, q,t) é com frequéncia denominada integral de Jacobi. Em certos casos particu-
lares, esta funcao € justamente a energia total do sistema. Para verificar quando isto € verdade,
considera-se o caso restrito em que a funcio energia potencial nao depende das velocidades.
Entao, a funcao h em (1.70) fica

“~ . oT
h(g,a,t) =) djm——(T=U). (1.72)
j=1 /

Considera-se agora a energia cinética total do sistema. Como estao sendo empregadas coor-
denadas generalizadas, de acordo com a lei de transformacéao (1.41a) pode-se escrever

d . - ara . or,

are T e T g, U
Jj=1

Desta forma, a energia cinética total do sistema fica

A 13 - Ora aa O, | D
Ziaz::lma(ra 5222 Z:: or o). Zanjqj—F% 5

a qual pode ser escrita como

n

. B .
T(q,q,t) = My (q,t) + Zle (g.t)¢; + 5 ‘;1 My (q,t) 4jdr, (1.73a)
J= JR=
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sendo

1 or, Or N or, Or al or, Or
Mo = = .= M. = —— s —2 M. = o— s 2. 1.73b
DI / ;m dq; Ot ok ;m dq; ~ Oai (1.73b)

a=1
Sera suposto agora que a definicado e o teorema abaixo sdo aplicaveis a energia cinética.

Definicdo 1.11 (Funcdao homogénea). Uma funcao F = F (z1,...,2,) : R™ — R é dita homo-
génea de grau p se existe o numero p € R\ {0} tal que

F(Qxy, ..., \xm) = NPF (21,...,2m),
para qualquer A € Re A\ € RT.

Teorema 1.9 (Teorema de Euler das funcées homogéneas). Se F' : R™ — R é uma fungéo
diferencidvel e homogénea de grau p, ent@o

kaai — pF. (1.74)

De forma reciproca, se F satisfaz (1.74), entéo esta é uma fun¢do homogénea de grau p.

Demonstra¢do. Assumindo que F' é funcdo homogénea de grau p, define-se u; = Ax1, us = Azo,
.y Uy = A\T,,. Entao,
F(uy,...,upn)=NF(x1,...,Zm).

Derivando a expressao acima em relacao a A, resulta
m
or
Zxk— =pI\PTLE
1 Buk

Fazendo agora A = 1, resulta (1.74):

A condicao reciproca ¢ demonstrada assumindo que F satisfaz (1.74). Seja entao a funcao
g ()‘> =A"PF (ula s 7um) .
Derivando g em relacao a A,

" OF " OF
"N =—p PR HAPY gp—— = AP pF 4+ Y up— | =0,
g (N D ; " o p ; * Dup,

devido a (1.74). Portanto, g (\) = constante. Porém, de sua definicao, necessariamente g (1) =
F (x1,...,2y,), 0 que implica que g (\) =g (1) = F (x1,...,x,). Segue entdao que

APE (U, ..o um) = N PF(Axy, .., Ax) = F (21,...,2m) ,
mostrando que F' € homogénea de grau p. O

Agora, se as leis de transformacao (1.41a) nao dependerem explicitamente do tempo, i. e., se
O0ry/0t =0 Vo, entdo My =M; =0e

1§ -
T(q,q) = 3 > Mird;dn-

jk=1

Observando que os elementos de matriz sdo M;;, = M, (q), verifica-se que a energia cinética é
uma funcao homogénea de grau 2 nas velocidades generalizadas, pois

: : RN . : .
T (A, -5 M) = = > Mjrdjdge = XNT (d1, .- - dn) -
G k=1
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Retornando entao a fungao h em (1.72), de (1.74) observa-se que
Z q] = 2T,
j=1

e, portanto,

Ou seja, se (i) a energia potencial ndo depender das velocidades generalizadas e (ii) a lei
de transformacao de coordenadas nao depender explicitamente do tempo, entdo a funcao h é
igual a energia mecanica total do sistema. Adicionalmente, se (iii) a funcao h nao depender
explicitamente do tempo (U nédo depende de t), entdo a energia € uma constante de movimento
do sistema, ou seja, é conservada.

Deve-se ressaltar que a condicdo para que h seja conservada € independente das condi¢oes
para que h = E. Por conseguinte, i pode ser conservada sem ser a energia mecanica, ou
h = E, sem que estas quantidades sejam conservadas. Em geral, se os vinculos dependem
explicitamente do tempo, a energia total nao € conservada. Isso porque as forcas de vinculo
podem realizar trabalho sobre o sistema de uma forma tal que mesmo quando a trajetoria do
sistema for fechada sob a acdo dos vinculos, o trabalho total nao se anula, como ocorre, por
exemplo, com forcas dissipativas ou motrizes.

Aproveitando o ensejo, suponha que existam forcas dissipativas e/ou motrizes atuando no
sistema. Neste caso, o teorema 1.8 nao € mais valido. Ao invés do cancelamento que ocorre em
(1.71), deve-se usar (1.51) para obter

dh . , OL
E_ZQij_Ea

Jj=1

lembrando que Q; € a forca generalizada obtida justamente a partir das for¢as nédo potenciais.
O resultado recém obtido passara agora por uma série de particularizacoes.

1. Primeiro, se as condicodes (i) e (ii) acima forem também satisfeitas, entdao h = F e

dE . ., 0L
PP L

Jj=1

mostra como a energia mecanica do sistema varia devido as ac¢ées tanto das forcas nao
potenciais (dissipativas e/ou motrizes) quanto das forcas potenciais com dependéncia ex-
plicita no tempo.

2. Se adicionalmente a condicédo (iii) for satisfeita, entdo o potencial nao depende do tempo e
dai
dE .
Ll
j=1
O sinal de dE/dt depende somente da prevaléncia ou das forcas dissipativas (dF/dt < 0) ou

das forcas motrizes (dE/dt > 0).

3. Retornando agora em algumas suposicoes, se as forcas nao potenciais forem somente dis-
sipativas e essas dependerem apenas das velocidades das particulas, ) pode ser expressa
pela funcao dissipativa F através de (1.53), quando entao resulta

Z oOF 3L
QJ aq]

No caso particular em que F é a funcao de Rayleigh (expressao 1.55), é facil perceber que
esta também € uma funcao homogénea de grau 2 nas velocidades generalizadas. Portanto,

neste caso, an ol
—2
dt 7= ot
Se as condicoes (i) e (ii) acima forem também satisfeitas, entao h=F e
dE oL
=-2
dt 7= 315
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Finalmente, se a energia potencial ndao depender do tempo,

dE
— —=_9
dt a

o que descreve a taxa de perda de energia do sistema.

A funcao h é semelhante 4 Hamiltoniana do sistema, porém nao é exatamente esta. A formulacao
Hamiltoniana da mecanica classica sera discutida a partir do capitulo 2.
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